Esercizio 1. Calcolare il volume del sequente sottinsieme di R3:
E={(z,y,2) eR® 12> -1,y >-1,24+y<1,0<2< 17y2}

Soluzione. Osserviamo che le prime tre disuguaglianze definiscono un triangolo 7" di vertici
(—1,-1),(2,-1),(—1,2). Possiamo allora riscrivere l'insieme E come segue:
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Figura 1: L'insieme 7.

E={(z,y,2) eR’: (2,y) € T,0 < 2 < 1—¢*}
:{(m,y,z)€R3:—1§a:§2,—1gygl—x,ogzgl—yQ}

Osserviamo tuttavia che la terza disequazione implicitamente impone che sia 1 — y? > 0 cioe
—1 <y < 1. Possiamo riscrivere £ come segue:

E= {(x,y,z) ER?: (2,9) €T1,0<2<1 —y2}
:{(:r,y,z)€R3:—1§x§2,—1§y§1—x,—1§y§1,0§z§1—y2}
con T3 trapezio di vertici (—1,1), (-1,2),(0,1), (-1, 1).
Definiamo poi 7> = T\ T; ottenendo:
E = {(z,y,z) ER?:(z,y) €T1,0<2<1 fy2}
= {(ac,y,z) ER?: (z,y) €T\ Tp,0<2<1 —yz}



Figura 2: L'insieme T7.
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Figura 3: L'insieme T5.
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Pertanto:
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Esercizio 2. Determinare se la sequente serie é convergente:
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Soluzione. Osservo che la serie in esame si puo scrivere nella forma:
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e che:
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La serie in esame & pertanto divergente. L'esempio dimostra che l'ipotesi di monotonicita nel
criterio di Leibniz & necessaria.

Esercizio 3. Determinare il volume della regione di R cosi definita:

A={(z,y,2) eER*:4<2®+y*+2° < 16,2 >0,y > 0,2 >0,y <z}



Soluzione. Ricordiamo la formula per il cambio di coordinate da cartesiane a sferiche.

T = pcosfsing
y = psinfsin ¢ p € [0,400],8 € [0,27],¢ € [0, 7]
Z = pcos ¢

la cui Jacobiana associata ¢ data da:

9 090 9¢ cosfsing —psinfsing —pcosbcosp
J(p,0,0) = % % % = | sinfsing pcosfsing  psin Q-COS 1)
87; o ?; cos ¢ 0 —psin¢

e il cui determinante e
| det[J(p, 0, ®)]| =| — p? cos ¢(sin’ O sin ¢ cos ¢ + cos® O sin ¢ cos @) — p* sin® P(cos? O + sin? §)|
=| — p?sin ¢ cos? P(sin? O + cos? ) — p? sin® P(cos? O + sin? 9)]
=| — p?sin ¢ cos? ¢ — p?sin® ¢|
=p®|sin ¢| = p*sin ¢
In coordinate sferiche 1'insieme A diventa:

S:{(p,9,¢)eR+x[o,Qw)x[o,w]:Qgpgzl,ogeg 0<o<

}
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e pertanto
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Esercizio 4. Determinare il volume della regione di R® cosi definita:

A={(z,y,2) eR®:a? + 42 < 1% 2 +y? + 22 < R2)
conr < R.

Soluzione. Ricordiamo la formula per il cambio di coordinate da cartesiane a cilindriche.

x = pcost
y = psinf p €[0,400],8 € [0,27],h € R
z=nh

la cui Jacobiana associata & data da:

9p 00 Oh cosf —psinf 0
J(p,0,0) = g% % % = |sinf pcost O
gz Oz 0z 0 0 1

e il cui determinante e p. In coordinate cilindriche 1'insieme A diventa:

C:{(p,e,h)€R+x[0,277)xR:OSpSr,OSHSZﬂ',—\/RQ—TQShg\/RQ—TQ}

4



Figura 4: L'insieme A.
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Esercizio 5. Sia w la 1-forma differenziale in R? definita da:
w(z,y, 2) = 32%y dx — 6xy® dy + 6xyzdz

Calcolare [ w, dove y : [0,1] — R? e la curva data da:

y(t) = (t, —t,2t2).

Soluzione. L'integrale di linea del campo di vettori F(x,y, z) = (3z%y, —6zy?, 6zyz) & dato da:

szlﬂww»wﬁMt

Pertanto:



Esercizio 6. Sia w la 2-forma differenziale in R? definita da:
w(z,y,2) =xdy Ndz —2ydz Ndx + zdx N dy
Calcolare [ w, dove o : 0,1] x [0, 1] — R ¢ la superficie data da:
o(u,v) = (u,u + v,v).

Soluzione. L'integrale di superficie o flusso del campo di vettori F(z,y, z) = (z, —2y, z) & dato

/w:// F(o(u,v)) - (o4 X 0y) dudv
o 0,1]x[0,1]

11
/ / (u, —2u — 2v,v) - [(1,1,0) x (0,1,1)] dudv
0o Jo
Essendo
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(u, —2u — 2v,v) - [(1,1,0) x (0,1,1)] =det | 1 1 0l =u+2u+2v+v=3u+vo)
0 1 1

// (u, —2u — 2v,v) - [(1,1,0) x (0,1,1)] dudv—// (u+v) dudv
—3//u+vdudv:3/ v—l— dv—3
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