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1. RANGO: DEFINIZIONE E PRIME PROPRIETA

Definizione 1.1. Sia A € M,,,(K) una matrice di tipo m x n a coefficienti nel campo K. 11
rango di A ¢ la dimensione del sottospazio vettoriale di K™ generato dalle colonne di A:

rg(A) := dim Span(A(l), A®) ,A(”)), Span(A(l), A®) ,A(”)) C K™,

In diversi libri di testo, il rango definito qui sopra viene chiamato rango per colonne di
A, mentre il rango per righe si definisce come la dimensione del sottospazio vettoriale di K"
generato dalle righe di A, cioé

dim Span(A(l), A(g), ce ,A(m)), Span(A(l), A(g), cee ,A(m)) - K",

Osserviamo che il rango per righe di A coincide con il rango della matrice trasposta di A.

Osservazione 1.2. (1) rg(A) e uguale al massimo numero di colonne linearmente indipendenti
di A.
(2) 1" inclusione Span(AM, A® . Ay C K™ zmplzca in particolare che
( ) <
Inoltre, siccome Span(A™M | A (n)) & generato da n vettori, si ha anche
( ) <
Quindi

rg(A) < min{m,n}.
Esempi 1.3. (1) Se A e la matrice nulla: A = 0, allora rg(A) = 0. Viceversa, se rg(A4) = 0,

allora A = 0.
(2) rg(IL,) = n. Infatti le colonne della matrice unita sono i vettori della base canonica di
K™:
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Proposizione 1.4. Sia A € M,,,(K), e sia A una matrice ottenuta da A tramite una sequenza di
operazioni elementari. Allora valgono le sequenti affermazioni:

(1) rg(A) =1g(A4); _
(2) se Aeascala, rg(A) é uguale al numero r delle righe non nulle di A.
Inoltre AUV ... AUr) sono linearmente indipendenti, dove @, j,, . . ., ay;. sono i pivot di
A.
(3) rg(*A) = 1g('A).
(4) xg( A) = xg(A).
(5) rg(A) = rg("A).

Dimostrazione. (1) Per dimostrare questa affermazione usiamo un risultato che vedremo
piu avanti, il Teorema di dimensione. Questo teorema afferma che

(1.1) rg(A) = n — dim(W),
dove

W={seK"A -s=0}

e il sottospazio vettoriale di K" formato dalle soluzioni del sistema omogeneo di
equazioni lineari

A-X =0.
Se A si ottiene da A per mezzo di operazioni elementari, allora il sistema di equazioni
lineari

A-X=0

¢ equivalentead A- X = 0, cioe W =W,dove W = {s € K"|A-s =0} eil sottospazio
di K" delle soluzioni di A - X = 0. Usando la formula (1.1) abbiamo quindi:

rg(A) = n — dim(W) = n — dim(W) = rg(A).

(2) Supponiamo ora che A sia a scala, e sia r il numero delle righe non nulle di A. Sia Qij
1" elemento di posto ¢, 5 di A. Siccome A ¢ a scala, si ha che a;; = 0, se ¢ > r, quindi
AW € Span(ey,...,e,) perogni j = 1,...,n, dove AU) & la colonna j-esima di A ed
ei1,...,e, sono i primi r vettori della base canonica di K”. Da questo segue che

Span(g(l), . ’2[(”)) C Span(ey,...,e,.),
quindi
rg(A) = dim Span(A®W, ..., A™) < dim Span(ey, ..., e,) =r.

Per dimostrare che rg(A) = r, & sufficiente dimostrare che le colonne
A0 Ao

sono linearmente indipendenti, dove a,;,, asj,, . . . , a,j, sonoipivot di A. A tale scopo,
consideriamo una combinazione lineare

(1.2) MAGD 4 A AU =



(1.3)

(1.4)

(3)
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e supponiamo che essa dia il vettore nullo. Osserviamo che il membro sinistro della
(1.2) & un vettore della forma seguente:

)\1613‘1 + /\25le + R Araljr
)\QCLQJ'Q + ... )\T(I,Qj,.

ArGyj,

0

0
Siccome ayj, # 0,ay;, #0,...,a,;, # 0,il vettore (1.3) e nullo se e solose A\, = A\,_; =
.-+ = A; = 0. Concludiamo quindi che le colonne AU ... AU sono linearmente
indipendenti e rg(A) = r.

Dimostriamo ora che le colonne AUV ... AUr) di A, sono linearmente indipenden-

ti, dove ji, jo, . .., Jr sono gli indici di colonna dei pivot ayj,, asj,, - - ., @, di A.

A tale scopo, consideriamo una combinazione lineare
/BIA(jl) N 5“4(]}) =0

51
. .. .. . 52
e supponiamo che essa dia il vettore nullo. Definiamo il vettore s = . e K»

Sn
come segue:

5 — 0, sei#Ji,...Jn
Ul By, osei =g, k=1,...,r.

Con questa scelta abbiamo
A-s=B3AU) ... 4 B AU

quindi per la (1.4) si ha

A-s=0.

Siccome A & ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari, abbiamo che vale

anche

A-s=0.
Osserviamo che

A.os=BA6 4. .48 AN,

e siccome AU, ... AUr) sono linearmente indipendenti, concludiamo che 8y = - - - =

B, = 0, quindi anche AUV ... AU") sono linearmente indipendenti.

E sufficiente dimostrare I’ enunciato nel caso in cui A si ottiene da A per mezzo di una
operazione elementare di tipo 1, rispettivamente di tipo 2 0 3. Supponiamo dapprima
che A sia ottenuta da A scambiando la riga i-esima con quella j-esima, per qualche



i # 7,1, € {1,...,m}. Questo corrisponde allo scambio della colonna i-esima con la
j-esima di ‘A4, quindi

_ (‘AW sek #1,j,
(tA)(k) =< ("A)V)) sek =i,
(PAD sek =3

Da questo segue immediatamente che

t ~

Span((A)D, ... (*A)™) = Span((A)D, ..., (A)™),

percido rg(*A) = rg(tA).

Supponiamo ora che A si ottenga da A per mezzo di una operazione elementare
di tipo 3, precisamente sostituendo la riga j-esima con A(;) + cA(;), per qualche i #
Jyi,7 €41,...,m},ece K. Allora

(tAv)(k:) _ (tA)(%)a A se k 7é Js
(PAD +c(PA)D | sek = j,

ed in questo caso abbiamo:
Span((‘A)M, ..., (*A) ™) = Span((*A)V, ..., (LAY, (AW 4 (A (FA)) =

t

= Span((( AW, ..., (A)m),
percio rg(*A) = rg(t}lv).

Si verifica analogamente che se A si ottiene da A per mezzo di una operazione
t ~

elementare di tipo 2, allora rg(*A) = rg(' A).
(4) Peripunti 1 e 3 appena dimostrati, & sufficiente dimostrare che

~ t ~

rg(A) = rg( A),

dove A e una matrice a scala ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari.

Per il punto 2 abbiamo che rg(A4) = r, dove r ¢ il numero delle righe non nulle di

A. Dimostriamo quindi che rg(tg) =r.
A tale scopo, sia

~ t ~

(1.5) a( DO 4. e (A e Kn

o . Lt . .
una combinazione lineare delle colonne di A, e supponiamo che sia uguale al vettore
nullo. Osserviamo che

t ~

(A = . = ((A)m =,
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quindi possiamo omettere queste colonne nella (1.5). Inoltre tale combinazione linea-
re ha la forma:

0

0
Aaj,
(1.6) :
)\151]'2 -+ )\2523'2

/\1@le + ... )\rarjr

Siccome ay;, # 0,aq;, # 0,...,a,;, # 0, il vettore (1.6) € nullo se e solo se A\; = Xy =
... =\, = 0. Concludiamo quindi che le colonne ('A), ..., ("A)") sono linearmente
indipendenti e rg(tg) =r.

U

Teorema 1.5. (Rouché-Capelli). Un sistema lineare A - X = b di m equazioni lineari in n incognite
e compatibile <=
rg(A[b) = rg(A).
In tal caso la sua generica soluzione dipende da n — r parametri, dove r = rg(A).
La dimostrazione del Teorema di Rouché-Capelli seguira dal seguente risultato:

Lemma 1.6. Un sistema lineare A - X = b di m equazioni lineari di ordine n e compatibile <=

(1.7) b € Span(AM A® AN,
S1
S

Dimostrazione. Abbiamo che A - X = b e compatibile <= esiste s = ,2 € K" tale che
Sn

A-s=b <<
AWs) + APgy ... 4 AWs, = b <= be Span(AV, A@ AN

O
Dimostrazione. (Teorema di Rouché - Capelli) Per il Lemma 1.6 il sistema A- X = b e compati-
bile se e solo se b € Span(AM, A?) .. AM). Sipuo verificare facilmente che tale condizione

e soddisfatta se e solo se
Span(A®M, A®  AM™Y) = Span(AW, 4@ AM p).
Siccome in generale vale
Span(AW A®  AM) C Span(AD, AP A™ p),

i due sottospazi vettoriali sono uguali se e solo se hanno la stessa dimensione, cioe se e solo
serg(A) =rg(Alb).



Supponiamo ora che A - X = bsia compatibile. Il teorema di struttura per le soluzioni dei
sistemi di equazioni lineari afferma che S = {5+ sy | so € W} ,dove S = {s € K"|A - s = b}
e 1" insieme delle soluzioni, 5 & una soluzione particolare, e

W = {s € K"|A - 50 = 0}

e il sottospazio vettoriale di K" delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato. Per
il Teorema della Dimensione, che vedremo in seguito, dim(WW) = n —rg(A) = n—r. Fissiamo
una base {vy,...,v,_,} di W; allora ogni soluzione si scrive nella forma seguente

§=5+civr+ -+ CppUn_p,
al variare dei parametricy, ..., ¢,—, € K. Quindi le soluzioni di A- X = b dipendonodan—r
parametri. O

2. RANGO E INVERTIBILITA

Il seguente teorema afferma che una matrice quadrata e invertibile se e solo se ha rango
massimo.

Teorema 2.1. Sia A € M,,(K). Allora A e invertibile se e solo se rg(A) = n.

Dimostrazione. Supponiamo che A sia invertibile. Sia M € M, (K) la matrice inversa di A,
quindi A - M = L,. Osserviamo che quest ultima equazione si pu0 riscrivere come segue:
(2.1) A-MD =¢, i=1,...,n,
dove ¢; e I’ i-esimo vettore della base canonica di K”. Come visto nel Lemma 1.6, questo
implica che
e1,... e, € Span(AD AD AW,
quindi
K" = Span(ey, ..., e,) C Span(A(1),...,A(n)) C K",
da cui Span(A(1),...,A(n)) =K"eerg(A) =n.
Viceversa, supponiamo che rg(A) = n, e consideriamo i sistemi lineari
(2.2) A-X=e¢,i1=1,...,n.
Osserviamo che per ogni 7, il rango della matrice completa (A | ¢;) soddisfa:
n > rg(Ale) > rg(A) =n,
quindi rg(A | e;) = rg(A). Per il Teorema di Rouché - Capelli i sistemi (2.2) sono compatibili

perognii = 1,...,n, ela generica soluzione dipende da n — n = 0 parametri, cioe € unica.
Inserendo i vettori soluzione nelle colonne di una matrice si ottiene una M € M,,(K) tale che
A-M=1,.
Con un ragionamento analogo si puo dimostrare che vale anche
M-A=1,,

e quindi A e invertibile e si ha
M=A"



3. CALCOLO DELLA MATRICE INVERSA CON L” ALGORITMO DI GAUSS

Se A € M, (K) & invertibile, per calcolare la sua inversa A~! si pud procedere come segue.
Ricordiamo che A~' & quella matrice M € M, (K) tale che A - M = T,. Quindi, per ogni
i = 1,...,n, la colonna i-esima M® di M & I’ unica soluzione del sistema di equazioni
lineari

A . X = €,
dovee; € K" el i-esimo vettore della base canonica di K". Notiamo che & possibile risolvere
questi sistemi lineari simultaneamente, per i = 1, ..., n, nel seguente modo. Consideriamo
la matrice
(A|L,) € M, 2,(K).
Siccome A e invertibile, si ha rg(A) = n. Non e difficile verificare che e possibile trasformare
(A | L) tramite una sequenza di operazioni elementari OE1, OE2, OE3, nella matrice

(L | M).
Siccome le operazioni elementari trasformano un sistema di equazioni lineari in uno equi-
valente, segue che la soluzione di A - X = e; coincide con la soluzione di I,, - X = M @) che &
proprio M), quindi M = A"
4. RANGO E SOTTOMATRICI

Definizione 4.1. Sia A = (a;;) € M,,,(K), esianop € {1,...,m}, ¢ € {1,...,n}. Siano
inoltre1 <4, <--- <, <m, 1 <75 <+ <j, <n. Con

Aliv, . yiy | 1s - dg)
denotiamo la matrice p x ¢ a coefficienti in K il cui elemento di posto k, [ e dato da
a5, Vk=1,...,p,Vi=1,...,q.
Ogni matrice del tipo A(i1,...,%, | j1, .-, Jjq) si chiama sottomatrice p x ¢ di A.
Proposizione 4.2. Sia A € M,, ,(K), e sia B una sottomatrice p x q di A. Allora rg(B) < rg(A).
Dimostrazione. Omessa. OJ
Teorema 4.3. Sia A € M,, ,(K). Allora
rg(A) = max{rg(B)|B sottomatrice quadrata di A},
e anche

rg(A) = massimo degli ordini delle sottomatrici quadrate ed invertibili di A.

Dimostrazione. Omessa. 0]



