
Corso di GEOMETRIA - Prova scritta

A.A. 2021/2022 - 18 gennaio 2022

Prof. Valentina Beorchia

Cognome Nome

(1) (5 punti) Si dia la definizione di prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale.

Si enunci e si dimostri la diseguaglianza di Cauchy - Schwarz e si dia la definizione di
angolo convesso tra vettori non nulli.
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(2) Sia f : R3 ! R3 l’applicazione lineare definita da

f

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
x1 + 2x2 + 5x3

x1 + 4x2 + 9x3

�x1 � x3

1

A .

(a) (2 punti) Si scriva la matrice A = M
E
E (f) di f nella base canonica E di R3.

(b) (3 punti) Si determinino la dimensioni di ker f e Imf e delle loro basi.

(c) (1 punti) Si determini, motivando la risposta, la dimensione e una base dell’immagine f(H) del piano vettoriale H di
equazioni parametriche

H :

8
<

:

x1 = t

x2 = s

x3 = �t

(d) (1 punto) Si dica, motivando la risposta, se il piano H del punto sopra contiene autovettori per f oppure no.

(e) 2 punti Si dica se il sistema lineare A ·X =

0

@
3
5
0

1

A è compatibile, e in caso affermativo si trovi la sua generica soluzione.

tu :D -

- (I) , ftp:// =p;) , ftp:// =/%) , in :(f) =L! ! !) -- A

rg
A =

rg À , À = ( ! I :) , rg
A ⇒ =

rg
f. base di Imf

0 0 0 il:Ddi un kg f =3 - rgf =3 -2 = '

{× ,
+ 2×2+5×3=0

Eg .

di ke f : A.✗ = 0
,

o egniv .

À - × = ° :
2 ×

,
+4 ×
,

= o

una base di kuf : / (È ) }

1- +2 S - sit 2s - it

4s - 8) = s (f) + t (%)f ( (§)) = f- +4s - st) = (
- t - ft) o

guidi FCH) -- Span ( (%) , [ §)) -- Span ( ( ! ))
⇒ di un f-(A) = 1

,
con

base { (&) } (o siatene altro vettore proporzionale)

Osserva che kerf EH
,
perchè (f) soddisfa le eg . parametriche di H per

1- = -1 e s = -2
.

Quindi (f) è un autovetture relativo all' autovalore 1=0

(In generale : se un operatore ha nucleo keif # Io }
,

si ha keif = Ker (f- o . Id) = Vo autospazio relativo all'autovalore)nullo
.

Matrice completa :

cani =L; ; :| !) - • (
=

:| :)1 4 9 ° 2

0 2 4 3

mi> ( o 2 ↳ 2) , rg
A = 2 =/ 3 = rg (Alb) ⇒

il sistema è INCOMPATIBILE per RC .: : :| :
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(3) Si consideri la matrice simmetrica

B =

0

@
3 �2 �1
�2 3 �1
�1 �1 2

1

A .

• (3 punti) Si determini il polinomio caratteristico di LB : R3 ! R3 e il suo spettro.

• (4 punti) Si trovi una base ortonormale B di autovettori per LB .

• (3 punti) Si scrivano le matrici di passaggio dalla base canonica E di R3 alla base B e dalla base B alla base E .

p,
f) = det (B - × . È

}
) = - ✗ (x2- 8×+15) = - ✗ ( × - 3) (× - s)

=D Sp ((
= { ° , 3 , 5 }

3 - 2 - I

V. = Ker ( -2 }
- i) , È

" " "

,

base / (
"

jpg) }Y - 2- = o

- I - I 2

o -2 -1 - 2 y - Z
= o

V
,

= Kei (-2 o -1 ) , {→ × - a- ⇒
,
base / ( ÌÈ% ) )

- I - I - I

✗ t y +3-2=0

b- "er ; ;- z - z - 1) , / z = . ,

base | ( _
"

%:) }

⇒ una
base ortonormak di ceto retto: è data da :

YTG

i:DB- { (%:) , / '%) ,
V53 -2/56

456 YtzYJ}

M? (Idpi)
= ( yrs 'vs - Yrz)

YJZ
_ 2/56 o

YJ} YJS
'

/Js

Mfg (Idpi)
=

"
M ? (Idpi) = [a Yoo - YJG )

YTZ -

'

µ 0
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(4) • (4 punti) Nello spazio affine A3
R si considerino le rette r e sa dipendente da un parametro a 2 R:

r :

⇢
x+ y � 2z = 2
x� y = �1

sa :

⇢
x+ z = 1
y + z = a

– si dimostri che r ed sa non sono mai parallele;
– si determini il valore di a per cui r ed sa risultano incidenti.

• (4 punti) Si determini un’equazione cartesiana del piano L passante per il punto (0, 1, 2), e ortogonale alla retta

r :

8
<

:

x = 1� t

y = 2� 3t
z = 3 + t

1 1 - 2

Cons .

il SLO ✗ +7-27=0 ;
la matrice A. = { , _ , o

ha
rango

3

✗ - y
⇒

i 0 1)
✗ + 2- = o

0 I 1(
y

+ 2- ⇒ ⇒ non sono

mai parallele
( le 2 giacitura si intersecano

in un sottospazio)
di din 3 - rg A =3 -3=0

è compatibileLe 2 rette sono
incidenti# ✗ ty -22=2

✗ - y =
-1{ + + z = 1

y + Z = a

{
1 1 -2 2

, e - z z
ha
rango 3

⇐i> rg
^

,

_

!
°

, / '1) = raga =3 ; À = ( o -1 3 / -1 ⇒

0 o -4 -1 )° I 1 il

o o o Q - 2 a = 2

Oss .

che Wr = Span ( ( } ))

Il generico piano t r ha cgherione :

- × - ssytz =D ( perche
' (E) deve essere

proporzionale a µ ) ) .

Impongo passaggio per
(91,2) : o -3+2=01

⇒ D= -1
,
L : - × -3 -1 + 2-

= -1
,

ovvero

✗ + by - 2- = 1


