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o Dist. camp. e precisione o Ricerca f o Proprieta e

Popolazione-campione-parametro-stima

Il parametro & una
caratteristica della

Popolazione popolazione Parametro
X ~ f(x;6) 0co

Il campione
& rappresentativo
della popolazione

Stima < popolazione
0~ g(x,0)

Campione Stima

X1,..., X, funzione del campione
11D Dal campione si calcola la stim N
Xi ~ f(x; 9) [—inectzdsgeier:o;je::ia 2o 0 = h(Xl, . ,Xn)

- metodo della max verosimiglianza
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o Dist. camp. e precisione o Ricerca § o Proprieta e

Campione

Assumiamo di avere un campione di osservazioni indipendenti e aventi
tutte la distribuzione della popolazione (di interesse).

In simboli, abbiamo un campione Xi, ..., X, indipendente e identicamente
distribuito secondo f(x; @) dove f & la distribuzione nella popolazione e 6 &
il parametro (o i parametri).

» Nell'esempio dei bianchi/neri osserviamo Xi, ..., X, indipendenti
dove X; vale 1 se I'i-esima osservazione & nera e 0 altrimenti e
P(Xi=1)=m.

» Nell'esempio del controllo di processo osserviamo Xi, ..., X,
indipendenti dove X; ~ N (u, 02).

Si dice I'insieme dei possibili campioni

» Nell'esempio dei bianchi/neri lo spazio campionario & I'insieme delle
sequenze di 0 e 1 di lunghezza n.

» Nell'esempio del controllo di processo lo spazio campionario € R”.

Le ipotesi fatte consentono di ottenere facilmente la distribuzione di

probabilita del campione.
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Popolazione-campione-parametro-stima: normale

Il parametro & una
caratteristica della

Popolazione popolazione Parametro
X ~N (p,0?) uweR

Il campione

& rappresentativo [)_( ~ N (ILL, 0'2/’7)}

della popolazione

Campione )

Xi, .. X, f’t'm)a_(

1D =
Xi ~ N (p,0?) K
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Popolazione-campione-parametro-stima: proporzione

Il parametro & una

POpOlaZiOne caratteristica della
X 6 {O 1} popolazione Pa rametro
Y

PX=1)=r ™ €10.1]

Il campione
& rappresentativo
della popolazione

n

o (n i) |

Campione .
Xiyee s Xo >tima
P(X,' = 1) =T n
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Distribuzione di probabilita del campione

Se ciascuna X; ha distribuzione f(x;; ) ed essendo le X; indipendenti, la
distribuzione congiunta &

f(x1,. ., xm0) = Hf(x,-;&)
i=1

Nel caso dei bianchi/neri, tenendo presente che
X;ie{0,1}, PXi=1)=m

si ha
PXi=x1N...0X,=x,) = WZi:lX"(l - W)”_Ziﬂ Xi

(cfr i ragionamenti fatti nel definire la distribuzione binomiale).
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Distribuzione di probabilita del campione

Se ciascuna X; ha distribuzione f(x;; ) ed essendo le X; indipendenti, la
distribuzione congiunta &

f(xlv ooy Xns 6) = H f(Xf; 9)
i=1

Nel caso della normale si ha

1 _1(x=e)?
f(xi;0) = —e 2< 7 )
210
e quindi
o1 _i(kee)?
f(x1,...,xm0) = e 2( g )
Py 2o

_ ( 1 )"e—;zz,-"_l(x,-—uf
2o
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o Dist. camp. e precisione o Ricerca f o Proprieta e

Un po’ di definizioni

Una qualunque funzione del campione si chiama [SEEEHleEN.

» Proporzione campionaria e media campionaria nei due esempi
precedenti sono statistiche.

Una statistica usata per stimare un parametro & detta [SlyEitelgsy, se il
parametro & 6 si indica spesso lo stimatore con 6.

» La proporzione campionaria nell'esempio dei b/n & uno stimatore per
la proporzione di neri nella popolazione.

» La media campionaria nell’esempio industriale & uno stimatore per la
media della popolazione.

La distribuzione di probabilita della statistica & detta

distribuzione campionaria §

» La proporzione campionaria ha, approssimativamente, distribuzione
campionaria normale.

» La media campionaria di un campione normale ha distribuzione
campionaria normale.
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Ricavare uno stimatore: metodo dei momenti

Negli esempi precedenti (bianchi/neri e controllo di processo) abbiamo
proposto degli stimatori in modo naturale

» la proporzione campionaria & come stimatore dell’analoga proporzione
nella popolazione 7;

> la media campionaria i = X come stimatore della media della
popolazione p.

Questo modo di procedere “per analogia” & di carattere generale e prevede
di eguagliare un momento campionario (media o varianza tipicamente) al
corrispondente momento della popolazione.

Momento € un concetto piu generale, per quello che abbiamo visto
momenti sono la media, la media dei quadrati, la varianza.
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Metodo dei momenti: uniforme

Nel caso della distribuzione uniforme (cfr esempio sulla statistica in guerra,
anche se |i e discreta), se si assume che la popolazione X sia distribuita
secondo un'uniforme tra 0 e 6, sicché

E(X)=0/2

si eguaglia allora la media teorica a quella campionaria

X = E(X)
e uno stimatore per 6 viene da
— 0 ~ -
X:E(X):2 =60=2X
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Metodo dei momenti: esponenziale

Nel caso di una popolazione X con distribuzione esponenziale di parametro
Asi ha

E(X) =1/,

sichhé uno stimatore per A viene da

x| =

Nel caso della distribuzione di Poisson ...
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Metodo della verosimiglianza

Partiamo della distribuzione Distrbuzione
campionaria per un dato valore del o

parametro, 6.
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca 6

. Proprieta e
Metodo della verosimiglianza
Partiamo della distribuzione Distrbuzione
campionaria per un dato valore del ovie
parametro, 6.
Consideriamo il campione, yp.
S
Yo
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Metodo della verosimiglianza

Partiamo della distribuzione Distrbuzione
se il parametro

campionaria per un dato valore del e

parametro, 6. 30 00) |

Consideriamo il campione, yp.

Possiamo calcolare la probabilita
(o densita) del campione
corrispondente al valore 61 del
parametro.

Yo
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Metodo della verosimiglianza

Partiamo della distribuzione Distrbuzione Distrbuzione

campionaria  campionaria

campionaria per un dato valore del e e
parametro, 6.

fy0: 61) |
Consideriamo il campione, yp.

Possiamo calcolare la probabilita
(o densita) del campione F(yo: 62) |
corrispondente al valore 61 del

Yo
parametro.

La stessa cosa puo essere fatta per altri valori del parametro, qui 65.
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e Dist. camp. e precisione o Ricerca o Proprieta

Metodo della verosimiglianza

Partiamo della distribuzione Distrbuzione

campionaria
se il parametro

campionaria per un dato valore del e

parametro, 6. 30 00) |

Consideriamo il campione, yp.

Possiamo calcolare la probabilita
(o densita) del campione

corrispondente al valore 61 del
parametro.

Yo

La stessa cosa puo essere fatta per altri valori del parametro, qui 65.

Il valore 01 rende il campione piu probabile che non 6, si dice che & piu

verosimile |

Con questo criterio si ottiene uno stimatore scegliendo il valore di 6 che
rende piu probabile il campione, detto

stimatore di massima verosimiglianza §
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Massima verosimiglianza: esempio binomiale

Consideriamo un campione da una Binomiale di dimensione n e parametro
0. La probabilita di un particolare campione xp &

n

P(X = x) = ( )on(l oy

X
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Massima verosimiglianza: esempio binomiale

Consideriamo un campione da una Binomiale di dimensione n e parametro
0. La probabilita di un particolare campione xp &

P(X_Xo)_<

0.20 0.20 =038
m=02 0.5 0.15 n=0.6
n=04
0.15 0.15
0.10 0.10
0.10 0.10
0.05 0.05 0.05 0.05
0.00 0.00 0.00 0.00
0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20
X X X X
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Massima verosimiglianza: esempio binomiale

Consideriamo un campione da una Binomiale di dimensione n e parametro
0. La probabilita di un particolare campione xp &

0.20 0.20 n=08
n=02 015 0.15 n=0.6
n=0.4
0.15 0.15
0.10 0.10
0.10 0.10
0.05 0.05 0.05 0.05
0.00 0.00 0.00 0.00
0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20
x X x X

La funzione che descrive I'andamento
di questa probabilita al variare di 7 ¢

L(m) = <):;> 70(1 — )"
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Massima verosimiglianza: esempio binomiale

Consideriamo un campione da una Binomiale di dimensione n e parametro
0. La probabilita di un particolare campione xp &

0.20 0.20 n=08
n=02 015 0.15 n=0.6
n=0.4
0.15 0.15
0.10 0.10
0.10 0.10
0.05 0.05 0.05 0.05
0.00 0.00 0.00 0.00
0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20 0 3 6 9 12 16 20
x X x X

La funzione che descrive I'andamento
di questa probabilita al variare di 7 ¢

L(m) = <):;> 70(1 — )"

S| &

Il massimo si ha in & = X—,;)
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Massimo della verosimiglianza binomiale

n

Dobbiamo ricavare il massimo di L(7) = (Xo

equivale a trovare il massimo di

|nL(7r):|n<”

X0

)7(1 — 7)™ ma questo

> +xolnm+(n—x0)In(1 — )
per la quale si ha la derivata
N X0 n — Xp

(InL(m))' =

Cerchiamo i punti stazionari eguagliando la derivata a 0

T 1—m

X0 n — Xp

s 1—7 n
che & un massimo in quanto la funzione ha la convessita verso il basso su
tutto il dominio
X0 n — Xp
w2 (1—m)2
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e

Verosimiglianza binomiale

Funzione L(7) per campioni di Funzione L(7) per campioni di
numerosita 20 con diversa diversa numerosita con la medesima
proporzione campionaria. proporzione campionaria.
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Massimo della verosimiglianza: caso dell’esponenziale
Si ha un campione Xi, ..., X, da un'esponenziale di parametro A,
f(xi; A) = Ae™™

complessivamente, essendo le osservazioni indipendenti, la funzione di
densita ¢ il prodotto delle densita

f(x1,. ., XmA) = H f(xi; A) = H)\eka,- — A\e A XX
i=1 i=1

Per ottenere lo stimatore di massima verosimiglianza consideriamo la
funzione

L(A) = A"e A2l

il cui massimo € in "

27:1 Xi
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca Proprieta e
Massimo della verosimiglianza esponenziale
Per ottenere il massimo di
L(A) = Ame A Xl
si considera il trasformato logaritmico

log(L(\)) = nlog A — A ix,-

i=1

la cui derivata .
n
(og(LOV)Y = § =3 s

si annulla per \ = <" , dove
P DX

(Iog(L(\))" = —5 <0

e quindi si ha un massimo.
Francesco Pauli 18 / 23
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e Dist. camp. e precisione e Ricerca § o Proprieta o

Proprieta di uno stimatore

Per valutare la bonta di uno stimatore si guarda a come & fatta la sua
distribuzione campionaria.

In particolare, si considerano alcune caratteristiche della distribuzione in
relazione al parametro.

Il principio sottostante le proprieta che vengono illustrate € che vorremmo
che fosse probabile che le stime che si ottengono cadano vicino al vero
valore del parametro.
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Proprieta di uno stimatore: correttezza

Definizione: correttezza di uno stimatore

Uno stimatore § per il parametro 6 si dice corretto (o
non distorto) se e solo se, qualunque sia 6,

E(G) =06

Se uno stimatore € corretto, mediamente le stime hanno lo stesso valore
del parametro.

Un esempio di stimatore distorto & x, (il massimo) nell’esempio della
statistica in guerra.
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e Dist. camp. e precisione e

Ricerca 6 e

Proprieta di uno stimatore: correttezza

Proprieta o

Definizione: correttezza di uno stimatore

Uno stimatore § per il parametro 6 si dice corretto (o
non distorto) se e solo se, qualunque sia 6,

E(G) =06

» Lo stimatore proporzione campionaria per la proporzione nella
popolazione & & = % dove X ~ Binomiale(n, ), quindi

E(7)=E (f)

» Lo stimatore media campionaria per la media di una popolazione &
anch’esso corretto.

=—EX)==nr=mn

1 1
n n

Francesco Pauli
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Proprieta di uno stimatore: consistenza

Definizione: consistenza di uno stimatore

Uno stimatore 6, per il parametro 6 si dice
consistente se e solo se, qualunque sia 6,

é,,—>9
P

La proprieta di consistenza significa che se il campione diventa molto
grande diventa arbitrariamente vicina a 1 la probabilita che lo stimatore
cada vicino al parametro.

Si dimostra che una condizione sufficiente per la consistenza di 0, & che
E(@,) =0 e V(,) =0

al crescere di n la variabilita tende a 0 e la distribuzione campionaria si

concentra su 6
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Proprieta di uno stimatore: consistenza

Definizione: consistenza di uno stimatore

Uno stimatore 6, per il parametro 6 si dice
consistente se e solo se, qualunque sia 6,

~

0, — 0
P

» La proporzione campionaria per la proporzione nella popolazione e la
media campionaria per la media di una popolazione sono consistenti
in virtu della legge dei grandi numeri.

» Si puo provare la consistenza degli stimatori sopra esaminando media

e varianza.
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Confronto di stimatori: efficienza

Una quantificazione dell’errore medio che commetto se uso uno stimatore €

Definizione: errore quadratico medio

Si dice errore quadratico medio (EQM) dello
stimatore 0 per il parametro 0 la quantita

MSE () = E((A — 6)?)

Consideriamo due stimatori 91 e ég per uno stesso parametro 0, & sensato
confrontarli rispetto ai rispettivi EQM

Definizione: efficienza

Dati gll stimatori 61 e 6> per il parametro 6 si dice
che 6; & piu efficiente di 0, se e solo se, qualunque

sia 0, A A
MSE(01) < MSE(6>)
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