Capitolo 2

Calcolo Vettoriale

Tutti i sistemi fisici sono collocati nello spazio, del quale abbiamo un’esperienza quotidiana (ma
limitata) e si evolvono nel tempo. In questo capitolo richiameremo il modello matematico per lo
spazio fisico, in cui ambienteremo i modelli meccanici che studieremo in questo corso: lo spazio
affine euclideo tridimensionale. Gli elementi di tale spazio, formalizzano il posto in cui avviene un
evento (per esempio il posto in cui decade una particella elementare o quello in cui si trova un
aereo su uno schermo radar) e lo spostamento da un posto all’altro (della particella, dell’aereo). I
posto e lo spostamento sono rappresentati da due enti matematici fondamentali: i punti e i vettori.
Richiamiamo, prima, alcuni concetti sui vettori, gia acquisiti dai corsi di Fisica 1, Algebra Lineare
e Geometria, Analisi I e II, rinviando a quei corsi per tutte le dimostrazioni. Poi, ricorderemo la
nozione di spazio affine euclideo.

2.1 Richiami di algebra vettoriale

Consideriamo uno spazio vettoriale astratto tridimensionale munito di prodotto scalare e prodotto
vettoriale (Es, -, x ). Come esempio, possiamo pensare a R® con le proprieta della geometria euclidea
usuale. Gli elementi di E3 sono detti vettori liberi. Fissata una base B = (€, €y, €,), possiamo
esprimere in modo univoco un qualunque vettore di F3 come combinazione lineare degli elementi
della base e chiameremo componenti del vettore (sulla base scelta) i coefficienti della combinazione
lineare. Ad esempio

0= a3€y + ay€y + a e, = [ €r €y €, ] ay | & [@)® = [az ay a.]

b

boly + b8y + b= & & ]| b, | & [b]5 = [bs by b.]"

N.B. Spesso, i vettori vengono identificati con gli elementi di R™. Ad esempio, se n = 3, si pud
stabilire una corrispondenza biunivoca tra i vettori di E3 e gli elementi di R, tramite ’applicazione

—

i a, ay a, ]

3
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ed identificare E5 con R3. Si tenga presente, comunque, che tale identificazione dipende dalla base
poiché le componenti di un vettore dipendono dalla base scelta. Vediamo come le componenti si
trasformano sotto un cambiamento di base. Indichiamo con B’ = (€1, €2, €5) la “nuova” base e con
[R]gl la matrice del cambiamento di base, le cui colonne sono le componenti della “vecchia base”
sulla “nuova”, quindi soddisfano la relazione

(2.1.1) (& & & ]=[a & &]RE.
Allora, il vettore @ si scrive

(2.1.2) i=[é ¢ e l@f=[&a & & |[RE[@°.
Pertanto, vale la legge di trasformazione

(2.1.3) (@ = [RIE [a° .

Definizione 1. Diremo che due basi B e B’ dello spazio vettoriale F3 hanno la stessa orientazione
se la matrice del cambiamento di base ha determinante positivo

(2.1.4) det ([R]g') >0,

altrimenti diremo che hanno orientazioni opposte.

Esercizio 2.1.1. Verificare che la base (€,€y,€.), ha la stessa orientazione di (€y,€,,€,) e di
R . . LT N S o S s s s
(€, €x, €y), mentre ha opposta orientazione di (€y,€yx,€>), (€x, €, €Ey), (€2, €y, €x).

Richiamiamo le operazioni sui vettori, rinviando, per le definizioni, ai corsi precedenti.

Somma di vettori

%
d+b = (az + bx)e—z) + (ay + by)e—; + (a- + bz)e—;

Prodotto di un vettore per un fattore scalare

T = (Maz)er + (May)e, + (\a.)er (Poperatore prodotto si sottintende).
Diremo che @ e b sono paralleli (o proporzionali) se 3 X € R\ {0} tale che @ = Ab.

Prodotto scalare tra due vettori

.1 B3 x B3 - R, (d, ?) =35 (Poperatore prodotto NON si sottintende).
@0 = |a] b] cos ¢.

T B =0t T#£ Ot b#£0=aLb

Lo scalare |@| := /@ - @ ¢ detto modulo del vettore @ ed & un numero positivo se @ # 0, & nullo

se e solo se @ = 0.

11 versore di @ ¢ il vettore di modulo pari a 1, parallelo e concorde ad d. Quindi, ¢ definito come
vers(@) := ‘%

Di solito, useremo basi ortonormali (ON) in FEj3, cioé tali che

6:"63:517‘ i,j:1,2,3,

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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dove §;; ¢ il delta di Kronecker, che assume valore 1 se ¢ = j e valore 0 se ¢ # j.
Spesso indicheremo le basi ON scelte con (€, €y, €,), (€1, €2, €3), (f, 7 /2), etc..

— —

€, €3

€z S 7
€1 J

%
Se la base B = (€3, €, €.) & ortonormale, @- b = azby+ayby+a.b., quindi |a| = /a2 + a2 +a?.

Esercizio 2.1.2. Verificare che le componenti del vettore @ sulla base ortonormale B = (€1, €, €3),
si calcolano come

(2.1.5) a;=d & i=123.

N.B. Si osservi che la (2.1.5) non vale su basi che non siano ON. Ad esempio, confrontando le
componenti del vettore @ di figura su una base ON, (€, €, €;) e una base non ON, (€1, €2, €3), si trova

gz 53
a R
z as ~ II ay = a-€y # as
a | a, = a-€,#as
€r = €1 '—'a2 €y = €2
—_
Ay

Applicazione

La lunghezza del lato AB del triangolo scaleno AOB si pud calcolare utilizzando il teorema del
“coseno” o di Carnot:

A4 %b

o B G—b2=(@—0b)-(@—b)=a]?+b]>—2a-b

EQ = a? + b2 — 2abcosb
el

0,

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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—
a

Figura 2.1.1: Prodotto vettoriale come area orientata

Prodotto vettoriale tra due vettori

E l'applicazione x : E3 X F3 — Es, (E), b) — @ x b, che in forma geometrica si puod calcolare
come

(2.1.6) T x b= direzione: | 71'(7,7)

verso: regola della mano destra, della vite, del cavatappi

Esso rappresenta 'area della superficie orientata del parallelogramma che ha per lati i vettori @
e g, come nella Fig. 2.1.1.

In forma algebrica, scelta una base ON (€3, €, € ), il prodotto vettoriale si puo calcolare tramite
il determinante formale

I
€x € €

(21.7) dxb=det| ar ay, a. | =& (ayb, —a.b,) — &, (azb. — azby) + & (azb, — ayb)
by by b,
Segue immediatamente che il prodotto vettoriale ¢ anti-commutativo @ x b= —bx a; cio implica

che @ x @ = 0. Inoltre vale la

Legge di Annullamento

Se @ # 0 et 57&6, (i'xng)seesolose(i’éparalleloag.
Dalla Eq. (2.1.7) segue che i prodotti vettoriali dei versori della base B sono

(2.1.8) Co X &y =@y €y X CL =0 EXEw=&,

Definizione 2.1.1. Diremo base destra una base ON che soddisfa le Eq. (2.1.8) e base sinistra una
base con orientazione opposta.

Le Eq. (2.1.8) permettono di calcolare il prodotto vettoriale facendo uso della proprieta distri-
butiva.

Esercizio 2.1.3. Calcolare @ x b mediante la proprieta distributiva e le (2.1.8). Poi, confrontare
il risultato con la (2.1.7).

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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—

P Fp = F &, x vers(OP)

Figura 2.1.2: Carico follower ortogonale a un’asta vincolata in un piano

Figura 2.1.3: Prodotto misto come volume orientato

Applicazione

Carico ortogonale all’asta OP vincolata in un piano con una cerniera cilindrica in O, come nella
Fig. 2.1.2.

Prodotto misto

E Papplicazione data da Es x E3 x E3 — R | ((i’, g, c) — @xb-¢&. In forma geometrica si puod
calcolare come

(2.1.9) @xb-¢=|axb||dcose = |alb]|sinb|d cosp .

Quindi alla terna di vettori (@, b, @) associa il volume orientato del parallepipedo di lati ||, [b], |2,
come nella Fig. 2.1.3. In forma algebrica, scelta una base ON (€, €, €>), si pud scrivere come

. Gy Gy G
ixb-Z=det b, b, b,

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Legge di annullamento

Se @, b, ¢ sono complanari, allora @ x b-¢ = 0. In particolare, se a (o b) |é¢=adxb-¢=0.

Viceversa, se @ X b-c=0eta #+ 0 et l;;é 0 et C# 0, allora @, l;, ¢ sono complanari.

Proprieta

Dalla rappresentazione mediante il determinante segue l'invarianza del prodotto misto per permu-
tazioni cicliche e per scambio degli operatori prodotto:

(2.1.10) ixb-é= bxé-da= cxa-b permutazioni cicliche ¢ O b

a

(2.1.11) ixb-¢= a-bxé scambio

Doppi prodotti vettoriali

Iterando il prodotto vettoriale, si possono costruire le due applicazioni da F3 x E3 x EF3 — FE3, date
da

(2.1.12) (a,E,aH(axg)xa - (@-9 5—(5-5) i
(2.1.13) (a,E,aHax(Exa) = (@0 5-(@*-5) g
Poiché i due prodotti danno come risultato due vettori differenti, possiamo concludere che

Lemma 1. I prodotto vettoriale non gode della proprieta associativa.

Esercizio 2.1.4. Verificare che vale lidentita di Jacobi, cioé:

((i’xg)><E’+(5><E)><6+(8><@')><5:6

Applicazione 1

Scomposizione di un vettore lungo un asse (retta orientata) e nel piano = L all’asse.

r

0]

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Chiameremo:

I - - ;
e v, = =" €. = |v]cosp, la componente (scalare) di ' lungo I'asse r;
® U, = ¥ = v,€,, il componente (vettoriale) di ¥’ lungo I'asse 7;

. L. N L (2.1.13) oy . -
e U =U—U, =0V —0U€r ( = ) ér X (U x &), il componente di ¥ L all’asse r.

Pertanto, vale la seguente scomposizione:

(2.1.14) T=0, +0L = (F-6.) & + 6. x (T x €)

Applicazione 2

Consideriamo ’equazione vettoriale
(2.1.15) Ixa=bh,

dove d, b sono due vettori di E3 e cerchiamone tutte le soluzioni, cioé tutti i vettori £ € E3 che
la soddisfano. Cominciamo con ’osservare che tale equazione € lineare in T e, se b # 0, ¢ anche
non omogenea. Quindi, la soluzione generale sara la somma delle soluzioni dell’equazione omogenea
associata e di una soluzione particolare della non omogenea. Innanzitutto, osserviamo che se @ = 0
eth #+ 6, non esiste alcuna soluzione, mentre, se @ = Jeth= 6, Pequazione (2.1.15) ¢ identicamente
soddisfatta da tutti i vettori di E3. Esaminiamo, quindi, il caso a # 0 e cerchiamo una soluzione
particolare Zy dell’equazione non omogenea. Dalla definizione di prodotto vettoriale (2.1.6), segue
che la (2.1.15) ha soluzione solo se @ et & sono ortogonali a b. Dunque, devono valere le condizioni
di esistenza

i-b =0
(2.1.16) “
r-b =0

Allora, verificato che @ é ortogonale a g, cerchiamo una soluzione particolare &y nel piano orto-
gonale a b e, per semplicita, in direzione ortogonale anche ad @, come nella Fig. 2.1.4. Affin-
ché tale soluzione particolare soddisfi la (2.1.6), deve avere modulo pari a |b|/|d@| ¢ verso tale che
(vers(To), vers(a), vers(l;)) sia una base destra. Quindi, essa si scrive

X

ST

—

o =

S

|al?

Adesso, osserviamo che la soluzione generale dell’omogenea associata ¢ data da tutti e soli i vettori
paralleli ad @. Dunque, la soluzione generale dell’eq. (2.1.6) risulta

x b
|al?

QL

(2.1.17) i=

+ Ad AeR,

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Sl

8
[e=]
8

Ad

Figura 2.1.4: Soluzioni dell’equazione & x @ = b

Operatori lineari trasposti, simmetrici, antisimmetrici

Dato un generico operatore lineare (o endomorfismo) su uno spazio vettoriale euclideo A : F3 — Ej3,
ricordiamo che la sua matrice rappresentativa su una base ortonormale B = (€1, €2, ¢€3) ¢ data da

L’operatore trasposto di A rispetto al prodotto scalare, denotato da A” : E5 — Es, ¢ definito come
(2.1.19) i (AT%) = (Ad) -7 Vi, v € E3

Allora, la sua matrice rappresentativa avra come elementi

(2:1.20) (A7) 2 e AT L () g T2 Ay
quindi la sua matrice sara la trasposta di quella di A
T
(2.1.21) (AT)E = ([A]g) .
Gli operatori che soddisfano la condizione
(2.1.22) A=ATs i (A0)=(Ad)-7 Vi, 7€ Ej.

si dicono simmetrici (o autoaggiunti). Per la (2.1.21) la loro matrice rappresentativa, su una base
ON, ¢é una matrice simmetrica, cioé una matrice che ha uguali fra loro gli elementi simmetrici
rispetto alla diagonale principale: A;; = Aj;. Invece, gli operatori che soddisfano la condizione

(2.1.23) A=-AT o i (A7) = —(Ad) - T

si dicono antisimmetrici (o emisimmetrici). Su una base ortonormale, la loro matrice rappresenta-
tiva é una matrice antisimmetrica, cioé una matrice che ha gli elementi della diagonale principale
nulli e quelli simmetrici rispetto alla stessa diagonale, opposti: A;; = —A;;.

Operatori ortogonali

Nella cinematica dei rigidi utilizzeremo spesso operatori lineari che conservano il prodotto scalare
e, per questo, sono detti ortogonali

(2.1.24) Ri-Ri=d 7 Vi,v€ Es

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Introducendo l'operatore trasposto, segue che
Ri-Ro=1i-(R"R?)  Vi,v€ Es

Confrontando le due formule precedenti, si vede subito che un operatore ortogonale é caratterizzato
dalla proprieta

(2.1.25) RTR=1< R =R"!

Questa implica che
1 = det(RRT) = det(R) det(RT) = det(R)?

Pertanto, il determinante di un operatore ortogonale é pari a +1 o —1.

2.2 Spazio affine euclideo &;

Finora abbiamo incontrato solo vettori liberi. Introduciamo, in questa sezione, il concetto di vettore
applicato in un punto di uno spazio affine euclideo. Consideriamo la terna & = (As, E3,0) in cui
Ajs: insieme di elementi che chiamiamo punti e indichiamo con P, @, .. .;
Es5: insieme dei vettori liberi ,7, .. .;
o: applicazione bi-punto,

U:A3XA3_)E37 (PaQ)’_)U(PvQ)

11 vettore o (P, Q) & detto vettore posizione di @ rispetto a P, o vettore spostamento da P a Q e
viene denotato in diversi modi, tra i quali

c(P,Q)=PG=Q-P
L’applicazione o deve soddisfare gli assiomi seguenti:

Assioma 1: V(P,¥) 31 Q € As t.c. ¥ =0 (P, Q).

In altri termini, ogni applicazione parziale:
op: A3 — E3, Qrop(Q)=0(PQ)

¢ invertibile, cioé: VP 3 0131 B3 > Az, U= Qtc. =0 (P,Q).

La coppia (P, ¥) & detta vettore applicato e spesso sara denotato con ¥p. L’assioma 1 permette di
definire la somma di un punto P e di un vettore ¥ applicato in P, che scriveremo

(2.2.1) P+v=0Q dove Q = op' (V).

Assioma 2 V(P,Q,R) o (P,Q)+0c(Q,R)=0c(P,R)
Tale assioma ¢é detto proprieta triangolare.
Scritta mediante la notazione di Grassmann permette Q
di utilizzare facilmente ‘“I’algebra dei punti”:

Q@-P)+(R-Q)=@-P)+(R-g)=(R-P) P R

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.



12 CAPITOLO 2. CALCOLO VETTORIALE

N.B. Fissando un punto O € &s, detto origine, si pud introdurre una corrispondenza biunivoca
tra 'insieme dei punti &3 e lo spazio euclideo soggiacente E3, tramite ’applicazione

P'—)’Fp:fp::P—O,

che a ogni punto P di &3 associa il suo vettore posizione rispetto all’origine O. Tale vettore é anche
detto vettore raggio di P. Si noti, comunque, che tale corrispondenza dipende dalla scelta di O.
Tramite i vettori posizione di P e di () possiamo anche scrivere

Q-P=7g—7p.
Esempio 2.2.1. (vedi la Figura 2.2).

1. Asse (o retta orientata) passante per un punto O e parallelo ad un vettore ¥. Sard denotato
con (O,7) ed ha equazione parametrica:

PA) =0+ X0 AeR
2. 1l piano ortogonale a un vettore U e passante per un punto O avrd equazione

(2.2.2) (P-0) 7=0

3. Distanza di un punto P da un altro punto Q
d(P,Q) = |P - Q|

4. Distanza orientata di un punto P da un piano w. Detto 4 uno dei due versori (tra loro opposti)
ortogonali a m e O un generico punto del piano, risulta

d(P,m) =|P —Ol|cosf =(P—-0)-u

Il segno sara positivo se P sta nel semispazio (aperto) verso cui punta i, negativo se P sta
nel semispazio opposto.

5. Distanza di un punto P da un asse v passante per un punto O e parallelo a un versore u

d(P,r) = |P — O'||sinf] = (P — O') x 0’ € (0, i)

2.2.1 Applicazioni affini in &;

Nel seguito avremo bisogno di alcune applicazioni affini. Le applicazioni affini ® : £&5 — &3 sono
quelle che rispettano la struttura affine dello spazio e sono definite implicitamente dalla esistenza e
dall’unicita di un operatore lineare associato ® : F3 — F3 che soddisfa la condizione

(2.2.3) ®(Q)—®(P)=d(Q - P) VP, Q € &

La trasformazione lineare fiJ, che deve essere indipendente dai punti P e ) dello spazio, si dice la
parte lineare di ® poiché, se QQ = P + v, I'incremento dell’applicazione ® nel passaggio da P a @ si
scrive, per la (2.2.3),

(2.2.4) B(P+7)—B(P)=d7.

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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P(X) ) I . J2 I d(P,r)
b by d(P,w) o/ F
%) /U / OLP/ O+ ZI

Figura 2.2.1: Geometria affine euclidea

g

Dunque, ® coincide con il differenziale dell’applicazione ® e la sua rappresentazione matriciale
coincide con la matrice Jacobiana di ® che, evidentemente, risulta indipendente dal punto P

(2.2.5) [g—i] (P) = [®]

Esempio 2.2.2. Fissato un punto O' € E3 e un operatore lineare A : Es — Es, l'applicazione

(2.2.6) P(P)=0"+A(P-0)

é un’applicazione affine.

Esercizio 2.2.1. Dimostrare che lapplicazione ® (2.2.6) ¢ affine e ha almeno un punto fisso, cioé
un punto Q tale che (Q) = Q.

Esercizio 2.2.2. Dimostrare che [applicazione della Figura 2.2.2, detta Riflessione rispetto al
piano T, St pud SCrivere come

S.(P) =0+ 8P —-0) VO e i L,
dove, se || =1, A
8:(7) := 0 —2(ii - D)l Vi€ By .

Inoltre, dimostrare che S, é un’applicazione affine e determinarne i punti fissi. Poi, dimostrare
che Sz & un operatore simmetrico ed ortogonale e calcolarne gli autospazi. e i relativi autovalori.
Infine trovare una base ON di autovettori per Sz, la sua matrice rappresentativa su tale base e il
suo determinante.

Definizione 2.2.1. Le applicazioni affini ® : &5 — &3, bigettive e, quindi, invertibili, si dicono
trasformazioni affini di As o affinita.
2.3 Riferimento cartesiano in &;

Un riferimento cartesiano in £ ¢ definito dalla scelta di un punto O € As, detto origine del riferi-
mento, e dalla scelta di una base di vettori (e_f, €3, e—g) in F5. Esso sara indicato con (O; e, e3, e—3>)

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.



14 CAPITOLO 2. CALCOLO VETTORIALE

P

A H, = A H,

A A2H2 == A/2H2

3 A3Hs = AL Hs

A, PH, = P'H,
Hj

Figura 2.2.2: Riflessione rispetto al piano 7

Grazie a tali scelte possiamo scrivere il vettore posizione di un generico punto P nel modo seguente

z1
(2.3.1) Tp=P—O=umzef +ases +ases = &1 e e || o
T3

Supponiamo che il punto P sia mobile e la sua equazione di moto sia P(t) ~ Tp (t). Calcoliamo
velocita e accelerazione di P nel riferimento cartesiano assegnato, derivando rispetto al tempo il
vettore posizione e il vettore velocita di P:

(2.3.2) op =Y — i =g a0, e
(2.3.3) ip =W = Sl — 517, 447, + 4 2

dove abbiamo tenuto conto che i versori della base (e_1>, e_2>, e_3>) non dipendono dal tempo.

Definizione

Diremo coordinate cartesiane del punto P rispetto al riferimento (O; e_f, e_2>, e_3>), la terna ordinata
(1,22, x3) delle componenti di Zp. L’applicazione che associa ad ogni punto di Aj le sue coordinate
cartesiane permette di identificare & con R3. Si osservi, comunque, che tale identificazione dipende
dal riferimento scelto.

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Figura 2.4.1: Coordinate polari piane

In tale riferimento, I’applicazione ® dell’Es. 2.2.2 si rappresenta come

x1(P) z1(0") Ay A Asg r1(P) — 21(0")
(2.3.4) wa(P) | = | 22(0") | + | A1 Az Ass 23 (P) — w2(0")
z3(P) x3(0") Az1 Asx Ass z3(P) — z3(0")

Esercizio 2.3.1. Calcolare la rappresentazione in coordinate dell’applicazione affine di Riflessione

dell’ Esercizio 2.2.2, scegliendo un riferimento cartesiano (O; e_{, e_2>, 8—3>), con €s ortogonale al piano

m. Calcolare gli autovalori e gli autovettori di Sg.

2.4 Riferimento polare in &

A differenza di quanto abbiamo fatto nella sezione precedente, procediamo in senso inverso: prima
definiamo le coordinate polari e poi introduciamo una base in F, adattata al riferimento.

Nel piano affine & introduciamo (vedi Fig. 2.4.1) un punto O, che chiameremo origine o polo e
un asse (O, €) che chiameremo asse polare. Per ogni punto P # O, consideriamo la sua distanza dal
polo O, che chiameremo raggio di P e indicheremo con p e I’angolo ¢, compreso tra l’asse polare e
il vettore (P — O), che chiameremo anomalia di P.

Definizione

Chiameremo coordinate polari del punto P la coppia ordinata (p, @), Tale sistema di coordinate &
ben definito in & \ {O} se p >0 et — < p <, oppure 0 < ¢ < 27.

Con l'aiuto della Fig. 2.4.2 ¢ facile ricavare le trasformazioni fra il riferimento polare e uno
cartesiano con la stessa origine e con il versore €, parallelo ed equiverso all’asse polare. Esse sono
date da

y= psing p = arctan2(x,y)

{:10: p COS {pz \x2 + y?

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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€

€

Figura 2.4.2: Trasformazione coordinate polari-cartesiane

Figura 2.4.3: Base adattata alle coordinate polari

N.B. La funzione di due variabili arctan 2(z, y) é definita come I'applicazione da R?\{(0,0)} — R
data da

arccos ——— sey >0,

(2.4.1) (z,y) — @iyt

— arccos —=

T sey <0

Costruiamo la base dei versori adattata alle coordinate polari. A tale scopo, consideriamo il
vettore posizione di P

Zp = p(cosp €y +singp éy)

e introduciamo i versori:

0zt 1
(2.4.2) €y(P) := %: = COSp €y +sinp €, = ;fp versore radiale
~ 1 dap o ~
(2.4.3) €p(P) := e = —sing & +cosy €, versore traverso ,

rappresentati nella Fig. 2.4.3.
Calcolando i prodotti scalari dei suddetti vettori é facile dimostrare che

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Proposizione 2.4.1. (Fig.2.4.3) Il riferimento (O;¢€,,€y), detto riferimento polare, & un riferi-
mento ortonormale in E, nel quale il vettore posizione di un punto P si scrive

(2.4.4) Zp=(Tp-6)é, + 2)€p =P €p .

Si noti che, a differenza del riferimento cartesiano (O; €, €;), quello polare dipende dal punto
P poiché

€ =6 (p(P)), €p=¢é;(p(P)),
cio¢ la direzione dei versori €, €, dipende dal punto P.
Supponiamo che il punto P sia mobile e calcoliamo la sua velocita nel riferimento polare:
dZp
dt

—

Up =Ip=pe,+pe,

Dalle equazioni (2.4.2) e (2.4.3) segue che

—

(2.4.5) €, =—sinpYeé, +cosppéy = pe,
o é’sa:—cosgogbé’w—singogbé’y:—cpé’p.

Quindi

(2.4.6) U= pE, + e,

Inoltre, il vettore accelerazione del punto P é dato da

doe . N .. - - N
ap = =84t (pp+pP)Eotpp, =

Pep+ppeo+ (pP+p@)ép+pp(—p)é, =
= (6= pg?) & + (20 + pP) €,

(2.4.7)

2.5 Riferimento cilindrico in &3

E un riferimento di & che si puo ottenere traslando un riferimento polare piano lungo un qualsiasi
asse ortogonale a tale piano. In alternativa, introduciamo un asse arbitrario (O, €,.) detto asse polare,
un piano ad esso ortogonale e passante per O, detto piano equatoriale e un generico semipiano con
origine sull’asse polare, detto semipiano polare. Preso un punto generico P € As, consideriamo il
semipiano per 1’asse polare e passante per P, detto semipiano meridiano. Introduciamo i seguenti
parametri

p distanza di P dall’asse polare
¢ angolo fra il semipiano polare e il semipiano meridiano
z quota di P rispetto al piano equatoriale

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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asse polare

— ™

semipiano meridiano

semipiano polare

piano equatoriale

Figura 2.5.1: Coordinate cilindriche

Definizione

Chiameremo coordinate cilindriche del punto P la terna ordinata (p, ¢, z), con p >0, -7 < ¢ <,
z € R. Tale sistema di coordinate & ben definito in & \ {asse polare}.

In ogni riferimento cartesiano (O;éy, €y, € ), il vettore posizione di P rispetto ad O ¢ dato da
Zp = P—O = zéy+yéy+z€,. Se ora consideriamo il particolare riferimento cartesiano ON, con asse
(O, €,) coincidente con l'intersezione del semipiano polare con il piano equatoriale e asse (O, €)
coincidente con I’asse polare, come nella Fig. 2.5.2, possiamo subito ricavare le trasformazioni
dirette e inverse tra i due sistemi di coordinate

T = pcosyp p = r24y?,
y= psinp ¢ = arctan2(z,y)

zZ= Zz z =z

Costruiamo una base adattata al riferimento cilindrico introducendo i versori:

Py

(2.5.1) €, = %: = Ccosp €y +sing &, versore radiale ,
10z}

(2.5.2) €y 1= ;% = —sing & +cosy €, versore traverso ,

rappresentati nella Fig. 2.5.3. Calcolando i prodotti scalari e vettoriali dei suddetti vettori é facile
dimostrare che

Proposizione 2.5.1. Il riferimento (O; €,(P), €,(P), ), detto riferimento cilindrico, é un riferi-
mento ortonormale destro in E3, nel quale il vettore posizione di un punto P si scrive

(2.5.3) Zp=(Tp-€)e, + eo+ (T p-E.)E. =p €+ 26, .

Si noti che, come il riferimento polare piano e a differenza del riferimento cartesiano, quello
cilindrico dipende dal punto P poiché

& =6 (p(P), € =¢é;(p(P)),

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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asse polare

. . semipiano meridiano
semipiano polare

/0— _\\\ €y

/'\ piano equatoriale

Figura 2.5.2: Trasformazione coordinate cilindriche-cartesiane

cio¢ la direzione dei versori €, €, dipende dal punto P.

Supponiamo che il punto P sia mobile e la sua equazione di moto sia P(t) ~ zp (t). Calcoliamo
velocita e accelerazione di P nel riferimento cilindrico, derivando rispetto al tempo il vettore posi-
zione e il vettore velocita di P e tenendo conto che i versori (€, ,é€,) dipendono da P e quindi dal
tempo t.

I - Lo
P= =Tp=pe,+pe,+ze;
Dalle (2.4.2) e (2.4.3) segue che
ép =—sinpYé, +cosp Py = Peé,
éﬂw =—Ccosppéy —sinppéy =—pe,
Quindi
(2.5.4) VP = e+ p &, + i€,

Inoltre, il vettore accelerazione del punto P é dato da

dvg, .o .5 .. .\ o .5 N
ap = GE=pE Pyt (po+pP)istppi,+ic. =
(2.5.5) = e+ PP, +(pp+pp)és+pp(—p)é,+2ie, =
(P — p?) €, + (200 + pp) €p + Z €.

2.6 Riferimento sferico in &3

Come per il riferimento cilindrico, consideriamo un asse arbitrario, detto asse polare, un generico
) ) 3
piano ortogonale all’asse, detto piano equatoriale e un generico semipiano per ’asse, detto semipiano

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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asse polare

semipiano meridiano
L~ €o
semipiano polare ~ g
P

€z piano equatoriale

Figura 2.5.3: Base adattata alle coordinate cilindriche

polare. Chiamiamo O il punto d’intersezione dell’asse polare con il piano equatoriale e introduciamo
i seguenti parametri, illustrati nella Fig. 2.6.1:

r distanza di P dal polo O raggio
f angolo tra l’asse polare e il vettore P — O colatitudine
¢ angolo fra il semipiano polare e il semipiano meridiano longitudine

Definizione

Chiameremo coordinate sferiche del punto P la terna ordinata (r,6,¢), con r > 0,0 < 6 < 7w e
—7 < ¢ < 7. Tale sistema di coordinate ¢ ben definito in & \ {asse polare}.

Se ora consideriamo il particolare riferimento cartesiano con origine in O, asse (O, €,) coincidente
con 'intersezione del semipiano polare con il piano equatoriale e asse (O, €,) coincidente con 1'asse
polare, come nella Fig. 2.6.2, possiamo ricavare le trasformazioni dirette e inverse tra i due sistemi
di coordinate

x = rsinf cosy o=y 22

. . — z
y= rsinf singp 0 = arccos Je2 12122
2= rcosf ¢ = arctan2(z,y) .

Introduciamo i vettori:

Ou
(26.1) & = % =sinf cosy €, +sinf sing €, + cos e, versore radiale
r
1 Oxf
(26.2) & = - % = cosf cosy €, + cosf sinyp €, — sin e, versore meridiano
T
1 Oz}
(26.3) e, = sz Bi: = —siny € + cosp € versore parallelo ,

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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asse polare

semipiano meridiano

semipiano polare

piano equatoriale

T
P
9 r
g
(0)
QI
]

Figura 2.6.1: Coordinate sferiche

asse polare

semipiano meridiano

semipiano polare p
|

(O_ ! \ g,
N

<

1

piano equatoriale

Figura 2.6.2: Trasformazione di coordinate cartesiane-sferiche
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asse polare

/wipiano meridiano

-
Er

semipiano polare oY P\ &

piamno equatoriale

Figura 2.6.3: Base adattata alle coordinate sferiche

rappresentati nella Fig. 2.6.3. Calcolando i prodotti scalari e vettoriali dei suddetti vettori é facile
dimostrare che

Proposizione 2.6.1. Il riferimento (O;é.(P), & (P),€,(P)), detto riferimento sferico, & un rife-
rimento ortonormale destro in E3, nel quale il vettore posizione di un punto P si scrive

(264) 7p=(7p-é})é}+ €9 é'g—l—Mé;,:T‘é'r .

Si noti che, come il riferimento cilindrico, anche quello sferico dipende dal punto P poiché
€ = €y (9(P)=SD(P))7 cy = €9 (9(P)=SD(P)) ) 580 :gw (H(P),(p(P)),

cio¢ la direzione dei versori €, €, €, dipende dal punto P.

Supponiamo che il punto P sia mobile e la sua equazione di moto sia P(t) ~ zp (t). Calcoliamo
velocita e accelerazione di P nel riferimento sferico, derivando rispetto al tempo il vettore posizione
e il vettore velocita di P.

dZp - . R
Up = F =Ip=Tr1€.+T1e,
Dalle (2.4.2) e (2.4.3) segue che

& = (cos  cos &y + cos b sin ¢ €y — sin 0¢.)0 + sin O(— sin &, + COS Y Ey)Pp = 0+ sin 6 ¢ €,

Analogamente, si calcolano
€g = —0é&. +cosbpé,

cia = —(sinf €, + cos b ép)

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Quindi,
(2.6.5) vp =176 +1r08 +rsinfpe,
Inoltre, il vettore accelerazione del punto P é dato da

(2.6.6)
ip = dd—? = e +7E + (r@—i—r@) €9+ 108p + (7'“ sinf ¢ +rcosff g +r sin@c,b) €p+r sin@cpélp
- (f—r@Q —rsin29¢72) & + (27‘9—1—7’9—1"81119 cos@¢72) & + (2sin97‘¢—|—2TCOS€9¢+Tsin9¢) g,

2.7 Momenti di vettori applicati

Consideriamo un qualunque vettore applicato (A4, @) in un punto A di &s.

—

a

0 d := braccio di a rispetto ad O.

0 A
d\//\”/

Momento polare di un vettore applicato

Scelto un punto O detto polo, é definito come

(2.7.1) Mg :=(A—0)xa
e il suo modulo vale
]J\T(S} = |A—O||sind||d| = d|d| .

— — —
Per esempio, se a@ = ?, Mo ¢é il momento della forza F' rispetto ad O, se @ = mv, Mo ¢ il momento
della quantita di moto della particella (A, m) rispetto ad O.

Formula di trasporto

(2.7.2) Mo = Mo+ (0 —0') x @

Dimostrazione.
MO/ = (A—O/) X d
[(A-0)4+(0O-0")] xa
(A-O)xa+(0-0")xa
= Mo+ (0O-0")xa

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Momento assiale di un vettore applicato

Il momento rispetto ad un asse r = (O, €,.), detto in breve momento assiale, & definito da

—
(2.7.3) M, =M} - &, Oecr.
E indipendente da O, purché O € r. Infatti, preso O’ € r, risulta

— 2.7.2

Mo, e BLP (Mo +(©-0)xa) e =M

poiche il vettore O — O’ & parallelo a €, (vedi la Legge di annullamento del prodotto misto).

Insieme di vettori applicati

Indichiamo con § = {(4;,d;),i =1,..., N} un insieme di vettori applicati in diversi punti di &. Se
si tratta di forze, 'insieme S si dice sollecitazione applicata all’insieme dei punti {4;,i =1,..., N} C
&3

Risultante

& un vettore libero € E5 !

Momento risultante rispetto a un polo O

N
Mo=Y (4 -0)xd

=1

— _,
N.B. Si noti che Mo non ¢ il momento di ﬁ rs. ad O. Infatti R, che & un vettore libero, non ha
in generale punto di applicazione, quindi non ha senso calcolare il suo momento!

Formula di trasporto

(2.7.4) Mo =M+ (0-0)x B

Dimostrazione.

|
] =
] =

Mo = (A4 —0) xd; =Y [(Ai—0)+ (0 —0")] x d

1 1

¥
.
Il

(AZ'—O)XGTZ'—F

1 i3

(0 —0') x a

I
H'Mz
iM=

N
= Mo+ (0-0)x> a
=1
— Mo+ (0-0)x R

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Corollario 2.7.1. Se ﬁ = ﬁ = ]\75 = Mo vO, O’

Esempio 2.7.1. Coppia di forze

modulo: |?1| d= |?2| d,
M = direzione: 1 m,

verso: regola della mano destra

d=braccio della coppia
m= piano della coppia

Infatti ’M A,

= ‘(A2 — A) x By| = |45 — Ay [sing| ’?2‘ = d‘ﬁl‘-

_>
N.B. Si osservi che il momento di una coppia si denota semplicemente con M (tralasciando il
polo) poiche esso ¢ indipendente dal polo, come segue immediatamente dalla formula di trasporto
e dal fatto che il vettore risultante di una coppia € nullo per definizione.

%
Esempio 2.7.2. Coppia a braccio nullo: d=0= M = 6)

F_—4

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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2.8 Soluzione dell’Es. 2.2.2

e S, ¢ affine poiché soddisfa la condizione (4.2.6). Infatti,
57(P) = 5+(Q) = 0+ 8:(P—0) — (@ +82(Q - 0)) = Sa(P -0~ Q+0) VP,.Q € &;.
e [ punti fissi sono tutti e soli i punti del piano 7. Infatti, I’equazione dei punti fissi &
P=5.(P)=0+8:(P-0)=0+ (P—ﬂ—2(ﬁ- (P—O))ﬁ)
ed ha soluzione se e solo se @ - (P — O) = 0, che ¢ ’equazione (2.2.2) del piano passante per

O ed ortogonale a .

e Basta verificare che Sy soddisfa le condizioni (15.4.2) e (2.1.24). Dalla proprieta di simmetria
e dal Teorema spettrale segue che Sz ammette una base ON di autovettori (vedi 'ultimo
punto).

e Scriviamo ’equazione agli autovettori per 'operatore lineare S
(2.8.1) T—=2W- =M 1-\Nv—-2@-9)@d=0
Ci sono due alternative:
— 11 vettore ¥/ & proporzionale a w, cioé U = c@i ,c € R. Allora, I'equazione si riduce a
(1 =N —2(u-gu)i=0

ed ha soluzione se e solo se A = —1. Dunque, ’autospazio con autovalore A = —1 & quello
generato dal versore 4

V_i1=Span(i) = dim(V_1)=1.

— I vettori ¥ e @ sono linearmente indipendenti. Allora ’Eq. (2.8.1) ha soluzione solo se i
coeflicienti della combinazione lineare sono entrambi nulli. Quindi,

A=1
w-v=0

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Dunque, 'autospazio con autovettore A = 1 é il complemento ortogonale di V_; in &3,
cioe
Vi=V5={0e€FEs;:7-@=0}= dim(V;) =2
e Poiche
Es=VieV_y,

come base ON di autovettori per S basta prendere B = {€7, €3, €3} con €7, €3 versori ortogonali
in V7 ed €3 = u. Su tale base, la matrice rappresentativa di .S sara

X 10 0 )
SE=10 1 0 |=det(S)=-1.
00 -1

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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