Julia Robinson e 1l 102 problema di Hilbert

= natural numbers. To me
they are the one real thing. We
can conceive of a chemistry which
is different from ours, or a biology,
but we cannot conceive of a
different mathematics of numbers.
What is proved about numbers
will be a fact in any universe.

(JR.)

Eugenio G. Omodeo, Trieste, 23.03.2021
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IL 10° PROBLEMA DI HILBERT ( 1900 )

Un’equazione diofantea
D(X1y...yxm) = 0 <= Decisore
algoritmico

®

— si/no

Schema di un ipotetico risolutore per il 102 problema. |l responso:
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IL 10° PROBLEMA DI HILBERT ( 1900 )

Un’equazione diofantea
D(X1y...yxm) = 0 <= Decisore
algoritmico

®

— si/no

Schema di un ipotetico risolutore per il 102 problema. Il responso:

“no” indicherebbe che non vi sono soluzioni;
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IL 10° PROBLEMA DI HILBERT ( 1900 )

Un’equazione diofantea
D(X1y...yxm) = 0 <= Decisore
algoritmico

®

— si/no

Schema di un ipotetico risolutore per il 102 problema. Il responso:

“si"” indicherebbe che c'é almeno una soluzione

X1 = Vi

Xm = Vm

dove ogni v; & un |intero | ( positivo, negativo, o nullo ).
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CHE TIPO DI ESPRESSIONE E LA

L'espressione D che vogliamo rendere uguale a 0 & costruita
a partire da

e costanti intere (ad es. 8, —2, 100003 );

@ incognite x; ;

tramite i costrutti + ed - di somma e moltiplicazione.

In altre parole D designa un | polinomio

( multivariato e di grado qualsiasi ).
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CHE TIPO DI ESPRESSIONE E LA

L'espressione D che vogliamo rendere uguale a 0 é costruita
a partire da

e costanti intere (ad es. 8, —2, 100003 );
@ incognite x; ;

tramite i costrutti + ed - di somma e moltiplicazione.

In altre parole D designa un | polinomio

( multivariato e di grado qualsiasi ).

Osservazione:
P=0vQ=0 ~ P-Q=0
P=0aQ=0 ~ P2+Q?=0
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UN ENIGMA diofanteo

Quale dei due sistemi di equazioni,

6W+2X2—-Y3 = 0
5XY~-22-1 = 0
W2 —-W+2X—-Y+Z-3 = 0
6W+2X2—-Y3 = 0
5XY~-22—-1 = 0
W2 —-W4+2X—-Y+Z—-4 = 0,

ammette soluzione negli interi e quale no? Argomentare la risposta.
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UN ENIGMA diofanteo

Quale dei due sistemi di equazioni,

6W+2X2—-Y3 = 0
5XY~-22-1 = 0
W2 —-W+2X—-Y+Z-3 = 0
6W+2X2—-Y3 = 0
5XY~-22—-1 = 0
W2 —-W4+2X—-Y+Z—-4 = 0,

ammette soluzione negli interi e quale no? Argomentare la risposta.

Lo ‘spazio’ ove cercare |'attestazione non é lo stesso nei due casi ! )
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Esempio: 100 ISTANZE RISOLTE DEL 102 DI H.

Per quali interi k > 0 & risolubile I'equazione x3 + y3 + 23 =« ?

L'ultima tassello mancante, per k < 100, rimaneva k = 42.
E andato a posto nell'autunno 2019:

—80, 538,738, 812,075, 9743
+80, 435, 758, 145,817, 5153
+12,602,123,297,335,6313 = 42

Di qui in poi lavoreremo in N: &
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https://www.sciencenews.org/wp-content/uploads/2019/11/112319_JR_inline_cuber-numbers_680_REV.gif

J. ROBINSON SI ASPETTA CHE IL 102 SIA INSOLUBILE

“Per molte classiche equazioni diofantee con un
parametro non € noto un metodo effettivo che,
comunque venga fissato il parametro, dica se

I'equazione ha soluzioni o no; percid & | poco plausibile

che si possa trovare un procedimento di decisione.
Ad esempio, non si conoscono metodi che determinino
per quali valori di a il sistema diofanteo

2 2

xX>4+ay? = s, x?—ay? = t?

é risolubile. ( Primi a studiare questo problema furono
gli Arabi, nel Medio Evo )."
(J.R, 1952 )

( Julia Bowman Robinson, 1919-1985 )
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Relazioni diofantee,

esistenzialmente definibili,
elencabili
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

D(al,...,am) @ 3X1'--E|Xk (p(al,...,am,xl,...,xk)

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

variabili distinte
D(ary...,am) = Ixi---3Ixk @(31,..-,am » X1y-., Xk )

parametri incognite

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :
@ variabili individuali, quelle mostrate,

@ costanti intere positive,
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

variabili distinte
D(ary...,am) = Ixi---3Ixk @(31,..-,am » X1y-., Xk )

parametri incognite

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :

o operatori di addizione e moltiplicazione,

@ i connettivi logici =, &, Vv /Al
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

variabili distinte
D(ary...,am) = Ixi---3Ixk @(31,..-,am » X1y-., Xk )
—_— ——

parametri incognite

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :
e variabili individuali, ( come libere ) quelle mostrate,
@ costanti intere positive,
o operatori di addizione e moltiplicazione,

@ i connettivi logici =, &, Vv, Jv, ed

@ |un predicato per J |.
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

variabili
D(a1y...,am) — IxpIxk @(31,..-5am s X1y-- 0y Xk )
—_——— ——
parametri incognite

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :
@ variabili individuali, quelle mostrate,
@ costanti intere positive,
o operatori di addizione e moltiplicazione,

@ i connettivi logici =, &, Vv, Jv, ed

° ‘un predicato per j‘.

Quando J(b,n,c) & b™ = ¢, D vien detta diofantea esponenziale.
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

variabili
D(a1y...,am) — IxpIxk @(31,..-5am s X1y-- 0y Xk )
—_——— ——
parametri incognite

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :
@ variabili individuali, quelle mostrate,
@ costanti intere positive,
o operatori di addizione e moltiplicazione,

@ i connettivi logici =, &, Vv, Jv, ed

° ‘un predicato per j‘.

Quando J(b,n,c) & b™ = ¢, D vien detta diofantea esponenziale.

Quando J non figura in ¢, D vien detta diofantea.
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RELAZIONI E PROPRIETA DIOFANTEE lato sensu

Una relazione D C N™ sj dice definibile esistenzialm. in termini
di una relazione J(e,..., o) sse

variabili
D(a1y...,am) — IxpIxk @(31,..-5am s X1y-- 0y Xk )
—_——— ——
parametri incognite

vale, in N, per qualche formula ¢ involgente solo :
@ variabili individuali, quelle mostrate,
@ costanti intere positive,
o operatori di addizione e moltiplicazione,

@ i connettivi logici =, &, Vv, Jv, ed

° ‘un predicato per j‘.

Quando J(b,n,c) & b™ = ¢, D vien detta diofantea esponenziale.

0[]

Quando J non figura in ¢, D vien detta diofantea.
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BESEMPIO BALOCCO

° (a+1)-(a+1) = 1,
° a® =1 & x¥ =a+1
definiscono esistenzialm. ... in termini di esponenziazione

bt =c.
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BESEMPIO BALOCCO

Entrambi
° (a+1)-(a+1) = 1,
° a2 =1 & x¥ = a+1

definiscono esistenzialm. {0} in termini di esponenziazione
b =c.
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BESEMPI BALOCCO

Entrambi
° (a+1)-(a+1) = 1,
° a2 =1 & x¥ = a+1

definiscono esistenzialm. {0} in termini di esponenziazione
bt =rc.
Come 0, molti altri utili costrutti diofantei, e.g.!

e>e, oo, ofe, o=0, |o/e], e%e,

possono venir aggiunti al linguaggio delle definizioni esistenziali.
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BESEMPI BALOCCO

Come 0, molti altri utili costrutti diofantei, e.g.

e>e, oo, ofe, o=0, |o/e], e%e,

possono venir aggiunti al linguaggio delle definizioni esistenziali.

lE-g-v

resto

~
atb<=3q3r3d(q-a+r+1=b&r+1+d+1=2a).
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SPECIFICA DIOFANTEA DI PROPRIETA E RELAZIONI

Esercizi: Esprimere tramite equazione diofantea parametrica:

Q@ ac{4,5,9} @ 2 non é una potenza del 2
Q adista3dab @ 2 & un num. triangolare, cioé
Q@ a#b della forma 1+2+4 -+ x
@ 2<{0,3,6,...,30} per qualche num. naturale x
@ Fraidivisori di ac'é un @ a > MP2(b), dove MP2(b)
quadrato perfetto esprime la massima potenza
@ 2 ¢é un numero dispari del 2 che divide b (ad es.:
@ 2 non é un divisore di b MP2(5) =1, MP2(12) = 4)
@ 2, b, c non & una terna @ 2> 0 e inoltre I'equazione

pitagorica aX?+bX+c =0

R con X incognita complessa
@ 2 é un numero composto

(ciog 20, 2#1 ed ha soluzioni razionali.
a non & un primo ) @ ceéilpiagrandefraaeb

Vero che a — (X2 + x + 41) = 0 rappresenta un insieme di primi consecutivi ?
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LE RELAZIONI elencabil:

DEFINIZIONE ( FAMIGLIA R DELLE RELAZIONI elencabili )

Si dice che una relazione R C N™ ¢ elencabile se R = () oppure
c'é una m-upla (hy,..., hy) di funzioni

h: N— N

‘ ricorsive primitive‘ tale che

R(aty..-yam) = 3JieN (a1,...,am)={M(i),y..., hm(i))

Indichiamo con R la collezione di tutte le R elencabili.

Mentre é chiaro che ® C ¢ C ‘R, é stato arduo
stabilire che non si trattava di inclusioni strette.

Eugenio G. Omodeo — Universita di Trieste, DMG — Julia Robinson e il 102 problema di Hilbert



Definizioni esistenziali di

coefficiente binomiale
ecc.
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ESEMPI DI SCALA MEDIA

(;) = [%J % u per ogniu > 2" +0"+

J
j1= “T)J per ogni 7 > (2)' !
J

-3z3y (p=(2+2)(y+2)Vp=0Vvp=1)
< J¢IvIv(p=24+q¢&pu—(g+1)v=1)

Fig. 1. Coefliciente binomiale, fattoriale, e “p ¢ un primo” sono diofantei esponenziali,
cfr. [Rob52, pp. 446-447). Dappertutto, ‘%’ designa 1’operazione resto sugli interi.
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ESEMPI DI SCALA MEDIA

(;) = \;%J % u per ogniu > 2" 407

j
jl= VTJ per ogni r > (2)"!
(%)

-3z3y (p=(¢+2)(y+2)Vp=0Vp=1)
< J¢IuIv(p=2+q&pu—(¢g+1)v=1)
< J¢3uv (p=24+q¢&pu=(g+1) +1)

<= Jg¢3u (p=2+q~0(("“)’“’(2*“)“ 2)

Fig. 1. Coefficiente binomiale, fattoriale, e “p & un primo” sono diofantei esponenziali,
cfr. [Rob52, pp. 446-447]. Dappertutto, ‘%’ designa l'operazione resto sugli interi.
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ESEMPI DI SCALA MEDIA

(T) = \;MJ % u per ogniu > 2" + 0"+

J u’

J
jl= \‘TTJ per ogni r > (2;)7 !
(%)

-3z3y (p=(¢+2)(y+2)Vp=0Vp=1)
< J¢IuIv(p=2+q&pu—(¢g+1)v=1)
< J¢3uv (p=24+q¢&pu=(g+1) +1)

Ibn al-Haytham

<= J¢3u (p =24¢q- olG+nr+1-+ou 2) =

Fig. 1. Coefficiente binomiale, fattoriale, e “p & un primo” sono diofantei esponenziali,
cfr. [Rob52, pp. 446-447]. Dappertutto, ‘%’ designa l'operazione resto sugli interi.

Spiegare queste specifiche della primalita sfruttando
lemma di Bézout e teorema di Wilson.
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Relazioni a crescita

esponenziale
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ENIGMI SU ELEVAM. A POTENZA, E UNA CONGETTURA

“ ¢ E UNA POTENZA DEL 2 ”

30 2'=¢
— Vu<cVv<e ¢c#QRu+3)-v
& Vu<c Vv<e Elw[c—(2u+3)-v}2=1+w
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ENIGMI SU ELEVAM. A POTENZA, E UNA CONGETTURA

“ ¢ E UNA POTENZA DEL 2 ”

30 28 =¢
Yu<c Vv

— <c ¢c#Q2u+3)-v
& Vu<c Vv<e Elw[c—(2u+3)-v}2=1+w
& 303s3d] 1=s%(1+d) &
> c=s% (1+(+1)-d) &
Q& Vige[s%(1+(i+2).d) _
2-[5%(1+(i+1)~d}”.
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ENIGMI SU ELEVAM. A POTENZA, E UNA CONGETTURA

o L'insieme delle potenze di 2 é diofanteo ?

( Alfred Tarski, 1901-1983 )
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ENIGMI SU ELEVAM. A POTENZA, E UNA CONGETTURA

o L'insieme delle potenze di 2 ¢ diofanteo ?

o Il grafo della funzione n +— 2" ¢ diofanteo ?
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ENIGMI SU ELEVAM. A POTENZA, E UNA CONGETTURA

o L'insieme delle potenze di 2 ¢ diofanteo ?
o Il grafo della funzione n +— 2" ¢ diofanteo ?

o Il grafo della funzione (b, n) — b" & diofanteo 7
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ENIGMI SU ELEVAM. A POTENZA, E UNA CONGETTURA

o L'insieme delle potenze di 2 é diofanteo ?
o Il grafo della funzione n + 2" & diofanteo ?

o Il grafo della funzione (b, n) — b" & diofanteo ?

includa .-,

J.R. Che la famiglia © delle rel. diofantee quella,

g

coincida con
@, di tutte le relazioni diofantee esponenziali 7
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SU QUALE ‘INDIZIO’ POGGIA LA CONGETTURA J.R. 7

L'eq.

0
—

X2—(a®>=-1)Y?2 = 1, con aeN,a>1,
ha in N le infinite soluzioni X = x,(a), Y = y,(a) tali che

xp(a) +y, (Vo = (a+v0)".

Un formidabile intreccio combinatorio lega tra loro queste soluzioni.
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SU QUALE ‘INDIZIO’ POGGIA LA CONGETTURA J.R. 7

L'eq.

0
—

X2—(a®>=-1)Y?2 = 1, con aeN,a>1,

ha in N le infinite soluzioni X = x,(a), Y = y,(a) tali che

xp(a) +y, (Vo = (a+v0)".

Un formidabile intreccio combinatorio lega tra loro queste soluzioni.

Esempio ( ca. 1970 ):| Se y2(a) | y,(a), allora y,(a) | €
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RIDUZIONE DIOFANTEA DELL’ELEVAM A POTENZA A

UNA QUALSIASI J A CRESCITA ESPONENZIALE [ROB52]

Supponiamo ora che 7 sia una relazione diadica tale che:
Q@ Jlyv) = v<u*;
Q VkEIuEIv[j(u,v)&uk<v] ;

Eugenio G. Omodeo — Universita di Trieste, DMG — Julia Robinson e il 102 problema di Hilbert



RIDUZIONE DIOFANTEA DELL’ELEVAM A POTENZA A

UNA QUALSIASI J A CRESCITA ESPONENZIALE [ROB52]

Supponiamo ora che 7 sia una relazione diadica tale che:
Q@ Jluv) = v<u';
Q VkEIuEIv[J(u,v)&uk<v] ;
®© Jluv) = u>1

Con [Rob52] si inizia a dire che una tale J
ha crescita esponenziale.
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RIDUZIONE DIOFANTEA DELL’ELEVAM A POTENZA A

UNA QUALSIASI J A CRESCITA ESPONENZIALE [ROB52]

Supponiamo ora che 7 sia una relazione diadica tale che:

Q@ Jlyv) = v<u*;
(2] VkEIuEIv[j(u,v)&uk<v] ;

®© Jluv) — u>1.

Con [Rob52] si inizia a dire che una tale J
ha crescita esponenziale.

ESEMPIO STORICO

Prendere

J = {<U»<|>2u> | u>1}>

bo = 0, &1 =1, n2 = Opp1t ba,
per h=0,1,2,...

ove
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RIDUZIONE DIOFANTEA DELL’ELEVAM A POTENZA A

UNA QUALSIASI J A CRESCITA ESPONENZIALE [ROB52]

Supponiamo ora che 7 sia una relazione diadica tale che:
Q@ Jluv) = v<u!;
Q@ Vk3Iudv[J(u,v)eu<v];
®© Jluv) = u>1.

Con [Rob52] si inizia a dire che una tale J
ha crescita esponenziale.

ESEMPIO STORICO < DIOFANTEA! &
Prendere

J = {<u)¢2u>|u>1}>
ove

o = 0, b1 =1, n2 = dnpat bpy
per h=0,1,2,... (Vedi [Mat70a])

v
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LA RIDUZIONE DI JULIA

AN

b“:c(:)(ﬂa,d,ﬁ,s,x,h)[(c—l)z—f-n:O v
m>l&c+b=0) Vv
(n)l&b)l& J(a,d)| & d>1 &
. 82:(32—1) [(a—l)s+n]2+1 &

b ™ /-
:L 2=0b+nPb+n+2)(h+1)2+1 31’\; &
A 2ab—02—1>(b+n+1)x & a>b+n &

(2ab—b2—1)%[€—(a—b)((a—l)s—i—n)] =c)].
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Il teorema di

Davis, Putnam, Robinson
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NATURA ARITMETICA DELL'ELENCABILITA

TEOREMA (FORMA NORMALE DI DAVIS TANTALIZZANTE !)

Data una m-upla (hy,..., hy) di funzioni monadiche ricorsive
primitive, si pud costruire un pol. D a coefficienti interi tale che

(a1y---yam) E{ (hi(i),.. m(i)>:i€N}
—
JyVu<yavy <y - Ivi <y D(ar,...,amy Yy Uy V1y.ey Vi)=0
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NATURA ARITMETICA DELL'ELENCABILITA

TEOREMA (FORMA NORMALE DI DAVIS TANTALIZZANTE !)

Data una m-upla (hy,..., hy) di funzioni monadiche ricorsive
primitive, si pud costruire un pol. D a coefficienti interi tale che

(a1y---yam) E{ (hi(i),.. m(i)>:i€N}
—
JyVu<yavy <y - Ivi <y D(ar,...,amy Yy Uy V1y.ey Vi)=0

Congettura M.D.: Che la famiglia © delle rel. diofantee

includa .. : ..
. quella, R, di tutte le rel. elencabili ?
coincida con
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BELENCABILITA E ‘decidibilita’

chvsr_ro\”unsu vfilizzare yno macching a
| 2

HEY. ver e per X) Py vna macching a lvce verde <. per cosTryire vag macch/ag
er il complemento di S (oltre g una rveya lanpads » g loce verde erossa pen S,
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PREISTORIA DEL TEOREMA DPR: LA P.A.P.

“It was in the summer of 1959 that Hilary
and | really hit the jackpot. We decided
to see how far we could get |- - | if,
following Julia Robinson's lead, we were

willing to permit variable exponents in
our Diophantine equations.” ( M.D., 2016 )

¢ =R
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PREISTORIA DEL TEOREMA DPR: LA P.A.P.

“It was in the summer of 1959 that Hilary
and | really hit the jackpot. We decided
to see how far we could get |- - | if,
following Julia Robinson's lead, we were

willing to permit variable exponents in
our Diophantine equations.” ( M.D., 2016 )

¢ =R

P.A.P.: Esistono progressioni aritmetiche di lunghezza arbitraria
interamente costituite da numeri primi.2 (M. D. & H.P, 1959 )

2Una seq. formata da primi in progressione &, ad es.: 5,11,17,23,29.
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PREISTORIA DEL TEOREMA DPR: LA P.A.P.

“It was in the summer of 1959 that Hilary
and | really hit the jackpot. We decided
to see how far we could get |- - | if,
following Julia Robinson's lead, we were
willing to permit variable exponents in
our Diophantine equations.” ( M.D., 2016 )

¢ =R

P.A.P.: Esistono progressioni aritmetiche di lunghezza arbitraria
interamente costituite da numeri primi.2 (M. D. & H.P, 1959 )

“It wasn't until 2004 that Ben Green and
Terence Tao proved that P.A.P. is true,
thus validating our work as a complete
proof, but only well after the fact.” 6‘-&

( M.D., 2010 )

A
Ol

2Una seq. formata da primi in progressione &, ad es.: 5,11,17,23,29.
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IL. TEOREMA DP RIScATTATO DALLA P.A.P.

‘We submitted our work on Hilbert’s tenth problem for publication and at the same

time sent a copy to Julia Robinson. Julia responded soon afterwards with an exciting
letter:

" Wovember 12, 1959
Professor Martin Davis
Rensselaer Polytechnic Institute
Hartford Graduate Division

and

Professor Hilary Putnam
Princeton University
Princeton, New Jersey

Dae Maihen,

Thank you for the copies of your report. I am very
pleased, surprised, and impressed with your results on
Filbert's Tenth Problem Quite frankly, I did not think
your methods could be oL d further than in your paper
in the Journal but I'm very glad to have been wrong.

I believe I have‘succeeded in eliminating the need
for P. A. P. by extending and modifying your proof.
nave this written out for my own satisfaction but it is not
yet in shape for anyone else.

( M.D., 2016 )
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IL. TEOREMA DP RIScATTATO DALLA P.A.P.

‘We submitted our work on Hilbert’s tenth problem for publication and at the same
time sent a copy to Julia Robinson. Julia responded soon afterwards with an exciting
letter:

I am very pleased, surprised, and impressed with your results on Hilbert’s tenth problem.

Quite frankly, I did not think your methods could be pushed further ...

I believe I have succeeded in eliminating the need for [the assumption about primes in
arithmetic progression] by extending and modifying your proof.

She sent us her proof soon afterwards; it was a remarkable tour de force. She showed
how to get all the primes we needed by using, instead of a then unproved hypothesis
about primes in arithmetic progression, the prime number theorem for arithmetic
progressions which provided a measure of how frequently primes occurred “on aver-
age” in such progressions. We proposed that we withdraw our paper in favor of a
joint publication, and she graciously accepted. She undertook the task of writing up
the work, and (another surprise), she succeeded in drastically simplifying the proof
so only the simplest properties of prime numbers were used.

( M.D., 2016 )

Eugenio G. Omodeo — Universita di Trieste, DMG — Julia Robinson e il 102 problema di Hilbert



CELEBRE ABBAGLIO IN UNA RECENSIONE DI [DPR61]

(GeEORG KREISEL, 1923-2015)

“These results are superficially related to Hilbert's tenth
Problem on (ordinary, i.e., non-exponential) Diophantine
equations. The proof of the authors’ results, though
very elegant, does not use recondite facts in the theory
of numbers nor in the theory of r.e. sets, and so it is
likely that the present result is not closely connected
with Hilbert's tenth Problem.
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CELEBRE ABBAGLIO IN UNA RECENSIONE DI [DPR61]

(GeEORG KREISEL, 1923-2015)

“These results are superficially related to Hilbert's tenth
Problem on (ordinary, i.e., non-exponential) Diophantine
equations. The proof of the authors’ results, though
very elegant, does not use recondite facts in the theory
of numbers nor in the theory of r.e. sets, and so it is
likely that the present result is not closely connected
with Hilbert's tenth Problem. Also it is not altogether
plausible that all (ordinary) Diophantine problems are

uniformly reducib/e‘ to those in a fixed number of
variables of fixed degree, which would be the case if all
r.e. sets were Diophantine.”
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Il teorema di

Matiyasevich,
sue ricadute
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LA SPECIFICA DIOFANTEA DEL GRAFO DI ¢y,

Non ancora 23-enne, il matematico russo

‘Yuri Vladimirovich Matiyasevich |, dimostrando vera |'ipotesi
della Robinson, completa nel 1970 un risultato che ha dei risvolti
pid intriganti degli stessi teoremi di Godel del 1931.

o< Egli mostra che questo si-
S stema ha soluzione per
2 —0z—22 =1 ) _ l" Y
g2 —gh—h? - 1 quei valori Lol che
02 | & u v
¢ | m—2 sono legati dalla relaz. JR
2h+g | m-=3
= v (conu>1
x> —mxy+y? =1 b2 ( )
¢ | x—u dove ¢pg=0, ¢1=1,
2h+eg | x—v dhi2 = bpi1 + b
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LA SPECIFICA DIOFANTEA DEL GRAFO DI ¢y,

Non ancora 23-enne, il matematico russo

‘Yuri Vladimirovich Matiyasevich |, dimostrando vera |'ipotesi
della Robinson, completa nel 1970 un risultato che ha dei risvolti
pid intriganti degli stessi teoremi di Godel del 1931.

e S e e
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TUTTO IN TERMINI DI EQ. DI PELL

Fig. In all of these equa- @ utj=v
tions, variables range over N. Il tla—1)g=virtl
Equations (~(X) with L) prla=1)q=vir
parameters u,v,a have a (L) g=vri+l
solution for a > 1 if and only (1) (@ -1)g>=1
if v = y,(a), where X = De=b Da)?
x(a),Y = y,(a) is the (Va) h+(a+ g =blp+lat )q)z
u+ Lst solution, over N, of (IVy) +la—1)g=c(p+(a—1)q)
the Pell equation V) ( 2 o1)g2=1
—-(@-1)y=1 I m= (h+(a+1)g)z+a
Equations (I)-(XV) with
parameters o, f8, u have a (VIn m=(p+(a—1)q)f+1
solution for B> 1 if and only  (VIII) —(mt-1)y=1
: U
ifa=p (IX) y:d(er(afl)q)Jru
(X) y=c(h+(at+1)g)+v
(XD w?— (a2 —1)v? =1
(XID) (w—(a—B)v—a) = y*(2af—p2—1)?
(XIII) a+t+1=2af-p2-1
(XIV) n=PB+{+1=u+&+1
KV |- =) (=12 (5+1)% =1

Martin Davis
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L,’ESPONENZIAZIONE DEFINITA IN POCHE INCOGNITE

y = yau(a)
U — pe||<a,2(i+1)y2pe||(a, y))
H = n+2yj
O = U pell(a, y) pell(U (U —a) + a, H)
U | H—y
n <y
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L,’ESPONENZIAZIONE DEFINITA IN POCHE INCOGNITE

pell(a,u) =5, (&> —1)v?+1

U — pen(a, 2(i +1) y2 pell(a, y))

H = n+2yj

0 = Upell(a, y) pell(U (U—a)+a, H)
U | H—-y

n <y

b = ¢ = = {yn+1(8b(n+1)yn+1(b+1)+2)J

yn+1( 8 (n+ 1) yn+1(b + 1)
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REPRIMENDA DELL’'ABBAGLIO DI KREISEL

Given a polynomial P, we shall construct another polynomial P
such that

P(ai,...,au, 20,...,2zy) = 0
for some zy, ..., z, if and only if

P(alw--aap» bac>dae»fag>h>"ajaka/>m>”) =0

for some b, c,d, e, f,g, hyi,j, kI, mn.

[MR75, pagg. 521, 522]
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REPRIMENDA DELL’'ABBAGLIO DI KREISEL

Given a polynomial P, we shall construct another polynomial P

such that
P(ai,...,au, 20,...,2zy) = 0
for some zy, ..., z, if and only if
P(ai,... au, byc,d,e, fog, hyiyj k,dymn) = 0

for some b,c,d,e,f,g, h,i,j, kyI, m,n.
[-]
Thus, our theorem shows that every diophantine set is the

non-negative part of the range on N of a polynomial with 14
variables. [MR75, pagg. 521, 522]
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All this attention has been gratifying but also embarrassing.
What | really am is a mathematician. Rather than being
remembered as the first woman

this or that, | would prefer to be remembered, as

a mathematician should, simply for the theorems

| have proved and the problems | have solved. (JR.)
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a mathematician should, simply for the theorems

| have proved and the problems | have solved. (JR.)
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Q@ (a—4)-(a—5)-(a—9) =0
Q@ (a—hb3?-9=0

Q@ P+h=2-a-b+(x+1)?
Q@ 2-3-(10-x)=0
@:2—xy=0

Q a2=2 x;

@ a2 x=b;
(a-x+y+1—b)2+(a—y—2z—2)> =0

Q (az+b2—c2)2+(afx—l)2+
(b—y—12=0;

a~b~[(x+1)2—(az+b2—c2)2] =0
Qa=(x+2)-(y+2)

a=2-x+1

Eugenio G. Omodeo — Universita di Trieste, DMG —

SOLUZIONE DEGLI ESERCIZI DEL LUCIDO 11/34

@ a= [2~(x+1)+1] -y

@2 2a=x*+x

@ a=y+z&b=(2-x+1)-y
@ a=x+1 & h?>—4-a-c—y?> =0

@ (c—a—x)2+(c—b—y)?+
[(c—a)-(c—h)*=0

E vero che x? 4 x + 41 & numero
primo per x =0,1,...,39
(mentre uguaglia 412 per

x = 40). Pero questi valori non
sono primi consecutivi: ad es.,
dopo il quarto di essi, che & 53,
manca il 59 e dopo il quinto, che
@ 61, manca il 67.

Julia Robinson e il 102 problema di Hilbert



RAPPRESENTAZIONE DIOFANTEA DEI NON-QUADRATI

Possiamo esprimere il fatto che d non é un quadrato richiedendo:
dx3dy3z [X2—d-(y—|—1)2:1 & d:z—f—l];

in effetti, per ogni d € N:
@ se d =0, manca z;

@ quando d =0 e d #0, mancano x ed y;

@ se d non é un O, ha un predecessore e |'| equazione di Pell

X2 — d Y2 =1 ha un'infinita di soluzioni intere.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Pell's_equation

IL BINOMIALE E DIOFANTEO ESPONENZIALE

| coefficienti binomiali (g), ey (g)—e anche i successivi (€+1e+h),
che valgono tutti 0—sono le cifre della rappresentazione posizionale
in base 2 4 1 del numero ((2°+ 1) + 1)11: Yot 1)

¢ coefficienti binomiali (f) base

0 0O 0 0 0 0 1 2

1 0O 0 0 0 1 1 3

2 0O 0 01 2 1 5

3 0 01 3 3 1 9

4 01 4 6 4 1 17
i=...,5,4,3,2,1,0

F1curA: Sulla specifica diofantea esponenziale dei coefficienti binomiali
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IL BINOMIALE E DIOFANTEO ESPONENZIALE

Quindi varra (f’) — 4 se e solosevisono u, v, w, x, y tali
che?
u = 241,
(u+1)" = wuv4+ad +v,
vdx+1 = o,
at+y+1 = u.

Pit brevemente, se e solo se:

a=([(u+1)0 ]| %u) & u=2"41.

3In questa e in simili circostanze, una congiunzione &,/ = r; pud sempre
venir riscritta come ‘somma di quadrati’, cosi: Y " (P +r2)=3" 2/ .
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FUNZIONI RICORSIVE PRIMITIVE

La collezione B3 delle funzioni ricorsive primitive & il pit piccolo?
insieme di funzioni ( totali ), ad argomenti e risultato in N:

@ cui appartengano tutte le funzioni iniziali,

@ che sia chiuso per composizione e ricorsione.

4l.e., minimo rispetto all’'C .
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FUNZIONI RICORSIVE PRIMITIVE

La collezione B3 delle funzioni ricorsive primitive & il pit piccolo?
insieme di funzioni ( totali ), ad argomenti e risultato in N:

@ cui appartengano tutte le funzioni iniziali,
@ che sia chiuso per composizione e ricorsione.

Le nostre funzioni iniziali sono: Le funzioni ovunque nulle, la
funzione successivo:

On
(X1,..., %) =2 0 (n=0,1,... ),
S
x x+1,

e tutte le

4l.e., minimo rispetto all’'C .
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FUNZIONI RICORSIVE PRIMITIVE

La collezione B3 delle funzioni ricorsive primitive & il pit piccolo?
insieme di funzioni ( totali ), ad argomenti e risultato in N:

@ cui appartengano tutte le funzioni iniziali,
@ che sia chiuso per composizione e ricorsione.

Le nostre funzioni iniziali sono: Le funzioni ovunque nulle, la
funzione successivo:

On
(X1y.veyXn) = 0 (n=0,1 ),
S
x x+1,

e tutte le proiezioni associate agli interi positivi:

In,
<Xl>"->Xn> }Hk Xk (n>k>1)

4l.e., minimo rispetto all’'C .
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COMPOSIZIONE DI FUNZIONI

Siano:
f una funzione a k argomenti,
gi,...,8k funzioni ad M argomenti.

Cosi si definisce la composizione h di f con g1,...,gk:

h
<Xla"'>XM> H f(gl(Xb-“aXI\/I))-")gk(Xl)“')XM)) .
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COMPOSIZIONE DI FUNZIONI

Siano:
f una funzione a k argomenti,
gi,...,8k funzioni ad M argomenti.

Cosi si definisce la composizione h di f con g1,...,gk:

h
<Xla"'>XM> H f(gl(xb-“aXI\/I))-")gk(X1>~">XI\/I)) .

Esempio. Tramite composizione, da O ed S, si ottengono tutte le
funzioni costanti:
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RICORSIONE PRIMITIVA SU DUE FUNZIONI

La ricorsione, quando venga applicata ad f e g tali che

f sia una funzione n—adica
( quando n =0, cio significa che f & una costante )

g sia una funzione n+ 2 adica

la funzione n + 1 adica

h tale che:

h(x,0) = f(X)
h(%t+1) = g(t,h(%,t),%)

(Qui X =pesX1ye-vyXn )
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INTRECCIO COMBINATORIO CHE LEGA LE SOLUZIONI

BN ] Y2 — 1 OVE a > 1

Q (2a) 2 y;1(a) >yi(a)/a>yi(a) =iedy; 4(a) > (2a—1);

9 xiy1(a) > xjy1(a)/a>xi(a) > a >ied
M2 > (2a)" > xj1(a), xi2(a) > a't
Q xi(a)—(a—b)y;(a)=b" (mod 2ab— b*—1);
Q y;(a) =i (mod a—1);
Q@ (b>l&a>bh")=
[b" =c & cxp(a) < xplab) < (c+1)xu(a)];

o 21&a>b"):>

(b
[ xn(a) < xm(ab) <axpla) & m=n|;

@ y,(a)|y(a)seesolosen|l; sey’(a)|y,a), alloray,(a)]L.

Eugenio G. Omodeo — Universita di Trieste, DMG — Julia Robinson e il 102 problema di Hilbert



UN AGO NEL PAGLIAIO

Si consideri la progr. di Fibonacci ¢o =0, ¢ =1,

bni2 = Gpi1+ b .
Matiyasevich osservo che

Se (1),2\(1)1, allora &; 1/ .

Similmente:
Se y%(a) \yj(a), allora y;(a)|; .
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UN AGO NEL PAGLIAIO

Si consideri la progr. di Fibonacci ¢o =0, ¢ =1,

bni2 = Gpi1+ b .
Matiyasevich osservo che

Se (1),2\(1)1, allora &; 1/ .

Similmente:
Se y%(a) \yj(a), allora y;(a)|; .

CORRECTIONS

he English
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RIDUZIONE DIOFANTEA DELL’ESPONENZIAZ.

A QUALSIASI J A CRESCITA ESPONENZIALE [ROB52]

b"=c < (Aw, h,a,d,l,u, v,s, q,z)[
(c—12+b6+n=0V c+b+(n—2z—-12=0v
(b}l&c—z—i—l&

w>baw>n&|lQw, h)=q¢’|l&a>h&a>ck

P=(2P -1 v +lecl<u<(c+1)lal<de

P=(?-1) (n+(a—1)s)" +1&|T(a0d) )]
(v. [Rob52]).
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RIDUZIONE DIOFANTEA DELL’ESPONENZIAZ.

A QUALSIASI J A CRESCITA ESPONENZIALE [ROB52]

b'=c & (Jw, h,a,d,l,u,v,s, sz)[
(c—124+b+n=0V c+b+(n—2—12=0v
<b>1&c:z+1&

w>baw>n&|Qw, h)=¢’|&a>h&a>c&

P=(2P -1 v +lacl<u<(c+1)lal<de

?=(a2-1) (n+(a—1)s)2+1& J(a,d) )]
Qui:

Q@ Qlxy)=0 = y>x*;
(2) \V/XEU/ Q(X)y):D ’
e.g. Q= (x+23(x+4)(y+1)2+1. (V. [MR75])
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. . . SCORTESIA PER SCORTESIA ...

I would like to say that I expressed my pleasure at finding another Hilbert’s
tenth problem enthusiast. However, in Julia’s sister Constance Reid’s memoir, The
Autobiography of Julia Robinson,” based on conversations with Julia shortly before
her tragic death of leukemia, she quotes Julia as remembering me saying when we
met that I couldn’t see how her work “could help solve Hilbert’s problem, since
it was just a series of examples”. I do not want to believe that I said anything so
ungracious and so foolish. Julia is also quoted as remembering my “presenting a ten
minute paper” at that Congress on my Diophantine results, and as that was not the
case, I can comfort myself with the thought that her recollection of what I had said
may also have been mistaken.

( M.D., 2016 )
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Open p.: DOES EXPONENTIATION ADMIT A SINGLE-FOLD

(OR AT LEAST F‘INITE—FOLD) DIOPHANTINE DEFINITION 7

“After the DPR-theorem was proved in 1961, in order

to establish the existence of Diophantine representations
for every effectively enumerable set it was sufficient to
find a Diophantine representation for one particular
set of triples

{{a,b,c) | a=b}. (12)

Today we are in a similar position with respect to
single-fold (and finite-fold) Diophantine representations:
now that we can construct single-fold exponential Dio-
phantine representations for all effectively enumerable
sets, in order to transform them into single-fold

(or finite-fold) genuinely Diophantine representations,

it would be sufficient to find a single-fold (or, respectively,
finite-fold) Diophantine representation for the same set

of triples (12) ---”
ples (12) ( Yu. Matiyasevich, 2010 )
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