Capitolo 8

Equazioni cardinali della statica dei
sistemi meccanici

In questo capitolo presentiamo un metodo piu generale del PLV, per studiare 1’equilibrio dei modelli
meccanici.

8.1 Classificazione delle sollecitazioni agenti in un sistema
meccanico

Dapprima, consideriamo i seguenti tipi di forze e di coppie: di contatto o a distanza, di volume o
di superficie, concentrate o distribuite.

Di contatto o a distanza. Le sollecitazioni di contatto sono quelle che agiscono tra due corpi
a contatto: ad esempio quelle che esercitiamo con le mani e con i piedi, o quella del vento su
una vela. Le forze (coppie) a distanza sono quelle che agiscono senza contatto tra i corpi:
ad esempio forza di gravita e la forza elettromagnetica.

Di superficie o di volume. Le sollecitazioni di superficie sono quelle che agiscono solo sulla
superficie di un corpo: la forza dell’acqua sulla carena di una nave, la forza del vento su una
vela, la resistenza aerodinamica su di un veicolo. Le forze di volume sono invece quelle che
agiscono su ogni parte di un corpo: ad esempio la forza peso, la forza elettromagnetica, la
forza d’inerzia centrifuga dovuta a un riferimento in rotazione.

Concentrate o distribuite. Le forze concentrate sono quelle che agiscono su i singoli punti di
un corpo, le forze distribuite sono quelle che agiscono su tutta una parte (o su tutto) il corpo
e si assegnano tramite una funzione densita di forza. Analogamente, le coppie concentrate sono
quelle dovute all’azione di forze concentrate, mentre quelle distribuite sono dovute all’azione
di forze distribuite e si assegnano mediante una funzione densitad di momento.

Ai fini delle Equazioni Cardinali della Statica, sara fondamentale la seguente classificazione delle
sollecitazioni:

attive: non sono dovute a vincoli;
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202 CAPITOLO 8. EQUAZIONI CARDINALI DELLA STATICA

reattive: l'insieme di forze che, sostituite ai vincoli, ne realizzano gli stessi effetti meccanici. Il
fatto che sia sempre possibile sostituire i vincoli con un insieme di forze applicate (parzialmente
incognite) & noto come Postulato delle Reazioni Vincolari.

esterne: quelle che agenti esterni esercitano sul modello;
interne: che si esplicano tra parti interne del modello.

Esempio 8.1.1. 2 aste + 1 incastro+ 1 appoggio+ 1 cerniera interna, nel piano verticale.

| FORZE | ESTERNE | INTERNE |
attive peso proprio dell’asta molla in D ed E
reattive appoggio in B, incastro in A | cerniera in C, vincoli di rigidita
| COPPIE | ESTERNE | INTERNE |
attive molla applicata in B molla applicata in C
reattive incastro in A vincolt di rigidita
Moo
—50 C N
ba, D — = E e
mg mg > M
AT

N.B. La classificazione delle sollecitazioni interne ed esterne dipende dai confini del modello.

Esempio 8.1.2. Se considero la sola asta BC' del modello precedente

C o
M’
F Q o
mg i
B
| FORZE | ESTERNE | INTERNE |
attive peso asta, molla in E
reattive | appoggio in B, cerniera in C | vincoli di rigidita
| COPPIE | ESTERNE | INTERNE |
attive molla in B, molla in C
reattive vincoli di rigidita

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.



8.2. SOLLECITAZIONI INTERNE 203

8.2 Sollecitazioni interne

Studiamo le proprieta delle forze interne a un qualsiasi modello meccanico B.

Teorema 8.2.1. Delle forze interne. Se la sollecitazione attiva (rispettivamente reattiva) interna
a un qualsiasi modello materiale B ¢é di tipo Newtoniano, cioé soddisfa il principio di azione e
reazione, allora ha risultante e momento risultante nulli, cioé valgono le equazioni

(8.2.1) Rint.att)
(822) R’(int,raatt)

—
—

int,att =
(int,att) _ G
3

=TTl

O =
ént,reatt) _ (‘)‘

Dimostrazione. Valutiamo

Rlint.att) _ Z ﬁgnt’att) = (F/AB +F\AC+...)+<F‘BA +ch+...)+<ﬁc,4 +/FZCB+...>+...+(....

pPeB

.D Fpa

/'

B

C

FABA

Discorso analogo vale per R(6:7¢4t) - A parole: poiché le forze attive (rs. reattive) interne a un
sistema materiale sono un insieme di coppie il loro vettore risultante & nullo.

Valutiamo
MG = 3T (P - 0) x FEM = (A-0) x (ﬁAB+ﬁAc+...) +(B-0) x (ﬁBA+ﬁBc+...) 4

pPeB
= (A-0)=(B=0))x Fap+---=0

Fpa

Discorso analogo vale per M gnt’matt). A parole: poiché le forze attive (rs. reattive) interne sono

un insieme di coppie a braccio nullo, il momento della singola coppia ¢ nullo e quindi il momento
risultante di tutte le forze attive (rs. reattive) interne ¢ nullo.
O

8.2.1 Sollecitazione interne in un rigido

Proposizione 8.2.1. In un rigido il lavoro virtuale delle forze interne attive e quello delle forze
interne reattive sono entrambi nulli.

Dimostrazione. Basta ricordare che in un rigido R il lavoro virtuale si puod calcolare come

(8.2.3) LV =R-68o+Mo-¢ O€eR.

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Pertanto, sostituendo nella (8.2.3) le (8.2.1) ed (8.2.2) si ottiene la tesi. O

I facile ricavare, con una procedura analoga a quella usata per ricavare la (8.2.3), la formula
per la potenza (possibile, virtuale, effettiva) di una sollecitazione agente su un rigido

(8.2.4) N=R-To+Mo-&, O€eR.
Infatti
I = Y Fp-(io+&x (Fp—70))
PeR
= Y Fp-io+ Y Fp-&x (Fp—7o))
PeR PeR
= <Zﬁp>-ﬁo—|—zw~(fp—fo)xﬁp
PeR PeR

= E-Uo+w~ Z(fp—fo)xﬁp.
PeR

Un espediente mnemonico per ricordare la (8.2.4) & quello di dividere la (8.2.3) rispettivamente per
(0t, 0T, dt).
Tenendo conto delle (8.2.1), (8.2.2), dalla (8.2.4) segue immediatamente

Proposizione 8.2.2. In un rigido, la potenza (possibile, virtuale, effettiva) delle forze interne
attive e quella delle forze interne reattive sono entrambe nulle.

8.3 Equazioni cardinali della statica dei sistemi

Dato un osservatore qualunque, utilizzando il principio di inerzia e il principio di azione e reazione
possiamo dimostrare il seguente

Teorema 8.3.1. Se un sistema di punti materiali B & in equilibrio allora valgono le ECS

S(es ~ r(est ~
(8.3.1) Rlesh) = | MED =0

Dimostrazione. Se B ¢ in equilibrio allora ogni P € B ¢é in equilibrio. Quindi V¢t € I e VP € B vale
che

I ECS o )
0=Fp=F") 4 Fy) =
6= 3 o= 3R 4 3 A = o0 4 fen 21522 e
peB pPeB peB
II ECS o )
0= Fp=Fi" + FD =
0= Z (P — O)Xﬁp _ Z (P— O)Xﬁgm)-l-z (P — O)Xﬁl(fSt) _ M(()int)+ —»gst (8.2.1):,(8.2.2) —»éest)
pPeB pPeB pPeB

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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O

N.B. Se la I ECS ¢ soddisfatta e la IT ECS ¢ soddisfatta per un polo fissato O, allora la II ¢
soddisfatta per qualsiasi punto di &3, poiché

MO/ZMo—I—(O—O/)Xﬁ:Mo:a

N.B. Abbiamo ricavato le ECS per un sistema di punti materiali. Lo stesso procedimento si
puo utilizzare se il modello & un rigido o un sistema articolato. In generale, riterremo valide le ECS
per qualunque modello materiale .

Quiz. Sono le ECS sufficienti a garantire I’equilibrio di un sistema inizialmente in quiete? NO!

(@)
é(est) — (‘)’
Esempio 8.3.1. F F L est)  m ma il compasso non & in equilibrio!
MOES — O

Dimostreremo ora, che le ECS sono sufficienti a garantire I’equilibrio di un rigido, inizialmente
in quiete. Il motivo é che il lavoro virtuale delle forze interne a un rigido é nullo grazie ai vincoli di
rigidita, i quali mantengono invariate le distanze mutue tra i punti. Possiamo affermare che

Teorema 8.3.2. Le Equazioni Cardinali della Statica sono sufficienti a garantire ’equilibrio di un
rigido.

Dimostrazione. Si procede in due passi.

1. Supponiamo di studiare I'equilibrio di un rigido privo di vincoli. In questo caso, se in una
data configurazione sono soddisfatte le ECS segue che, scelto un polo O € R,

R =G et M5 =0= LVt =0

Poicheé il rigido é privo di vincoli esterni e, in piu, il lavoro virtuale delle forze attive interne
é nullo per la Prop. 8.2.1, si ha

0= Lv(est) — Lv(est,att) +W: Lv(est,att) + Lv(int,att) _ Lv(att) ,

cioé che il lavoro virtuale di tutte le forze attive agenti sul rigido ¢ nullo. Allora, il PLV ¢
soddisfatto e cio garantisce ’equilibrio del rigido nella configurazione data.

2. Ora, supponiamo che il rigido sia vincolato in modo qualsiasi e che in una configurazione
valgano le ECS

] ~ v t,att it ~
R(est,att-l—reatt) — (et M((;S ,att+reatt) -0

Introdurre il contributo delle reazioni vincolare equivale a considerare il rigido privo di vincoli e
soggetto alla sollecitazione di tutte le forze esterne, sia attive, sia reattive. Se tale sollecitazione
é equilibrata, per il punto 1 il rigido ¢ in equilibrio.

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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O

Comunque, se il modello ¢ composto da pit corpi rigidi vale il seguente

Corollario 8.3.1. Le ECS sono condizione necessaria all’equilibrio di un qualunque sistema mate-
riale e sono sufficienti se sono soddisfatte per ciascuna componente rigida del sistema (a patto che
sia inizialmente in quiete).

8.4 Sollecitazione reattiva su un rigido

Abbiamo gia visto nel Cap. 7 che il pit generale insieme di forze applicate ad un rigido S, per quanto
complicato possa essere, si pud sempre ridurre a uno delle quattro classi di equivalenza del Teo.
7.3.2. Comunque, nel caso di un torsore e di un singolo vettore applicato, il punto di applicazione del
risultante di S non puo essere scelto ad arbitrio ma deve appartenere all’asse centrale. Presentiamo
qui un altro tipo di riduzione che pemette di scegliere in modo completamente arbitrario il punto
di applicazione del risultante.

Proposizione 8.4.1. Ogni insieme S di forze applicate a un rigido & equivalente a un insieme S’
costituito dal risultante (eventualmente nullo) di S applicato in un punto qualungue O e da una
coppia M' (eventualmente nulla) pari al momento risultante di S rispetto a O. In formule

s ()~ = {l0). 1)

.....

(8.4.1) (ﬁ, Mo) (F' = R, M’ = Mo)

N.B. E chiaro che tale riduzione dipende dalla scelta del polo O. Esso & un qualunque punto
dello spazio, anche mobile, anche non appartenente al rigido.

Da quanto detto sopra, anche I'insieme delle reazioni vincolari su un rigido si pud sempre ridurre
al risultante (5 applicato ad un qualunque polo O ed a una coppia di reazione ji, pari al momento
risultante delle reazioni rispetto a O.

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Slreatt) _ {(O, é= R’(reatt)) = -'geatt)}

[
A questo proposito osserviamo che, in Meccanica Razionale, si trascurano le dimensioni del vincolo
modellizzato come puntiforme e si sceglie proprio tale punto O, comune al vincolo e al rigido, come
punto di applicazione del risultante delle reazioni vincolari. In tal modo, si rinuncia a determinare
le singole reazioni vincolari sui diversi punti del vincolo (oggetto di studio nei corsi successivi) e ci

si accontenta di calcolare solo il vettore risultante ¢o e la coppia di reazione ji.
Dunque, il lavoro virtuale della sollecitazione reattiva puo essere calcolato come

LV reatt) — g . 530 + ji- €.
Inoltre, se il vincolo é non dissipativo vale
bo - 6Fo+i-€>0  ViéTo,Ve virtuali
e se il vincolo é anche bilatero, vale I'uguaglianza. Sotto analizzeremo le reazioni vincolari di alcuni

vincoli non dissipativi, piani e spaziali ricordando, che le reazioni vincolari rimangono incognite
parziali sia in statica, sia in dinamica.

8.4.1 Vincoli piani non dissipativi

Passaggio bilatero per un punto

cerniera bucata

N

Poiché dZo = ds €y, €= dypes, il vincolo é non dissipativo se e solo se
0=qo -0s& + i -0pes  Vos,¥op R
Pertanto, le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

(842) { %O,J €t =0 PN {?O/J_é’t
’ = nem

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Passaggio unilatero per un punto

O/

Poiché dZo: = ds€é; + dye,, € = dpes, il vincolo é non dissipativo se e solo se
0< ¢or - (85 + 0y &) + ji - 6 Vds,0p € R Yoy >0

Pertanto, le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

ggo/ . gt =0 (bO’J—gt
¢?O, -8, >0 < 4 ¢o concorde a €,
i €3 =0 nem

Cerniera cilindrica scorrevole bilatera

L
O ’ s
" > P
s

Poicheé dZp = dxey, € = dpés il vincolo € non dissipativo se e solo se

€3

O:q;p - 0xel + [i- 63 Véx,Vop € R

Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

5o & = bpLE,
(8.4.3) {“ﬁpﬂ 1 =0 @{Gfp “
- = nwem

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Cerniera cilindrica scorrevole unilatera

3 s

QO

Poiche §&p = dxey + dyes ,Voxr € R,Voy > 0 e €= dpes ,Vdp € R il vincolo é non dissipativo se
e solo se
0< ép - (026, + 0yés) + i - 0pés Vo, Nop €R, Yoy >0.

Le soluzioni di tale disequazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

—

bp-é =0 oplér
bp - >0 < { dp concorde a &
fg-és =0 pemw

Cerniera cilindrica fissa bilatera

e
O
1
%2 —

Poiche dZp =0 e €= dpes Vo € R il vincolo € non dissipativo se e solo se
0=q¢p-0Tp+[i 0pés VopeR.
Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

(8.4.4) { (Ep = qualsiasi N $P = qualsiasi

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Pattino bilatero

Poiché §Zp = dx €y e €= 0, il vincolo & non dissipativo se e solo se
0=¢p-0xéi+ii§.

Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

(8.4.5) {@ua

[ = qualsiasi

Incastro bilatero

o1
N\ "

Poicheé 6Zp = 0 e €= 0 il vincolo ¢ non dissipativo se e solo se
0=¢p-0%p +i-X.

Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

(8.4.6) gi;p = qualsiasi
o [l = qualsiasi

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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8.4.2 Vincoli spaziali non dissipativi

Appoggio unilatero su di un piano

€,
A
€
0zA
R A €y
€ / g 5
524 Yya

\
Poiché 04 = 0z 4 €, + dyaéy + dza€, con 6z4 > 0 ed € € E3, il vincolo ¢ non dissipativo se e

solo se
0< ¢Z)A - (0za ey + 0yaéy +6ZA€Z) + i€ Véra,0ys € R, 0z4 >0 ,VEE F3 .

Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

¢A€z:O
(8.4.7) $a- & =0

¢A'€z20

fi=0

Anellino fisso o cerniera sferica “bucata” fissa

és(t)

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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212

Poiche §Zp = dse€3(t) ed €€ FEs, il vincolo & non dissipativo se e solo se

0=¢p-sés(t)+ji-¢ VoseR,Vee Es.

Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

-

(8.4.8)

Cerniera sferica fissa

P
Poicheé 6Zp = 0 e € € Es il vincolo ¢ non dissipativo se e solo se
0=¢p - 0&F +i-& Ve€Ey
Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

(E p = qualsiasi
fi=0

Cerniera sferica scorrevole: per esercizio

Cerniera cilindrica fissa
Poiché 67p =0, €= dpes il vincolo ¢ non dissipativo se e solo se
0=p-6Tp+ji 60  Vép€R

Le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le sollecitazioni reattive date da

qu = qualsiasi
fi-€3=0<«ji€mn(e,e)

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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N
M1 €1(t)
Cerniera cilindrica scorrevole o collare cilindrico: per esercizio.

8.5 Problemi della statica dei modelli

La statica studia principalmente due problemi:

diretto: date le sollecitazioni agenti su un modello, trovare le eventuali configurazioni di equilibrio e
determinare le reazioni vincolari che, come abbiamo visto, sono a priori parzialmente incognite,
in quelle configurazioni;

inverso (o del controllo): assegnata una configurazione, determinare quali valori devono assu-
mere alcuni parametri del modello (lunghezza di aste, rigidezza di molle, intensita di forze)
affinché tale configurazione sia di equilibrio.

Riprendiamo il problema diretto dell’Esempio 5.11.1 gia trattato con il PLV

—

€2

Esempio 8.5.1.
Consideriamo lasta della figura, vincolata con una cerniera cilindrica scorrevole lungo l’asse
(O;€1), a stare nel piano verticale (O; €1, €2). Supponiamo che i vincoli siano lisci e bilateri.

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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Trovare:
1. Tutte le eventuali configurazioni di equilibrio.

2. Le reazioni dei vincoli sul modello in equilibrio.

(a) Analisi cinematica: gradi di liberta e coordinate libere.
L’ equazione di vincolo ¢ y4 = 0, indipendente dal tempo (vincolo fisso). Quindi il
vincolo ¢ semplice, (v =r = 1). Pertanto,

l=g—v=3-1=2

coordinate libere: (0,z = x0) —m<f<m zeR Cy =S xR

(b) Analisi delle forze esterne

| attive | | reattive
molla | Fy=—c(4-0)=-ad || SV ={(4,6).7}.6a-& "=V 0,5-5" "% 0
Fp = Teyx(B-4)=
follower = F(—sinf & + cosf &)
peso mg = —mg€2

Diagramma delle forze o di corpo libero

W
K2 F
€2
B
b2 '
o] fa 4 ~
€1 N~ M1

'/*3 / 2
Scomponiamo le reazioni vincolari sulla base (€1, €2, €3)
da=¢262+ ¢3¢€3, f=p1e1+p2és,
dove, con ¢q, ¢3, € p1 2, abbiamo denotato le componenti scalari (non il modulo) della reazione (5 A
e, rispettivamente, della coppia fi. Il segno di tali componenti, a priori incognito, verra determinato

dalle equazioni.

1. Equilibrio

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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poiché il sistema é rigido, le ECS sono sufficienti a garantire 1’equilibrio. Quindi le configu-
razioni di equilibrio ge = (0., z.) sono tutte e sole le soluzioni del sistema delle 2 equazioni
vettoriali

-

éest 9 _
(851) z t(Ia a¢25¢3;ﬂ1;ﬂ2) . ,
.ZS ($797¢27¢37M17N27):0

nelle 6 incognite (z, 0, 2, d3, p1, pi2, ). La scelta di A come polo del momento ne semplifica il
calcolo poiché ¢4 e F4 non danno contributo. Quindi, i lati sinistri del sistema (8.5.1) sono

(852) é(est) _ ﬁ(est,att) _i_ﬁ(est,reatt) _ ﬁA +m§+ ﬁB + (;A
(853) M}:st) _ Mzgest,att) + M{(:st,reatt) _ (G . A) « m§+ (B _ A) « ﬁB + /—1: )

equivalenti alle 6 equazioni scalari

(8.5.4) R-&=0 —cx — Fsinf =0
(8.5.5) R-&=0 —mg + Fcosf+ ¢y =0
(8.5.6) R-&=0 ¢3 =0

(8.5.7) My-& =0 p1 =0

(8.5.8) My-& =0 2 =0

(8.5.9) My-& =0 —mgdcos + FL =0

Si osservi che in questo caso, poiché il modello & piano e le forze attive sono complanari, il
sistema si disaccoppia in

¢3207 ,UlZO, ,UQ:O,

e nel sistema delle 3 equazioni scalari nelle 3 incognite (., 6, =),

(8.5.10) R-é& = —cx—Fsinf=0
(8.5.11) R-é& = —mg+ Fcosf+¢o =0
(8.5.12) My-& =0 —mgdcos + FL=0,

Tale sistema ¢ lineare nella reazione vincolare ¢o ma non lineare nella coordinata libera 6.

La (8.5.10) e la (8.5.12) non contengono la sollecitazione reattiva: la (8.5.10), poiché I'unica

reazione in A é ortogonale a €1 & (;_5:4 - €1 = 0, la (8.5.12), grazie alla scelta del polo nel
punto di applicazione della reazione vincolare. Per tale ragione, si dicono equazioni pure di
equilibrio e coincidono con le (5.12.4), che abbiamo gia risolto nel Cap. 5, Esempio 5.11.1.

Riscriviamo le soluzioni, cioé le configurazioni di equilibrio q. = (0., x.):

(©2009 G. Tondo. Questi appunti sono coperti da diritto d’autore.
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se \=1& FL=mgd

€2
F
al” = (0,0) T
Oo=4A4 1
mg
se A\<1& FL < mgd
€2
1
q_é )
F (1)
qlV = (— arccos \, —v/1 — )\2> Le €l
c
O A Ja
mg
B
. F
€2
B
F
q? = <arccos A ——V1-— /\2) mg
¢ A - €1
A 20 )
e
2. Reazioni vincolari
Dall’equazione (8.5.11) ricaviamo la reazione vincolare:
¢o =mg — Fcosd =mg— F\ se A <1
Allora, possiamo riassumere i risultati ottenuti:
se A\=1& FL=mgd
€2
(0) —
Qe " = (07 0)
d b2 B
¢2—mg—F—mg<1—f)>0,¢3—0,u1—0,u2—0 >

se A\<1& FL < mgd
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€2
1)
¢p e
qlt) = (— arccos \, %\/ 1-— )\2> ?Eélﬂ)J e
O A F
mg
B
¢2:mg—AF,¢3:O,H1:Oau2:O
. F
e
F 2 b
q? = <arccos A <V 1- /\2) P2 mg
(4 T 61
A0

Quiz. Qual ¢ il verso di (5,47 La sua componente scalare é data da

F d
gbg—mg(l—A—) —mg<1—/\2—) ,
mg L

che ha segno positivo se e solo se
L L
MN<oe A<y /=
d d

Tale condizione ¢ soddisfatta poiché \/% > 1 e A <1, pertanto segue che:

/L
1 — .
A<l p

-

Dunque, in questo problema, ¢ > 0, quindi ¢4 ¢ sempre concorde al versore €3, quindi &
diretta verso lalto.

Supponiamo, ora, che la guida sia scabra. Sperimentalmente é stato osservato che, per un rigido
3D come nella Figura 8.5.1, oltre al componente reattivo ortogonale al vincolo, ¢,,, esiste anche un
componente tangente al vincolo, ¢¢, che soddisfa la relazione di Coulomb:

s
(8.5.13) — < vs: coefficiente di attrito statico

on|

Le condizioni nelle quali si realizza I'uguaglianza nella (8.5.13), si chiamano condizioni di equilibrio
limite. Dunque, nel nostro problema, la reazione in A si scompone come ¢4 = ¢1 €1 + P2 €5 + P3 €3

e vale la relazione \/% < vg; in condizioni di equilibrio limite |¢1| = vs+/¢3 + 3.
2 3
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Figura 8.5.1: Reazioni di un appoggio semplice lungo una guida scabra

Allora, le ECS e la relazione di Coulomb si scrivono

(8.5.14) ¢1 —cx — Fsinf =0
(8.5.15) ¢2 —mg+ Fcosf =0
(8.5.16) b3 =0
(8.5.17) =0
(8.5.18) fio =0
(8.5.19) —mgdcost + FL =0
(8.5.20) 61| = ver/B3 + 63

poiché le (8.5.15)—(8.5.19) sono invariate, le soluzioni per 6. e le componenti della sollecitazione
reattiva ¢s, ¢3, u1, p2, assumono gli stessi valori del caso senza attrito.
FL

0. = {920) =0, (Y = —arccos \, 12 = arccos)\} A=——<1
mgd

d
ng:mg—F/\:mg(l—)\2Z>>0, ¢3=0, =0, p2=0.

poiché ¢y & sempre positiva all’equilibrio, possiamo scrivere la (8.5.14) e la (8.5.20) nel modo
seguente:

x=—%sin9+%

$1 = Vs se ¢1 >0
161] = valha] = vads = <

P1 = Vs se 1 <0

Allora, in condizioni di equilibrio limite q. = (6, Z.), si ha:
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LseA=1,0=0 go=mg(1-4), ¢3=0, m=0, p=0
¢1 = trsmg (1 - %) E(eo) =48 = 4y ™ (1 - %) = +Ax,

—

€2 52
o2 D2
ol [F I
A O 1 & o A l &
mg mg

2. se0</\<1,9£1):—arccos)\ (bg:mg(l—)\Q%), p3=0, pw =0, p2=0
¢ = :l:l/smg(l—)\Qd) fé)—xe + Ax,

€3

P2

|¢1 (1) €

3. se0</\<1,9£2)=arccos/\ ng:mg(l—)\Q%), ¢3=0, w1 =0, =0

:I:Vsmg 1 — )\2 d (2) 22) + Az,
. F
e
2 B
¢2 mg
2) A 61
|<z>1r71 @) oA ¢

Dunque, in condizioni di equilibrio limite ogni configurazione di equilibrio del caso senza attrito si
duplica, cioé le configurazioni di equilibrio raddoppiano. Invece, nelle condizioni di equilibrio non
limite, q. = (., T.), & facile convincersi che le configurazioni di equilibrio diventano infinite, poiché
coincidono con tutti i punti degli intervalli aventi come estremi le configurazioni di equilibrio limite,
e come centri le configurazioni di equilibrio in assenza di attrito:

1' se A = 1) 9530) = Oa _Axe S E(EO) S A:Ee
2. se 0< A< 1,6 = —arccos A, 2l — Az, <7V <2V + Az,

3.se0< A<, 0 — arccos A, z? Az, < if) < 2 4 Az,
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In conclusione, abbiamo constatato che la presenza di attrito “favorisce” I’equilibrio. Ecco perché
trascurare l'attrito vuol dire mettersi nella situazione piu sfavorevole per 'equilibrio e quindi in
quella di maggior sicurezza. E quello che faremo da ora in poi.

N. B. Se la guida ¢é scabra, le ECS sono 'unico metodo che possiamo usare per studiare gli
equilibri di un sistema meccanico. Infatti, I'uso del PLV richiede I'ipotesi di vincoli non dissipativi.
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