
L’archetipo della logica algebrica

Eugenio G. Omodeo

Trieste, 08/03/2022–. . .
Eugenio G. Omodeo L’archetipo della logica algebrica 1/22



L’archetipo della logica algebrica

Eugenio G. Omodeo

Trieste, 08/03/2022–. . .
Eugenio G. Omodeo L’archetipo della logica algebrica 1/22



L’archetipo della logica algebrica

Eugenio G. Omodeo

Trieste, 08/03/2022–. . .

Eugenio G. Omodeo L’archetipo della logica algebrica 1/22



Eugenio G. Omodeo L’archetipo della logica algebrica 2/22



Postulati su una relazione ‘⇠’ di equivalenza

8 z z ⇠ z ;
8 y 8 z ( y ⇠ z ! z ⇠ y ) ;

8 x

8 y 8 z
⇥
9 x ( y ⇠ x & x ⇠ z ) ! y ⇠ z

⇤
.

8 x 8 y 8 z
⇥
( y ⇠ x & x ⇠ z ) ! y ⇠ z

⇤
.

Possiamo esprimere questi tre enunciati senza utilizzare
variabili individuali ?

Ecco un modo:

◆ v ⇠ ;
⇠^ v ⇠ ; ‘^’ scambia i ruoli

⇠ � ⇠ v ⇠ . ‘ � ’ compone relazioni

Ecco un altro modo:
◆[ ⇠ = ⇠ ;
⇠^ = ⇠ ;

⇠ � ⇠ = ⇠ .
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Postulati su una relazione ‘⇠’ di equivalenza

Che bastino ⌘ a caratterizzare un’equivalenza?

◆[ ⇠ = ⇠

⇠ � ⇠ = ⇠^
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Un postulato sulla relaz. ‘2’ di appartenenza

8 y 8 z
⇥

y 6= z ! 9 x ( x 2 y $ x /2 z )
⇤
.

8 y 8 z
⇥

8 x ( x 2 y $ x 2 z ) ! y = z
⇤
.

Possiamo esprimere questo enunciato—o, piú in generale, un
qualsiasi assioma della teoria degli insiemi—senza utilizzare
variabili individuali ?

Ecco un modo:

◆ v (3� 62)[ (63�2) ,

ove 3 , 62 , 63 stanno per 2^ , 2 , 2^ .

Ed ecco come esprimerlo tramite un’equazione:

◆\
�
(3� 62)[ (63�2)

�
= ◆ .
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Lessico dell’algebra L⇥ delle mappe

Simboli logici: Vi sono

0

tre

due costanti:
booleanez}|{
Ø , 1l ,

e ◆ ;

1 due

(?)

segni d’identità: ◆ ed = ;

2

quattro

due operatori:

intersezione, somma:
booleaniz }| {

\ /2 , 4/2 ;

composizione, inversione: � /2 ,
^

/1| {z }
peirceani

.

Lettere mappali: r1 , r2 , r3 , . . . ( almeno una, e
di forma tipografica molto varia:6, 2 , � , ⇢ , . . . ).

Parentesi: ( , ) .
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Sintassi di L⇥ — Predicati e uguaglianze

Predicati: 0 Le costanti Ø , 1l , ◆ ;

1 le lettere mappali ri ;

2 le espressioni di una delle forme

(P \ Q ) , (P4Q ) , (P � Q ) , P^ ,

con P e Q predicati.

Enunciati: le uguaglianze di forma

P = Q ,

con P e Q predicati.
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Verso la semantica di L⇥ — Diagrammaticam.:

. . . Questo per quanto riguarda il retaggio booleano. . .
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Semantica di L⇥ — Strutture interpretative

Per interpretare il linguaggio mappale dalla firma R, ove

R =
⌦

le lettere mappali ri
↵
,

occorre una struttura

= =
⇣
D, R

⌘
,

con

D universo del discorso , non vuoto ,

R appartenente a
⇣
P
�
D⇥D

�⌘R
o a

Q
r2RP

⇣
D⇥D

⌘
.

Vale a dire che: R associa a ogni lettera
mappale una relazione diadica su D , cioè,
un insieme di coppie ordinate di elem. di D .
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Semantica di L⇥ — Valutazione dei predicati

Estendiamo la funzione

< : ri 7! ri=

a tutti i predicati ponendo, ricorsivam.,

Ø= =Def ; , 1l= =Def D⇥D , ◆= =Def {ha, ai : a in D} ;

(P \Q)= =Def { ha , bi 2 P= : ha , bi 2 Q= } ;

(P4Q)= =Def { ha , bi 2 D⇥D : ha , bi 2 P= sse ha , bi /2 Q= } ;

(P^)= =Def { hb , ai : ha , bi 2 P= } ;
(P �Q)= =Def { ha , bi 2 D⇥D : vi sono c in D per i quali

ha , ci 2 P= e hc , bi 2 Q= } .
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Semantica di L⇥ — Specifiche algebriche

A qs. punto, qualsiasi enunciato P = Q risulta vero / falso
in ogni struttura interpretativa =. Scrivendo che

A |=
⇥

P=Q

intenderemo che P= = Q= vale quando = è tale che
R= = S= valga per tutte le uguaglianze R=S in A .

Spesso vorremo specificare la collezione K delle strutture
che hanno interesse per un’applicazione tramite un insieme
A di uguaglianze che devono risultare vere in ogni = di K.

Ad es., con A = { ◆ = 1l }, imporremo che D sia singoletto. Cosí,
; ed D⇥D diverranno i soli valori possibili per qualsiasi predicato.

Ma abbiamo già visto esempi piú sofisticati. . .
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Esercizio d’interpretazione

Qualche proprietà di un . . . . . . . . .
Scegliamo per r1 questa forma tipografica: 6 .
Indicare quali sono le strutture interpretative = in cui risultano vere

◆\ (64 1l ) = Ø ,

(6�6)\ (64 1l ) = Ø .

È vero che
�
◆\ (64 1l ) = Ø , (6�6)\ (64 1l ) = Ø

 
|=
⇥ 6^ = 6?
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Un’ardua questione

Esercizio⇤:
Stabilire se la coppia

⇣
uguaglianze di L⇥ , |=

⇥
⌘

sia o no una logica.

Dove risiede la difficoltà:
Stabilire se ⇣

uguaglianze di L⇥ , |=
⇥

⌘

goda o meno della compattezza, eventualmente individuando una
relazione `⇥ piú ‘operativa’ di |=⇥ ma che a conti fatti risulti tale che:

`⇥ = |=
⇥

( sempre che ciò sia possibile!! )
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Sintassi di L⇥ — Costrutti abbreviativi

P =Def P41l
P [Q =Def (P4Q )4(P \Q )
P \Q =Def P \ (Q4P )

P†Q =Def P �Q
⇧P =Def 1l � P � 1l

fncPart (P) =Def P \ P � ◆

P v Q $Def P \Q = Ø

f $Def 1l = Ø

P=Q ) R=S $Def ⇧(P4Q )\ (R4S ) = Ø

¬P=Q $Def P 6=Q $Def ⇧(P4Q) = 1l

costrutto ) ¬ = 6= v \ [ 4 † \ � ^

priorità -2 -1 0 0 0 1 1 2 3 4 5 6 6
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P=Q ) R=S $Def ⇧(P4Q )\ (R4S ) = Ø

¬P=Q $Def P 6=Q $Def ⇧(P4Q) = 1l

costrutto ) ¬ = 6= v \ [ 4 † \ � ^

priorità -2 -1 0 0 0 1 1 2 3 4 5 6 6
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Assiomi logici di L⇥

P \Q = Q \ P�
P \ (Q4R )

�
4(P \Q ) = P \R

1l\ P = P
(P ? Q ) ? R = P ? (Q ? R ) ? 2 {4 , \ }

(P �Q ) �R = P � (Q �R )
◆ � P = P

(P [Q ) �R = (Q �R ) [ (P �R )
P^^ = P

(P ? Q )^ = Q^ ? P^ ? 2 { \ , � }�
P^ �

�
R \ (P �Q )

��
\Q = Ø

Qui sopra ( richiamo ):

P [Q =Def ( P 4 Q )4( P \ Q ) ,
P \Q =Def P \ ( Q 4 P ) .
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Assiomi logici di L⇥ — ( Esercizio )

P \Q = Q \ P�
P \ (Q4R )

�
4(P \Q ) = P \R

1l\ P = P
(P ? Q ) ? R = P ? (Q ? R ) ?2 {4, \ , � }

◆ � P = P
(P [ Q ) �R = (Q �R ) [ (P �R )

P^^ = P
(P ? Q )^ = Q^ ? P^ ? 2 { \ , � }�

P^ �
�
R \ (P �Q )

��
\Q = Ø

Esercizio ‘soundness’ (?)

Accertare la validità degli schemi qui adottati come assiomi logici,

intesa nel senso che qualsiasi uguaglianza fra predicati ricada sotto
ciascuno di essi è vera in ogni struttura interpretativa = .

2

· · · · · · mancano ancora le regole d’inferenza · · · · · ·
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Regola d’inferenza del calcolo delle mappe

`⇥

Da P = Q ed R = S , quando R figura in P e/o in Q ,

s’inferisce qualsiasi uguaglianza ottenibile dalla P = Q

per

sostituzione di S a qualche occorrenza di R .
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Derivabilità nel calcolo delle mappe

Sia Q l’insieme delle uguaglianze fra predicati. Diremo che la
sequenza

� = h�0, �1, . . . , �hi
è una dimostrazione di # da A, dove # 2 Q ed A ✓ Q, quando:

i �h = #;
ii per ogni i = 0, . . . , h, accade che �i sia un elemento di Q che

? appartiene ad A , oppure
? ricade in uno degli schemi proposti come assiomi

logici, oppure ha la forma P=P , oppure
? vi sono uguaglianze �j0 = (P=Q) e �j1 = (R=S)

che lo precedono (nel senso che j0 < i e j1 < i),
tali che R figuri come parte di P e/o di Q e che �i
risulti dall’uguaglianza P=Q per rimpiazzamento
di qualche R in essa presente con il predicato S .
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Stele di Rosetta — Parte I

Incl’n: X ✓ Y $Def 8 v ( v 2 X ! v 2 Y ) ✓ =Def 2^ � 2
Symmetry: Y ⇢ X ! X ⇢ Y ⇢^ = ⇢

Trans’vity: X ⇢ Y ⇢ Z ! X ⇢ Z ⇢ � ⇢v ⇢

Pervas’ss: 9 v
⇣
X ⇢ v _ v ⇢ X ) (⇢ [ ⇢^ ) � 1l = 1l

Reflexivity: X ⇢ Y ! X ⇢ X & Y ⇢ Y ⇢ [ ⇢^ v ( ◆ \ ⇢ ) � 1l
Strictness: ¬ X < X < \ ◆ = Ø
Antisym.: X 6Y 6X ! X = Y 6 \ 6^ v ◆

Trich’my: X < Y _ X = Y _ Y < X < [ ◆ [ <^ = 1l
Acyc’ty: ¬ X0 2 X12 · · ·2 Xn 2 X0 2 � · · · � 2 \ ◆ = Ø
Density: X 6Y & X 6 = Y ! ( 9 v )(X 6 v 6Y & X 6 = v 6 = Y )

6\ ◆v (6\ ◆ ) � (6\ ◆ )
No ends: 9 v 9w( v 6X 6w & v 6 = X 6 = w )

◆v (6\ ◆ ) � 1l � (6\ ◆ )^
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Stele di Rosetta — Parte II

Galois’:
�
9z(X g z g Y ) ! X=Y

�
& (XgY ! X 6 =Y ) & (Y gX ! 9v Xgv )
g � g v ◆ & g \ ◆ = Ø & g^ v g � 1l

Monot.: X 6Y g Z & X g V ! V 6Z 6 � g \ g � 66= Ø

Bisim’n:
�
Y � X ! X � Y

�
&

�
V � X � Y ! ( 9w )(w � Y & V � w )

�

1l � (� \ �^ ) [ (� � � \ � � � ) = Ø
Graph

iso’sm:
�
(X g Y & X g Z ) _ (Y g X & Z g X ) ! Y = Z

�
&�

( 9 v )X f v $ ( 9w )(X r w _ w r X )
�
&�

( 9 v )v f Y $ ( 9w )(Y s w _ w s Y )
�
&�

X r Z $ ( 9 v ,w )(X g v s w & Z g w )
�

g^ � g [ g � f^ v ◆ & g � 1l = ( r [ r^ ) � 1l &

1l � g = 1l � ( s [ s^ ) & r = g � s � g^
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Appendice: Un’indicizzazione di predicati ed uguaglianze mappali

Come stabilire una corrispondenza biunivoca fra i predicati
( scritti senza costrutti derivati ) e i numeri naturali:

Richiamare la bijezione c( , ) di Cantor fra N2 ed N :

2 · c(i , j) = (i + j)2 + 3 · i + j .

Numerare i predicati P0 , P1 , P2 , . . . in modo che:
8
>>>>><

>>>>>:

P1 = 1l , P4 +3 = Pi \ Pj ,
P4 (+1)+1 = Pi4Pj ,

P2 = ◆ , P4 (+1)+2 = Pi � Pj ,

P0 = 2 , P4 (+1) = P^ ,

dove:  = c(i , j) .
Codificare l’enunciato mappale Pi=Pj tramite il numero c(i , j) .
(Per semplicità ci siamo limitati a una sola lettera mappale: 2)
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A proposito dell’ultimo assioma logico di L⇥

Indichiamo con xSy , dove S è un qualsiasi predicato, il fatto che hx, yi 2
S= in un’interpretazione = .

Consideriamo una coppia hx, yi tale che xP^(R \ (P �Q))y e mostriamo
che non può valere xQy.

In e↵etti, xP^ � (R \ (P �Q))y vale se e solo se

• c’è uno z tale che zPx e z(R \ (P �Q))y , ossia

• c’è uno z tale che valgano zPx, zRy , mentre zP �Qy .

Ma se questo è il caso, allora è insostenibile che xQy : perché allora z(P �Q)y
seguirebbe da zPx ed xQy .
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