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(BI)
(BID)
(BII)
(BIV)
(BV)
(BVI)
(BVID)
(BVII)
(BIX)
(BX)

A+B=B+A,
A+4(B+C)=(A+B)+C,
(A~+B)"+(A"+B7)" =4,
A0(BOC)=(A0B)OC,
(A+B)@C=A0C+B0OC,
Aei=4,

A=A,

(A+B)~ = A"+B~, .
(A®@B)” =B~0A~,
A~®(A@B) +B~=B".
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Tue JourNaL or Symmouic Loaic
Volume 6, Number 3, September 1041

ON THE CALCULUS OF RELATIONS
ALFRED TARSKI

The logical theory which is called the calculus of (binary) relations, and which
will constitute the subject of this paper, has had a strange and rather capricious
line of historical development.' Although some scattered remarks regarding the
concept of relations are to be found already in the writings of medieval logicians,
it is only within the last hundred years that this topic has become the subject
of systematic investigation. The first beginnings of the contemporary theory
of relations are to be found in the writings of A. De Morgan, who carried out
extensive investigations in this domain in the fifties of the Nineteenth Century.
De Morgan clearly realized the inadequacy of traditional logic for the expres-
sion and justification, not merely of the more intricate arguments of mathematics
and the sciences, but even of simple arguments occurring in every-day life;
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POSTULATI SU UNA RELAZIONE ‘~’ DI EQUIVALENZA

Vz z ~ z
VyVz (y~z — z~y)
VxVyVz [(y~x&x~z) — y~z}

Possiamo esprimere questi tre enunciati senza utilizzare
| variabili individuali]?
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POSTULATI SU UNA RELAZIONE ‘~’ DI EQUIVALENZA

Vz z ~ z
VyVz (y~z — z~y)
VyVz [Elx(y~x&x~z) — yNZ}

Possiamo esprimere questi tre enunciati senza utilizzare

| variabili individuali | ? Ecco un modo:
t C ~
~~ CE ~ “~" scambia i ruoli
~o~ L ~ ‘o' compone relazioni
Ecco un altro modo:
tU~ = ~
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POSTULATI SU UNA RELAZIONE ‘~’ DI EQUIVALENZA

vz z ~ z
VyVz (y~z & z~y)
VyVz [Elx(y~x&x~z) > yNZ}

Possiamo esprimere questi tre enunciati senza utilizzare
| variabili individuali]?

Ecco un altro modo:
tU~ = ~

N
~

Il
!

~0 ~ —_— ~
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POSTULATI SU UNA RELAZIONE ‘~’ DI EQUIVALENZA

CHE BASTINO @ A CARATTERIZZARE UN’EQUIVALENZA?

~Q0 ~ — ~
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UN POSTULATO SULLA RELAZ. ‘€’ DI APPARTENENZA

VyVZ[ Vx(x€y & x€z) — y=z }

Possiamo esprimere questo enunciato—o, pil in generale, un
qualsiasi assioma della teoria degli insiemi—senza utilizzare

| variabili individuali|?

ove D, &, Fstannopere—, €, € . AFORMALZATON

WITHOUT VARIABLES

byAlfred Torsk!
and Steven Give
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UN POSTULATO SULLA RELAZ. ‘€’ DI APPARTENENZA

VyVz| y#z — Ix(x€y & x¢z) |

Possiamo esprimere questo enunciato—o, pil in generale, un
qualsiasi assioma della teoria degli insiemi—senza utilizzare
| variabili individuali|? Ecco un modo:

t L (3o0gu(Foe),

ove 5, ¢, F stanno per €7, €, € . O SETTEORY
WITHOUT VARIABLES

byAlfred Torsk!
and Steven Givant
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UN POSTULATO SULLA RELAZ. ‘€’ DI APPARTENENZA

VyVz| y#z — Ix(x€y & x¢z) |

Possiamo esprimere questo enunciato—o, pil in generale, un
qualsiasi assioma della teoria degli insiemi—senza utilizzare
| variabili individuali|? Ecco un modo:

t L (3o0gu(Foe),

ove 5, ¢, F stanno per €7, €, € . O SETTEORY
WITHOUT VARIABLES

byAlfred Torsk!
and Steven Givant

Ed ecco come esprimerlo tramite un’equazione:

iN((30gU(Fo€g)) = T. e
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono
booleane

.~
Q due costanti: 0,1
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono
booleane

.~
@ due costanti: 0,1
@ due (7) segni d'identita: . ed =;
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono

booleane
tre

.~
Q due costantir 0,1 e t;

Q due segni d'identita: « ed —=;
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono

booleane
tre

.~
Q due costantir 0,1 e t;
Q due segni d'identita: « ed —=;

© due operatori

booleani
—
INTERSEZIONE, SOMMA: Ny Dy
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono

booleane
tre

.~
Q due costantir 0,1 e t;
Q due segni d'identita: « ed —=;

quattro
@ due operatori.
booleani
—
INTERSEZIONE, SOMMA: Ny Dy
COMPOSIZIONE, INVERSIONE: ©ny -
—_—
peirceani
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono

booleane
tre

.~
Q due costantir 0,1 e t;
Q due segni d'identita: « ed —=;

quattro
@ due operatori.
booleani
—
INTERSEZIONE, SOMMA: Ny D)y
COMPOSIZIONE, INVERSIONE: Oy /-
~—_——
peirceani
LETTERE MAPPALIL: r1, 2, r3,... ( almeno una, e

di forma tipografica molto varia: <, €, A, p,... ).
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LESSICO DELL’ALGEBRA L* DELLE MAPPE

SIMBOLI LOGICI: Vi sono

booleane
tre

.~
Q due costantir 0,1 e t;
Q due segni d'identita: « ed —=;

quattro
@ due operatori.
booleani
—
INTERSEZIONE, SOMMA: Ny D)y
COMPOSIZIONE, INVERSIONE: Oy /-
~—_——
peirceani
LETTERE MAPPALIL: r1, 2, r3,... ( almeno una, e

di forma tipografica molto varia: <, €, A, p,... ).

PARENTESI: (, ).
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SINTASSI DI L*

PREDICATI: @ Le costanti @, 1,¢;

Q le lettere mappali r;;
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SINTASSI DI L*

PREDICATI: @ Le costanti @, 1,¢;
Q le lettere mappali r;;

@ le espressioni di una delle forme
(PN Q), (PAQ), (PoQ), P,

con P e @ predicati.
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SINTASSI DI L*

PREDICATI: @ Le costanti @, 1,¢;
Q le lettere mappali r;;

@ le espressioni di una delle forme
(PN Q), (PAQ), (PoQ), P,

con P e @ predicati.

ENUNCIATI: le uguaglianze di forma

con P e Q predicati.
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VERSO LA SEMANTICA DI L*

Venn diagram of AAB. The &
The intersection of two sets A and = symmetric difference is the union
B, represented by circles. AN Bisin without the intersection:

= @@ -0

.. Questo per quanto riguarda il retaggio booleano. ..
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VERSO LA SEMANTICA DI L*
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SEMANTICA DI L*

Per interpretare il linguaggio mappale dalla firma R, ove
R = { le lettere mappali r; } ,

occorre una struttura

con
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SEMANTICA DI L*

Per interpretare il linguaggio mappale dalla firma R, ove

R = {le lettere mappali r; },

occorre una struttura

con

D ’universo del discorso ‘ non vuoto ,

R appartenente a <T(®><©)>R oa Hrenﬂ)<@x9).
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SEMANTICA DI L*

Per interpretare il linguaggio mappale dalla firma R, ove
R = { le lettere mappali r; } ,
occorre una struttura
3 = (@ 9%) ,

con

D ’universo del discorso ‘ non vuoto ,

R appartenente a <T(©><©)>R oa Hrenﬂ)<@x©).

Vale a dire che: R associa a ogni lettera
mappale una relazione diadica su ® , cioé,
un insieme di coppie ordinate di elem. di ©.
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SEMANTICA DI L*

Estendiamo la funzione
R r = I’ij

a i predicati ponendo, ricorsivam.,

P = 0, 1V =,DxD, U ={(aa):aind}
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SEMANTICA DI L*

Estendiamo la funzione

R: r = I’ij

a i predicati ponendo, ricorsivam.,

P = 0, 1V =,DxD, U ={(aa):aind}

(PQQ)j “Def {<a) b> S P7 . <a, b> c Qj};
(PAQR)? =5 {{a, b)cD xD : (a, b) € PPsse (a, b) ¢ Q”};

=
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SEMANTICA DI L*

Estendiamo la funzione

R: r = I’ij

a i predicati ponendo, ricorsivam.,

P = 0, 1V =,DxD, U ={(aa):aind}

(PN Q)T = {(a, b) € P?: (a, b) € Q7};
(PAQR)? =5 {{a, b)cD xD : (a, b) € PPsse (a, b) ¢ Q”};
(Pv)j =t 1(b, @) : (a, b) € Pj]’?
(Po Q) =p {(a, b) €D xD : visono ¢ in D periquali
(a,c)e P’ e (c, b)cQ?}.
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SEMANTICA DI L*

A gs. punto, qualsiasi enunciato P = Q risulta vero / falso
in ogni struttura interpretativa J. Scrivendo che

AE P=Q

intenderemo che P? = Q7 vale quando J & tale che

R = S7 valga per tutte le uguaglianze R=S in A .
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SEMANTICA DI L*

A gs. punto, qualsiasi enunciato P = Q risulta vero / falso
in ogni struttura interpretativa J. Scrivendo che

AE P=Q

intenderemo che P? = Q7 vale quando J & tale che
R = S7 valga per tutte le uguaglianze R=S in A .

Spesso vorremo specificare la collezione & delle strutture
che hanno interesse per un'applicazione tramite un insieme
A di uguaglianze che devono risultare vere in ogni J di &.
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SEMANTICA DI L*

A gs. punto, qualsiasi enunciato P = Q risulta vero / falso
in ogni struttura interpretativa J. Scrivendo che

AE P=Q

intenderemo che P? = Q7 vale quando J & tale che
R = S7 valga per tutte le uguaglianze R=S in A .

Spesso vorremo specificare la collezione & delle strutture
che hanno interesse per un'applicazione tramite un insieme
A di uguaglianze che devono risultare vere in ogni J di &.

Ad es., con A={1= 1}, imporremo che ® sia singoletto. Cosi,
0 ed D x D diverranno i soli valori possibili per qualsiasi predicato.
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SEMANTICA DI L*

A gs. punto, qualsiasi enunciato P = Q risulta vero / falso
in ogni struttura interpretativa J. Scrivendo che

AE P=Q

intenderemo che P? = Q7 vale quando J & tale che
R = S7 valga per tutte le uguaglianze R=S in A .

Spesso vorremo specificare la collezione & delle strutture
che hanno interesse per un'applicazione tramite un insieme
A di uguaglianze che devono risultare vere in ogni J di &.

Ad es., con A={1= 1}, imporremo che ® sia singoletto. Cosi,
0 ed D x D diverranno i soli valori possibili per qualsiasi predicato.

Ma abbiamo gia visto esempi pia sofisticati. . .

Eugenio G. Omodeo L’archetipo della logica algebrica 10/22



ESERCIZIO D’'INTERPRETAZIONE

QUALCHE PROPRIETA DI UN

Scegliamo per r; questa forma tipografica: < .
Indicare quali sono le strutture interpretative J in cui risultano vere

tn(<Aat) = 0,
(So)N(KAL) = 0.

E vero che
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UN’ARDUA QUESTIONE

Stabilire se la coppia

(uguaglianze di £*, E )

sia 0 no una logica.
DOVE RISIEDE LA DIFFICOLTA:
Stabilire se
X
<uguaglianze di LX, E )

goda o meno della compattezza, eventualmente individuando una
relazione - pia ‘operativa’ di = ma che a conti fatti risulti tale che:

LR

( sempre che cio sia possibile!! )
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SINTASSI DI L*

P =, PA1L
PUQ = (PAQ)A(PNQ)
P\Q “Def Pﬂ(QAP)
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SINTASSI DI L*

P =, PA1L PiQ =5 PoQ@
PUQ =p¢ (PAQ)A(PNQ) OP =5 LoPol
P\Q =ps PN(QAP) fncPart (P) = PNPot
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SINTASSI DI L*

P =, PA1L PiQ =5 PoQ@
PUQ =p¢ (PAQ)A(PNQ) OP =5 LoPol
P\Q =ps PN(QAP) fncPart (P) = PNPot

PCQ ¢ps P\Q=20
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SINTASSI DI L*

P = PAL PiQ =ps PoQ
PUQ =p¢ (PAQ)A(PNQ) OP =5 LoPol
P\Q =ps PN(QAP) fncPart (P) =, PN Pot

PCQ ¢ps P\Q=20
fH>Def]]-:®

P:Q = R:S Def O(PAQ)Q(RAS) = [Z)
“P=Q s P#EQ s ©o(PAQ) =1
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SINTASSI DI L*

P = PAL PQ =5 PoQ
PUQ =p¢ (PAQ)A(PNQ) OP =5 LoPol
P\Q =ps PN(QAP) fncPart (P) =, PN Pot

PCQ ¢ps P\Q=20
fH>Def]]-:®

P:Q = R:S Def O(PAQ)Q(RAS) = [Z)
“P=Q s P#EQ s ©o(PAQ) =1

costrutto | = | —
priorita —2|-1]0

I
SIS
ol

_
-
>
—
D)
o
(
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AssioMI LOGICI DI L~

PNR=QNP
(PN(QAR)A(PNQR)=PNR
1NP=P
(P xQ)xR=P*(Q*R) ~e{A, N}
(PoQ)oR=Po(QoR)
toP =P
(PUQRQ)oR=(QoR)U(PoR)
p——=P
(PxQ)” =Q— P~ xe{N, o}
(P~ o (R\(PoQ)))NQR=10

Qui sopra ( richiamo )

PUQ = (PAQIA(PNQ),
P\Q = PN(QAP).
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AssioMI LOGICI DI L*

PNQR=QNP
(PN(QAR)A(PNQR)=PNR
1NP=P
(P xQ)xR=P*x(Q*R) ~e{A, N, o}
toP=P e
(PUQ)oR=(QoR)U(PoR)
P~ =P
(P Q) =Q %P~ |xe{n, o}
(P70 (R\(PoQ)))NQ=0

Accertare la validita degli schemi qui adottati come assiomi logici,

|
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AssioMI LOGICI DI L*

PNQR=QNP
(PN(QAR)A(PNQR)=PNR
1NP=P
(P xQ)xR=P*x(Q*R) ~e{A, N, o}
toP=P e
(PUQ)oR=(QoR)U(PoR)
P~ =P
(P Q) =Q %P~ %je{ﬂ,o}
(P70 (R\(PoQ)))NQ=0

Accertare la validita degli schemi qui adottati come assiomi logici,

intesa nel senso che qualsiasi uguaglianza fra predicati ricada sotto
ciascuno di essi & vera in ogni struttura interpretativa J . O
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AssioMI LOGICI DI L*

PNQR=QNP
(PN(QAR)A(PNQR)=PNR
1NP=P
(P xQ)xR=P*x(Q*R) ~e{A, N, o}
toP=P e
(PUQ)oR=(QoR)U(PoR)
P~ =P
(P Q) =Q %P~ %je{ﬂ,o}
(P70 (R\(PoQ)))NQ=0

Accertare la validita degli schemi qui adottati come assiomi logici,

intesa nel senso che qualsiasi uguaglianza fra predicati ricada sotto
ciascuno di essi & vera in ogni struttura interpretativa J . O
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REGOLA D’INFERENZA DEL CALCOLO DELLE MAPPE

Tx
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REGOLA D’INFERENZA DEL CALCOLO DELLE MAPPE

Tx

DaP=Qed R=S, quando R figurain P e/oin Q,
s'inferisce qualsiasi uguaglianza ottenibile dalla P = Q

per
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REGOLA D’INFERENZA DEL CALCOLO DELLE MAPPE

Tx

DaP=Qed R=S, quando R figurain P e/oin Q,
s'inferisce qualsiasi uguaglianza ottenibile dalla P = Q

per sostituzione di S a qualche occorrenza di R .
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DERIVABILITA NEL CALCOLO DELLE MAPPE

Sia Q l'insieme delle uguaglianze fra predicati. Diremo che la
sequenza
& = (80,01,---,0n)

é una dimostrazione di ¥ da A, dove & € Q ed A C Q, quando:

Q@ 4 =19
@ perognii=0,...,h, accade che §; sia un elemento di Q che
* appartiene ad A, oppure
* ricade in uno degli schemi proposti come assiomi
logici, oppure ha la forma P=P, oppure
* Vi sono uguaglianze ;, = (P=Q) e §;, = (R=S)
che lo precedono (nel senso che jo < i e ji1 < i),
tali che R figuri come parte di P e/o di Q e che §;
risulti dall’'uguaglianza P=Q per rimpiazzamento
di qualche R in essa presente con il predicato S.
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY psVv(veX s veY) C =,E  o0¢€
Symmetry: YpX — XpVY P =p
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY psVv(veX s veY) C =,E  o0¢€
Symmetry: YpX — XpVY P =p
Trans'vity: XpYpZ — XpZ popLCp
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY psVv(veX s veY) C =,E  o0¢€
Symmetry: YpX — XpVY P =p
Trans'vity: XpYpZ — XpZ popLCp

Density:  X<Y&X #Y — (Iv)(X<v<Y &X #v #Y)
S\LE(<\1) o (<\ 1)
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY ¢pgVv(veX 5 veY) C =,  0€

Symmetry: YpX — XpVY P =p
Trans'vity: XpYpZ — XpZ popLCp
Pervas'ss: EIv(va\/va) (pUpP”)ol=1

Density:  X<Y&X #Y — (Iv)(X<v<Y &X #v #Y)
S\LE(<\1) o (<\ 1)
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY ¢pgVv(veX 5 veY) C =,  0€

Symmetry: YpX — XpVY P =p

Trans'vity: XpYpZ — XpZ popLCp

Pervas'ss: EIv(va\/va) (pUpP”)ol=1
Reflexivity: XpVY — XpX & YpVY pUp~C(tNnp)ol

Density:  X<Y&X #Y — (Iv)(X<v<Y &X #v #Y)
S\LE(<\1) o (<\ 1)
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY ¢pgVv(veX 5 veY) C =,  0€

Symmetry: YpX — XpVY P =p

Trans'vity: XpYpZ — XpZ popLCp

Pervas'ss: EIv(va\/va) (pUpP”)ol=1
Reflexivity: XpVY — XpX & YpVY pUp~C(tNnp)ol
Strictness: — X < X < Nui=4>0

Density:  X<Y&X #Y — (Iv)(X<v<Y &X #v #Y)
S\LE(<\1) o (<\ 1)
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STELE DI ROSETTA
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Strictness: — X < X < Nui=4>0

Antisym.: XY <X — X=Y <N<T L
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Antisym.: XY <X — X=Y <N<TLE
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Pervas'ss: EIv(va\/va) (pUpP”)ol=1
Reflexivity: XpVY — XpX & YpVY pUp~C(tNnp)ol
Strictness: — X < X < Nui=40n0
Antisym.: XY <X — X=Y <N<TLE
Trich'my: X < YV X=Y VY <X < UtuU <7 =1
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STELE DI ROSETTA

Incl'n: X C VY ¢pgVv(veX 5 veY) C =,  0€

Symmetry: YpX — XpVY P =p

Trans'vity: XpYpZ — XpZ popCp

Pervas'ss: EIv(va\/va) (pUpP”)ol=1

Reflexivity: XpVY — XpX & YpVY pUp~C(tNnp)ol

Strictness: — X < X < Nui=40n0

Antisym.: XY <X — X=Y <N<TLE

Trich'my: X < YV X=Y VY <X < UtuU <7 =1

Acyc'ty: —Xg€EXi€E--- € X, E X Eo--ro€enN1=0

Density: XSY&X ZY — (v)(XSvSY &X #v #Y)
S\tE(<\ 1) o (<\1)

Noends: JvIw(v<X<w&v #X #w)

{C(<\1) o Lo (<\1)~
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STELE DI ROSETTA

Galois: (3z(XgzgV)— X=Y) & (XgY = X£Y) & (YgX — v Xgv)
goglhit&kgnNi=0&g Lgol
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goglhit&kgnNi=0&g Lgol

Monot.: X<YgZ&XgV — VZ <ognNngo «£=10
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STELE DI ROSETTA

Galois: (3z(XgzgV)— X=Y) & (XgY = X£Y) & (YgX — v Xgv)
goglhit&kgnNi=0&g Lgol

Monot.: X<YgZ&XgV — VZ <ognNngo «£=10

Bisimn: (YBX — XBY)&(VYXBY — (Fw)(wyY &VBw))
o (B\B~) U (YoB\Boy)=0
Graph
iso'sm((XgY &XgZ)V (YgX&ZgX) > Y=2)&
(Fv)Xfv & (Fw)(Xrw V wrX)) &
(Fv)vfY & (Fw)(Ysw V wsY)) &
(XrZ & (3v,w)(Xgvsw & Zgw))

g ogUgof"Ci&kgol=(rUr )ol1l&
log=lo(sUs )&r=gosog~
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APPENDICE: UN’INDICIZZAZIONE DI PREDICATI ED UGUAGLIANZE MAPPALI

Come stabilire una corrispondenza biunivoca fra i predicati
( scritti senza costrutti derivati ) e i numeri naturali:

@ Richiamare la bijezione c(=,+) di Cantor fra N° ed N:

2-cliyj) = (i+j)?+3-i+j.

o Numerare i predicati Py, P1, P2,... in modo che:
P, = 1, Psei3 P;MPj,

Py(er1)41 = PiAAP;,

P = 1,  Pyps142 = PioPj,

Pp = €, Pikyyy = Py

dove: k = c(/,j).
e Codificare I'enunciato mappale P;=P; tramite il numero c(i, ).
o (Per semplicita ci siamo limitati a una sola lettera mappale: €)
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A proposito dell’ultimo assioma logico di £*

Indichiamo con xSy, dove S & un qualsiasi predicato, il fatto che (z,y) €
S% in un’interpretazione .

Consideriamo una coppia (x,y) tale che 2P~ (R \ (P o Q))y e mostriamo
che non puo valere xQy.

In effetti, P~ o (R \ (P o Q))y vale se e solo se
e c’¢ uno z tale che zPz e z(R\ (P o Q))y, ossia

e c’e uno z tale che valgano 2Pz, zRy , mentre zP o Qy .

Ma se questo ¢ il caso, allora ¢ insostenibile che zQy : perché allora z(P o Q)y
seguirebbe da z Pz ed zQy .



