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1 La famiglia P delle funzioni ricorsive primitive

Definizione 1 La collezione P delle funzioni ricorsive primitive è il piú piccolo1 insieme
di funzioni ( totali ), ad argomenti e risultato in N:

• cui appartengano tutte le funzioni iniziali ( vedi sotto ),

• che sia chiuso per composizione e ricorsione primitiva ( v. prossime definizioni ).

Le nostre funzioni iniziali sono: Le funzioni ovunque nulle, la funzione successivo:

〈x1, . . . , xn〉
On7→ 0 ( n = 0, 1 ) ,

x
S7→ x + 1 ,

e tutte le proiezioni associate agli interi positivi:

〈x1, . . . , xn〉
In,k7→ xk ( n > k > 1 ).

Definizione 2 Siano:
f una funzione a k argomenti,

g1, . . . , gk funzioni ad M argomenti.

Cośı si definisce la composizione h di f con g1, . . . , gk :

〈x1, . . . , xM〉
h7→ f

(
g1(x1, . . . , xM), . . . , gk(x1, . . . , xM)

)
.

1Cioè, minimo rispetto all’⊆ .

1



Esempio. Tramite composizione, dalle funzioni iniziali si ottengono tutte le costanti e le
funzioni a valore costante:

c︷ ︸︸ ︷
S( · · · S( O0( )

c︷ ︸︸ ︷
) · · · ),

c︷ ︸︸ ︷
S( · · · S( O1( In,1( x1, . . . , xn ) )

c︷ ︸︸ ︷
) · · · ) .

Definizione 3 La ricorsione primitiva, quando venga applicata ad f e g tali che

f sia una funzione n–adica
( quando n = 0, ciò significa che f è una costante )

g sia una funzione n + 2 adica

produce la funzione n + 1 adica

h tale che:

h(~x, 0) = f(~x)

h(~x, t + 1) = g
(
~x, t, h(~x, t)

)
(Qui ~x =Def x1, . . . , xn )

Grazie al teorema cinese dei resti, vale questa proposizione (dimostrata in [1]):

Teorema 1 (Gödel–Davis) Il grafo{
〈a1, . . . , an, b〉 : a1 , . . . , an , b ∈ N & h(a1, . . . , an) = b

}
di una funzione ricorsiva primitiva h può sempre venir espresso tramite una formula aritme-
tica in cui i quantificatori universali compaiono solo limitati e nella quale possono figurare
i connettivi proposizionali & e ∨ di congiunzione e disgiunzione mentre non vi figura-
no il connettivo ¬ di negazione né quello d’implicazione né quello di bi-implicazione. La
quantificazione esistenziale è ammessa senza restrizioni, perché qui assumiamo come simboli
primitivi tanto ∃ che ∀.
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2 Specifica di alcune funzioni ricorsive primitive

In base alla definizione della collezione P delle funzioni ricorsive primitive, le seguenti
funzioni (cośı come infinite altre) appartengono a P:

Addizione Moltiplicazione{
x + 0 = x

x + S y = S(x + y)

{
x · 0 = 0

x · S y = x · y + x

Fattoriale Elevamento a potenza{
0 ! = 1

(Sx) ! = (x !) · (Sx)

{
x0 = 1

xS y = xy · x

‘Negato’ Segno, o ‘asserito’
ng x = 0x sg x = 00x

‘Predecessore’ ‘Sottrazione’{
pr 0 = 0

pr Sx = x

{
x −̇ 0 = x

x −̇ S y = pr(x −̇ y)

Distanza Resto

|x− y| = (x −̇ y) + (y −̇ x)

{
0 % y = 0

(Sx) % y = S(x % y) · sg |y − S(x % y)|

Al lettore il compito di spiegare nel dettaglio queste specifiche — anche per colmare un
lieve divario che presentano rispetto alla definizione di P.

È vero che ogni polinomio diofanteo designa una funzione ricorsiva primitiva?

Esercizio 1 Mostrare che è ricorsiva primitiva la biiezione di abbinamento

c(i, j) =

(
0 + 1 + · · ·+ (i + j)

)
+ 2 i

2

di Cantor e che tali sono anche le funzioni iniettive

l(k) =
k − w · (w + 1)

2
, r(k) =

w · (w + 3)

2
− k , ove w =

⌊
−1 +

√
1 + 8 · k

⌋
2

,

che sono quelle per cui vale: c
(
l(k), r(k)

)
= k, per ogni k ∈ N .
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3 Dalla ricorsione primitiva alla ricorsione generale

Sia:

g una funzione parziale ad M + 1 argomenti naturali, con risultato naturale ,

situazione che denotiamo scrivendo che

g : NM+1 ⇀ N .

Il significato di questa mezza freccia e della sottolineatura ‘parziale’ che la precede è questo:
il dominio D di g è incluso in una potenza cartesiana di N, però non è detto che la ricopra
per intero. Nello specifico D ⊆ NM+1, però forse D ( NM+1.

Cośı si definisce la minimalizzazione

min
n

[ g(x1 , . . . , xM , n) = 0 ]

di g : si tratta della funzione

〈x1, . . . , xM〉
h7→ n

che risulta definita quando 0 è un valore assunto da g, purché n sia tale che

• g(~x, n) = 0 ed inoltre (se n > 0) Di qui in poi
~x sta per
x1, . . . , xM

• i valori g(~x, 0), . . . , g(~x, n− 1) sono tutti definiti e diversi da 0.

Al lettore il compito di introdurre la forma un po’ piú generale di minimalizzazione

min
n>`

[ g(x1 , . . . , xM , n) = 0 ] ,

in termini intuitivi e curando che minn[g(~x , n) = 0] = minn>0[g(~x , n) = 0]

A questo punto, in analogia con la definizione già data di P e previa puntualizzazione—
qui lasciata al lettore—su come vadano intese composizione e ricorsione (primitiva) qualora
vengano applicate a funzioni parziali, possiamo introdurre le funzioni computabili:

Definizione 4 La collezione C delle funzioni computabili parziali è il piú piccolo
insieme di funzioni parziali, ad argomenti e risultato in N:

• cui appartengano tutte le funzioni (ricorsive primitive) iniziali e che

• sia chiuso per composizione, ricorsione (primitiva), minimalizzazione.

Dalle definizioni scende subito che P ( C. Meno ovvio: in C \P vi sono funzioni totali;
un esempio è la funzione di Ackermann-Péter, definita su N2 dalla seguente ricorsione:

A(0, n) = n + 1 ,

A(m + 1, 0) = A(m, 1) , A(m + 1, n + 1) = A(m,A(m + 1, n)) .

( Vedi https://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function ).
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