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Specifica di Z in linguaggio riguardante Q –I

La seguente definizione aritmetica degli interi nei razionali venne
proposta in [Rob49]:

η(a, b,w) ⇔Def ∃ r ∃ s ∃ t
(

2 + a · b · w2 + b · r2 = s2 + a · t2
)
,

Z(ζ) ⇔Def ∀ a ∀ b
(

η(a, b, 0) &

∀ u
(
η(a, b, u) =⇒ η(a, b, u + 1)

)
=⇒
η(a, b, ζ)

)
.

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili è Q .

Esercizio Spiegare perché. . .
Accettando per corretta questa specifica, perché non possiamo
aspettarci che un’aritmetica assiomatica riguardante i razionali
( con addizione e moltiplicazione ) sia completa ?
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Specifica di Z in linguaggio riguardante Q –II

La specifica di Z è soddisfacente: Da un lato, perché quando una
proprietà P(ζ) ( qui la η( a,b, ζ ), con a,b ∈ Q generici ma fissati )

è soddisfatta da ζ = 0 e
ogniqualvolta è soddisfatta da ζ = u lo è anche da ζ = u + 1 .

allora P(ζ) — grazie al principio d’induzione aritmetica:
risulta soddisfatta da ζ = ζ , per qualsiasi valore ζ ∈ N .

Di converso ( ciò richiede una dimostrazione ben piú sofisticata

che fa ricorso a un importante teorema di Hasse del 1923 ), se
ζ ∈ Q è tale da soddisfare il suddetto predicato Z(ζ) allora il suo
denominatore ( scritto nei minimi termini )

non è divisibile né per 2 né per alcun numero primo b tale che
b ≡ 3 (mod 4) ,
non è divisibile per alcun numero primo b tale che
b ≡ 1 (mod 4) ;

pertanto il denominatore di ζ vale ±1 e dunque ζ ∈ N .
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Specifica di N in un linguaggio riguardante Z
Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilità
esistenziale di N in un linguaggio per l’aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N( a ) ⇔Def ∃ x ∃ y
(

y 6= 0 & x2 = (4 a + 2) y2 + 1
)
.

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili è Z .

Esercizio

Mostrare la correttezza di questa specifica .

È legittimo utilizzare la condizione y 6= 0 in una definizione
esistenziale?

Sí, perché in Z (cfr. [Tun85, p. 208]):

y 6= 0 ⇐⇒ ∃ u ∃ v
(
y = (2 u − 1) (3 v − 1)

)
Esercizio

Mostrare la correttezza di questa riscrittura di y 6= 0 .

Alla luce di questa riscrittura, condensare la specifica di N( a ) .

Eugenio G. Omodeo – Università di Trieste, DMG – Definibilità aritmetica 5/5



Specifica di N in un linguaggio riguardante Z
Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilità
esistenziale di N in un linguaggio per l’aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N( a ) ⇔Def ∃ x ∃ y
(

y 6= 0 & x2 = (4 a + 2) y2 + 1
)
.

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili è Z .
Esercizio

Mostrare la correttezza di questa specifica .

È legittimo utilizzare la condizione y 6= 0 in una definizione
esistenziale?

Sí, perché in Z (cfr. [Tun85, p. 208]):

y 6= 0 ⇐⇒ ∃ u ∃ v
(
y = (2 u − 1) (3 v − 1)

)
Esercizio

Mostrare la correttezza di questa riscrittura di y 6= 0 .

Alla luce di questa riscrittura, condensare la specifica di N( a ) .

Eugenio G. Omodeo – Università di Trieste, DMG – Definibilità aritmetica 5/5



Specifica di N in un linguaggio riguardante Z
Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilità
esistenziale di N in un linguaggio per l’aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N( a ) ⇔Def ∃ x ∃ y
(

y 6= 0 & x2 = (4 a + 2) y2 + 1
)
.

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili è Z .
Esercizio

Mostrare la correttezza di questa specifica .

È legittimo utilizzare la condizione y 6= 0 in una definizione
esistenziale?

Sí, perché in Z (cfr. [Tun85, p. 208]):

y 6= 0 ⇐⇒ ∃ u ∃ v
(
y = (2 u − 1) (3 v − 1)

)

Esercizio

Mostrare la correttezza di questa riscrittura di y 6= 0 .

Alla luce di questa riscrittura, condensare la specifica di N( a ) .

Eugenio G. Omodeo – Università di Trieste, DMG – Definibilità aritmetica 5/5



Specifica di N in un linguaggio riguardante Z
Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilità
esistenziale di N in un linguaggio per l’aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N( a ) ⇔Def ∃ x ∃ y
(

y 6= 0 & x2 = (4 a + 2) y2 + 1
)
.

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili è Z .
Esercizio

Mostrare la correttezza di questa specifica .

È legittimo utilizzare la condizione y 6= 0 in una definizione
esistenziale?

Sí, perché in Z (cfr. [Tun85, p. 208]):

y 6= 0 ⇐⇒ ∃ u ∃ v
(
y = (2 u − 1) (3 v − 1)

)
Esercizio

Mostrare la correttezza di questa riscrittura di y 6= 0 .

Alla luce di questa riscrittura, condensare la specifica di N( a ) .

Eugenio G. Omodeo – Università di Trieste, DMG – Definibilità aritmetica 5/5


