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1. Introduction. A relation p(x, - - + , x,) among natural numbers is said

to bedarithmetically definablif there is a formula containing the free vari-

ables xy, + + +, X, any number of bound variables, and symbols for particular
natural ; involving only the math ical symbols + and -, and
the logical symbols: A (for every), V (there exists), A (and), V (or), ~ (not),
and = (equals), which holds if and only if the relation p(xy, - - -, x,) is satis-
fied.

A relation p(x, - - -, x,) is said to beexistentially definable if there is a
formula of the type described above which does not contain either of the
logical symbols A or ~. We shall consider the existential definability of cer-
tain relations, e.g. x=y*, x=y!, and “x is a prime,” which are known to be
arithmetically definable by a general theorem of Gédel (see §6)(*).
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SPECIFICA DI Z IN LINGUAGGIO RIGUARDANTE Q

La seguente definizione aritmetica degli interi nei razionali venne
proposta in [Rob49]:

n(a, byw) Epes HrElsElt( 24a-b-w?4+b-r? = s24+a-t2 ),

Z(0) G ¥a¥b( mlab0e
Vu(n(a byu) = n(abu+1))
=
n(a,b,0) ).

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili &é Q.

E'SERCIZIO SPIEGARE PERCHE. . .

Accettando per corretta questa specifica, perché non possiamo
aspettarci che un'aritmetica assiomatica riguardante i razionali
( con addizione e moltiplicazione ) sia completa ?
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SPECIFICA DI Z IN LINGUAGGIO RIGUARDANTE Q

La specifica di Z & soddisfacente: perché quando una
proprieta P(C) (quilan(a,b,), con a,b € Q generici ma fissati )
o ésoddisfattada ( =0¢e
@ ogniqualvolta é soddisfatta da { = wu lo ¢ ancheda ( =u+1.
allora P({) — grazie al principio d'induzione aritmetica:
o risulta soddisfatta da { = C, per qualsiasi valore ¢ € N.
( cio richiede una dimostrazione ben pia sofisticata
che fa ricorso a un importante ‘teorema di Hasse del 1923‘ ), se

¢ € QQ ¢é tale da soddisfare il suddetto predicato Z(() allora il suo
denominatore ( scritto nei minimi termini )

@ non ¢ divisibile né per 2 né per alcun numero primo b tale che

b=3 (mod 4),
@ non é divisibile per alcun numero primo b tale che
b=1 (mod4);

pertanto il denominatore di ¢ vale =1 e dunque ¢ € N.
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SPECIFICA DI N IN UN LINGUAGGIO RIGUARDANTE Z

Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilita
esistenziale di N in un linguaggio per |'aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N(a) &Epe Exﬂy( y#0 & x>=(4a+2)y?>+1 )

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili & Z .
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SPECIFICA DI N IN UN LINGUAGGIO RIGUARDANTE Z

Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilita
esistenziale di N in un linguaggio per |'aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N(a) &Epe Exﬂy( y#0 & x>=(4a+2)y?>+1 )

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili & 7 .

o Mostrare la correttezza di questa specifica.

o E legittimo utilizzare la condizione y # 0 in una definizione
esistenziale?
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SPECIFICA DI N IN UN LINGUAGGIO RIGUARDANTE Z

Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilita
esistenziale di N in un linguaggio per |'aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N(a) &Epe Exﬂy( y#0 & x>=(4a+2)y?>+1 )

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili & 7 .

o Mostrare la correttezza di questa specifica.

o E legittimo utilizzare la condizione y # 0 in una definizione
esistenziale?
Si, perché in Z (cfr. [Tun85, p. 208]):

y#0 < 3Juav(y=02u—-1)(Bv-1))
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SPECIFICA DI N IN UN LINGUAGGIO RIGUARDANTE Z

Possiamo servirci di un’equazione di Pell per mostrare la definibilita
esistenziale di N in un linguaggio per |'aritmetica degli interi
( riguardante addizione e moltiplicaz. ). Ecco come [Sun92, p. 210]:

N(a) &Epe 3x3y( y#0 & x>=(4a+2)y?>+1 )

Qui il dominio privilegiato del discorso scorso dalle variabili & 7 .

o Mostrare la correttezza di questa specifica.

o E legittimo utilizzare la condizione y # 0 in una definizione
esistenziale?

Si, perché in Z (cfr. [Tun85, p. 208]):
y#0 < 3Juav(y=02u—-1)(Bv-1))

@ Mostrare la correttezza di questa riscrittura di y £ 0.

o Alla luce di questa riscrittura, condensare la specifica di N( a).
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