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La distribuzione Normale
La Distribuzione Normale o Gaussiana è la distribuzione più importante ed 
utilizzata in tutta la statistica

La curva delle frequenze della distribuzione Normale ha una forma 
caratteristica, simile ad una campana
Il valore medio si trova esattamente al centro della distribuzione, e la curva è
simmetrica rispetto ad esso: quindi valor medio, mediana e moda coincidono
La maggior parte delle osservazioni si concentrano intorno al valore medio
Allontanandosi dal valore medio, la curva si avvicina sempre più all’asse delle 
ascisse ma non giunge mai a toccarlo: quindi si possono avere anche (pochissime) 
osservazioni che risultano molto distanti dalla media
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La Forma della Distribuzione Normale
La distribuzione Normale non descrive in realtà una sola distribuzione, ma 
piuttosto una famiglia di distribuzioni, tutte con la stessa forma a campana, ma 
caratterizzate da media e varianza diverse
Tutte le curve normali hanno cioè la stessa forma caratteristica, ma possono 
essere più strette e appuntite, oppure più larghe e piatte
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La funzione matematica della Distribuzione Normale
Una curva normale è definita in maniera univoca da due soli parametri: 
il valore medio e lo scarto quadratico medio della distribuzione stessa

La funzione f(x) descrive, al variare dei valori assunti dai due parametri, una 
famiglia di curve normali :

se si varia  µ :  si sposta orizzontalmente l’asse di simmetria della curva
se si varia  σ :  la curva si allarga e appiattisce al crescere del valore di σ
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Variando contemporaneamente µ e σ : la curva trasla orizzontalmente e 
contemporaneamente si fa più o meno appuntita

Una distribuzione Normale con media µ e scarto quadratico σ viene indicata  
semplicemente come:   N(µ , σ)

Per indicare che la variabile X si distribuisce come una Normale si scrive:

),(~ σµNx
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Proprietà della Distribuzione Normale
Tutte le proprietà della normale si possono derivare dallo studio della sua funzione 
analitica:

E’ simmetrica rispetto all’asse  x = µ infatti:

Ha un massimo relativo (e assoluto) in corrispondenza del punto x = µ e vale:
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Importanza della Distribuzione Normale
Molte distribuzioni che si incontrano nel mondo reale sono effettivamente di tipo 
normale, ovvero sono molto ben approssimate da una Normale: la Normale è un 
modello che descrive adeguatamente la distribuzione di numerosi fenomeni
Molte distribuzioni, di per sé anche lontane come forma dalla Normale, magari anche 
asimmetriche (purché unimodali), sono normalizzabili mediante una trasformazione
di variabile (es. w = log(x) )
In generale si distribuiscono normalmente quei caratteri o fenomeni che sono il 
risultato di un gran numero di piccoli fattori, tra loro indipendenti
(es. variabili biometriche, prodotto di serie, processo di misura, ...)
I valori prodotti da un processo di misura sono generalmente distribuiti normalmente: 
misurando ripetutamente lo stesso oggetto, lo strumento non produce sempre lo 
stesso valore, a causa del cosiddetto errore di misura, risultato della somma di un 
gran numero di piccoli fattori indipendenti che influenzano il processo
La somma (e la media) di n variabili indipendenti tende a distribuirsi normalmente, 
al crescere di n, quali che siano le distribuzioni di partenza (teorema del limite 
centrale):

è sufficiente che le distribuzioni di partenza siano simmetriche e unimodali, e la 
convergenza della distribuzione della media alla normale è molto rapida 
se invece le distribuzioni sono molto asimmetriche la convergenza è più lenta, 
(cioè si verifica solo sommando un gran numero n di variabili indipendenti)
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Quando una curva descrive una distribuzione di frequenze relative, l’area totale 
sottesa alla curva è pari a 1 (la somma delle frequenze relative). 
Dunque anche l’area sottesa alla distribuzione Normale è pari ad 1: allora per la 
simmetria della curva, l’area a sinistra della media è pari a ½, come pure l’area 
alla sua destra
Questo non ci stupisce, perché è
proprio la definizione di mediana, 
e abbiamo già visto che nella N.
la media coincide con la mediana.
Vi sono altre aree molto importanti
nella N. che possono essere descritte 
in termini di scarti quadratici medi
di distanza dalla media
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Aree importanti sottese alla curva Normale, individuate in termini di scarti 
quadratici medi di distanza dalla media:

lo 0,6826 dell’area si trova compresa tra

lo 0,9544 dell’area si trova compresa tra

lo 0,9973 dell’area si trova compresa tra
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Esempio: Supponiamo di sapere che il reddito delle famiglie degli studenti 
dell’Università di Verona si distribuiscano normalmente con M=15000 EUR e 
SQM=1500 EUR. Domande:

Quante famiglie guadagnano più di 18000 EUR ? 
Se l’ESU vuole assegnare una borsa di studio al 2,3% degli studenti meno 
abbienti, che soglia di reddito massimo deve fissare ?

Osserviamo che :

L’area esterna all’intervallo [12.000, 18.000] contiene il 4,6% circa dei casi:
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La distribuzione Normale Standardizzata

La distribuzione Normale è scomoda da usare per calcolare le aree di interesse, 
quando i valori critici non sono multipli esatti di sigma, perché dipende da due 
parametri ( µ e  σ )

Per questo si introduce la Normale Standard, ottenuta standardizzando la variabile 
Normale. 

Data una variabile X, Normale con media µ e scarto quadratico σ :

la trasformazione                      avrà media 0 e scarto quadratico medio uguale a 1.

La funzione f(z) risultante dalla trasformazione non dipende più da alcun parametro:

Questa distribuzione viene chiamata Normale Standard e indicata come: N(0,1)
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La funzione Normale Standard ha la stessa forma della Normale completa, ma 
non contenendo nessun parametro, descrive una unica e ben determinata curva
Valgono naturalmente tutte le proprietà viste per la Normale, con gli opportuni 
adattamenti per tenere conto del fatto che la media è 0 e la varianza è 1, 
quindi:

la curva è centrata e simmetrica rispetto all’origine degli assi:  z = 0
il massimo delle frequenze si ha per z = 0 e vale f(0) = 0,3989
le aree di interesse viste in precedenza diventano più semplicemente:

f(z)
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Le Tavole della distribuzione 
Normale Standardizzata
La funzione f(z) non dipende da 
alcun parametro, quindi può 
essere facilmente tabulata 
E’ cioè possibile costruire una 
tavola che riporta le aree 
sottese alla curva in corrispon-
denza di diversi valori di z
In questa tavola viene riportata 
l’area compresa tra 0 e un punto 
z collocato a destra dell’origine

Esempio: 
L’area sottesa dalla N(0, 1) 
nell’intervallo [0, 1.24] 
è pari a:  0,3925
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La tavola della Normale Standard 
può essere anche realizzata in altri 
formati, oltre a quello appena visto
L’altro formato più utilizzato è
quello che riporta la 
Funzione di ripartizione F(z)
(frequenze cumulate), cioè l’intera 
area a sinistra di un dato valore z
Questa tavola è naturalmente del 
tutto equivalente alla precedente, 
che forniva in pratica:
F(z) – F(0) = F(z) – 0,5 
Nei problemi di calcolo con la N 
conviene sempre per prima cosa 
disegnare l’area che ci interessa 
calcolare.
Poi andremo a determinare il modo 
più conveniente di procedere, a 
seconda della tavola che abbiamo a 
disposizione
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Esempio: La velocità delle auto rilevata dall’autovelox sulla tangenziale est si 
distribuisce normalmente con M=75 km/h e SQM=8 km/h. 

Che percentuale di auto superano il limite di velocità di 70 km/h ?
A quanti automobilisti su 100 viene ritirata la patente (oltre 90 km/h) ?

Per prima cosa disegniamo le aree che rispondono alle domande 
che ci vengono poste
Supponiamo di avere a disposizione la tavola della Normale 
che riporta l’area compresa nell’intervallo [0, z], e pensiamo 
a come conviene procedere
Per rispondere alla prima domanda, considerato che l’area a 
destra della media è ben nota (= 0,5), dobbiamo solo calcolare 
l’area compresa tra 70 e 75

75          90
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Il primo passo è calcolare il valore 
z standardizzato corrispondente a 
70 km/h: 

z = (70 – 75) / 8 = -0.625
Osserviamo che l’area compresa 
nell’intervallo [-0.625 , 0], per la 
simmetria della Normale, è uguale 
a quella dell’intervallo [0 , 0.625]
Cerchiamo 0.625 sulla tavola:   
vediamo che non troviamo il valore 
esatto, dobbiamo quindi interpola-
re i due valori più prossimi:
(0.2324 + 0.2357) / 2 = 0.2341
A questo punto dobbiamo solo 
ricordarci di aggiungere l’area a 
destra del valore medio:
0.2341 + 0.5 = 0.7341
Arriviamo quindi alla conclusione 
che il 73,41% degli autoveicoli in 
transito superano il limite di 
velocità.
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Per rispondere alla seconda 
domanda dobbiamo calcolare 
l’area a destra di 90 km/h

Dunque calcoliamo il valore z 
standardizzato corrispondente a 
90 km/h:  z = (90 – 75) / 8 = 1.88
Osserviamo che l’area a destra di 
z=1.88 è uguale a 0,5 meno l’area 
dell’intervallo [0, 1.88], fornita 
dalla nostra tavola
Cerchiamo 1,88 sulla tavola e 
troviamo l’area: 0.4699
L’area che ci interessa è quindi 
uguale a:  0.5 – 0.4699 = 0.0301
Posiamo quindi concludere che 
viene ritirata la patente al 3% 
degli automobilisti in transito

75           90
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Esempio di problema inverso: 
Trovare l’intervallo intorno alla 
media che contiene il 95% dei casi 
Dobbiamo determinare il valore z 
a cui corrisponde un intervallo 
[-z, +z] contenente il 95% delle 
frequenze.
Per la simmetria della normale, 
equivale a trovare sulla tavola 
l’intervallo [0, z] contenente il 
95/2 = 47.5% delle frequenze
Dobbiamo cercare nella tavola un 
valore dell’area pari a 0.475: 
in questo caso siamo fortunati, 
infatti corrisponde esattamente a 
z = 1.96
Questo intervallo [-1.96, 1.96] 
contenente il 95% dei casi, 
è molto utilizzato in statistica 
(campionamento, verifica ipotesi)



10

Prof. Claudio Capiluppi - Facoltà di Scienze della Formazione - A.A. 2007/08

La distribuzione Normale
Esempio. Torniamo sul problema dell’ESU, dove il reddito delle famiglie degli 
studenti si distribuiva normalmente con M=15000 EUR e SQM=1500 EUR. 
Supponiamo che l’ESU abbia avuto più fondi del previsto e possa assegnare una 
borsa di studio al 5% degli studenti con minore reddito. Determiniamo la nuova 
soglia di reddito massimo da fissare.

Per prima cosa osserviamo che per la simmetria della Normale l’area a sinistra del 
valore effettivamente da determinare (-z) è uguale a quella a destra del punto 
simmetrico (+z)
Quindi sulla nostra solita tavola che riporta l’area compresa nell’intervallo [0, z], 
cerchiamo il valore z a cui corrisponde un’area di:  0.50 – 0.05 = 0.45

se non troviamo un’area esattamente pari a 0.45, individuiamo i due valori z più
vicini per difetto e per eccesso al valore cercato
quindi otteniamo il punto z cercato per interpolazione tra i due valori più vicini
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Lo z cercato si colloca tra:
1,64 (area=0,4495) e 
1,65 (area=0,4505)
Per interpolazione determiniamo:
z = 1,645
A questo punto dobbiamo 
ricordarci che il punto z cercato 
era in realtà quello simmetrico, 
a sinistra dell’origine, e quindi 
negativo:  z = -1,645
Infine dobbiamo riportare il 
risultato ottenuto da punto z 
in Euro:

La soglia di reddito per avere la 
borsa è allora:
x = -1,645 * 1500 + 15000 = 

= 12532,5  EUR
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