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(1) (5 punti) Si dia la definizione di applicazione lineare tra spazi vettoriali.

Si enunci e si dimostri il Teorema di Dimensione per applicazioni lineari.

1

BEORCHIA VALENTINA



2

(2) Sia f : R3 ! R3 l’applicazione lineare definita da

f

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
x2 + x3

x2 � x3

2x1

1

A .

(a) (2 punti) Si scriva la matrice A = M
E
E (f) di f nella base canonica E di R3.

(b) (3 punti) Si determinino la dimensioni di ker f e Imf e delle loro basi.

(c) (2 punti) Si determini, motivando la risposta, la dimensione e una base dell’immagine f(r) della retta vettoriale r

di equazioni parametriche

r :

8
<

:

x1 = t

x2 = 2t
x3 = �t

(d) (2 punti) Si dica se il sistema lineare A ·X =

0

@
2
0
0

1

A è compatibile e, in caso affermativo, si trovi la sua generica soluzione.

1- G) =L :) , 1- ( ;) =/ ! ) , il;) =p;) ,
a = ( :

" "

2 ! ;)

rg A =

rg ( ◦ 11È ;) -1 ( ! ! ;) ⇒ = rgf = d- Inf0 I 1

base di In (f) =/ (:)
,
( ! ) , (;)} (◦ gwlngne alta base di RÌ

di
un
kerf =3 - rgf =3 - 3=0

,
non ha base

Il
generico

rettore d' r è (È;) ,
e
la sua Imagine

traente

tè : 1- E.) =p!!< + +t) =/È;) = t . /! ) ⇒ fa) -- Span /({ ))
e
d'

un
tir) = 1

La matrice A dei coefficienti ha
rango 3

,

guidi e

'

invertibile
,
e per

il Teorema di Crane il si è compatibile e

ammette 1 ! soluzione .

I : : :| ! ) E : :| :) % ; :| ;)
" "

0 1 - I 0

✗
<
' ×
,

= 0

o 1 1 2 2×3=2

L'vice sohu.ee' | ?) .
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(3) Si consideri la matrice simmetrica

B =

0

@
2 0 0
0 �1 3
0 3 �1

1

A .

• (3 punti) Si determini il polinomio caratteristico di LB : R3 ! R3 e il suo spettro.

• (4 punti) Si trovi una base ortonormale B di autovettori per LB .

• (3 punti) Si scrivano le matrici di passaggio dalla base canonica E di R3 alla base B e dalla base B alla base E .

P,>
G) = det (

2- × ◦ o

0 -1 - X 3

◦ 3 - , _ ×
) = ⇐ ' ×) /

"

(- i - × )
"

- 9) =L - ×) . ( ✗
'

+2×+1 - g)

= (2- ×) . (✗72.x - 8) = (2- ×) . (x -2) . (✗ + 4) = - (×- 2)
"

(✗ + 4)

⇒ Sp (B) =/ 2 , -4 } e una
(2) =L

,
ma C- 4) =L

° °

§ ) ,
ma sua equazione èV2 = Ker (B -ZÌ) = ker ( o -3

o 3 -3
y - Z = o

⇒ base oitouormde.tv : { | ! ) , /Er ) }
YTZ

V.
↳
= Ker (BMI

}
) = kv /; ; ;) ,

con eg . { ✗
⇒

o 3 3
y
+ Z =D

base ortaormele.tv
. "

: } (%;) }
⇒ • =/ I :) .IE:) . /÷:) }

0

M ? II.1) = (
1 °

) , negli:D .in?ci.D=f ! Io. :o)° YI YI

0 YJZ - YJZ ° 'lo - '

LE
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(4) • (4 punti) Nello spazio affine A3
R si considerino il piano H e la retta s:

H : x� y + z = 11 s :

8
<

:

x = 1 + 2t
y = 5t
z = 1 + 3t

Si dica se H ed s sono paralleli.
Inoltri, si determinino delle equazioni parametriche di una retta r parallela ad s e contenuta in H :

rks, r ⇢ H.

Tale retta è unica?

• (4 punti) Si determini un’equazione cartesiana del piano L parallelo al piano M di equazioni

M :

8
<

:

x = 2� t+ s

y = �3 + t� s

z = s,

e passante per il punto Q = (1, 1, 1).

La giacitura W
*

ha estrazione × - Y + Zio
; le gieitnne Ws

verifica WS = Span (( 2:)) .

Si ha : HAS ⇔ W
,
≥ Ws ⇔ il

vettore ( §) soddisfa × - ytz = ◦ ; si
he

: 2-51--3=0
,
gridi sono " .

Una retta rlis e r ≤ H deve avere la stessa giacitura di s e

passare per un punto di H ; ad esempio : Q = G
,

°

,

10) e H
,
quindi

✗ = 1 +2T soddisfa le richieste
.

r :| y = sit

2- = io +3T

In generale, OGNI retta 4s e passante per un punto di H soddisfa le richieste
,

✗ = 11 + a - b

y = Qquindi sono infinite . Più precisamente : H : { z = ,

al variare di aek e b c- R
✗ = Il + a - b +2TGenerico punto di H : ① = ( ite -b

,
a
,

b)
, r : | y = a + g- +

traiamo tutte le rette r

2- = b + 3T
rlls

,

r ≤ H .

LA M ⇔ W
,
= Un = Span / (Y) , f! )) ; inoltre L deve passare per Q = ( 1

, ;D

Equazioni parametriche per
L : ✗ = 1 - t + s

{ y = 1 + t - s

2- = 1 + S

Equazione cartesiana
:

f-
1 1

× - '

det 1 - i Y - ' ) = o

0 1 2- - |

Svolgendo i calcoli si trova ✗ + y = 2


