Probabilita relative e assolute

PROBABILITA RELATIVE E ASSOLUTE

Abbiamo visto che se sono assegnate le intensita di eliminazione per le singole cause
an; (x), aa,(x), ..., aay(x)
essendo ap(x) = aay (x) + aa,(X)+ ...+ aa, (x)

si € in grado di valutare le probabilita di permanenza nella collettivita

ey = Pr{T > x +1]T > x} = 270 = exp(~ [ au(x+u)du)

e quelle di eliminazione per le singole cause
t

t u
tquj) :J up)((g) aa;(x+u)du =jexp l— jau(x+v)dv
0 0

0

ao;(x+u)du

Si pone ora il problema di come valutare concretamente, in pratica, tali probabilita.

L'idea e quella di utilizzare n_modelli ad una singola causa di eliminazione, uno per ogni

causa di eliminazione, e di valutare le probabilita tp)((g) e q)((a") mediante le probabilita

espresse da tali modelli. Tali probabilita sono dette probabilita assolute.
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Probabilita relative e assolute

Probabilita assolute

Con riferimento alle cause di eliminazione q; , j=1, ..., n, introduciamo n modelli ad una

singola causa di eliminazione assegnando le intensita di eliminazione

o (x), 0z (%), ..., ap(x)

Risultano cosi definite le probabilita di sopravvivenza
t
tp,)((aj) = exp(— J o (x + u)du)
0

e le probabilita di eliminazione
(@) (@) t ()
Wy =1- tp)(( Y= fo uP'x 7 oy(x+u)du.

con j=1,2,..,n.

Tali probabilita sono chiamate probabilita assolute, rispettivamente, di sopravvivenza e

di eliminazione.
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Probabilita relative e assolute

(o)

X

Le probabilita q, ~ sono allora dette probabilita relative (o probabilita dipendenti) di
eliminazione in quanto si riferiscono ad una sola causa di eliminazione in una collettivita

soggetta ad n cause di eliminazione.

Osservazione.

In questo contesto anche le probabilita tp)((g) e tqig) sono dette probabilita assolute di

sopravvivenza e di eliminazione in una collettivita con le n cause di eliminazione a4, a5, ...

, Oy -
La relazione

(@ _

(o)
t qx

th

-

)=1
si puo leggere cosi: “in una collettivita soggetta ad n cause di eliminazione la probabilita

assoluta di eliminazione € la somma di tutte le probabilita relative di eliminazione”.
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Probabilita relative e assolute

L’obiettivo € valutare le probabilita

(@ @) .
tpxa e tq)((’ i=1,...,n

mediante le

t
r( )
D Xa’ = exp(— J o;(x + u)du)
0
I( i) 1\Y t /( i)
td Xa] =1- tP )((O(]) = fo uP XO(] a]'(X‘l'U)du
conj=1,...,n.

Assumiamo la seguente ipotesi:

ao;(x) = (%) perj = 1,2,...
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Probabilita relative e assolute

Vale la seguente relazione di Karup:

9 ()
t px = 1_[ tp,x :

j=1

=)

Infatti,

t p}((g) = Pr{T > x+ t|T > x} = exp(— fotau(x+u)du)

= exp (— fOthn:l aoy(x + u) du) = [Ij=1 exp (— fot aoy(x + u)du)

t ()
= [Ij=1 exp (— fo oj(x + u)du): LI X“J
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Probabilita relative e assolute

Confronto tra le probabilita relative e le probabilita assolute di eliminazione.

Consideriamo la causa di eliminazione Q.

La probabilita relativa di eliminazione &

1

q)((aj) = j u p)((g) ao;(x+u)du
0

mentre, la probabilita assoluta di eliminazione e
1
(%) 1(95)
qy’ =J uP'x  o(x+u)du
0

Proviamo che

(o) < ()
X - X
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Probabilita relative e assolute

Dalla relazione di Karup

=)

9 ()
t px 1_[ tplx :

r(a5)

= tPx

risulta t p)((g)

ed e allora

¢ pX aa] (x+1) < tp’)(( ’)aocj (x+1t)

Poiché aaj(x+1t) = a;(x +t) integrando si ottiene

1 1

quj) - J upig) ao;(x+u)du < j up’>(< ) o(x+uw)du= ¢q le)

0 0
Quindi le probabilita relative di eliminazione sono minori o uguali delle corrispondenti
probabilita assolute.
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

RELAZIONI APPROSSIMATE TRA PROBABILITA RELATIVE E ASSOLUTE

Supponiamo di disporre di n modelli di sopravvivenza ad una singola causa di eliminazione

uno per ciascuna delle cause di eliminazione, «; , j=1, ..., n, con intensita di eliminazione
1 (%), 4z(%), .- -, Ap(X)

Risultano cosi definite le probabilita assolute di sopravvivenza

t
tp,)((aj) = exp(— J o (x + u)du)
0

e le probabilita assolute di eliminazione

(o) /(0) t ()
Wy =1— 'y’ =f0 uP'x 7 oy(x+u)du.

con j=1,2,..,n.

Obiettivo: valutare le probabilita relative di eliminazione

t

. q)((aj) — j u p)((g) ao;(x+u)du

0
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Assumiamo l'ipotesi:

aoj(x+u) =aj(x+u), 0<u=<l perj = 1,2,...,n.

per cui sussiste la relazione di Karup:

n

(9] ()
tpxa — 1_[ tP x ]

=1

Si ha allora
t

t qui) = j u P;g) oj(x+u)du
0

Notiamo che occorre valutare p)((g) e o;(x+u) essendo 0<u<t; si devono quindi formulare

opportune ipotesi, le cosiddette ipotesi di interpolazione

Si considerano a tale fine le seguenti ipotesi:

e ipotesi di interpolazione lineare o di distribuzione uniforme

¢ ipotesi di interpolazione esponenziale o di intensita costante.
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Ipotesi di interpolazione lineare o di distribuzione uniforme

Sotto tale ipotesi si ha

uq,)(:x]) uq')((]) O<ux<l1 perj = 1,2,...
ed e quindi — gy’ =q}” O<u<1

Riprendiamo I’espressione della probabilita relativa di eliminazione

tq)((a]) j upx a(x+u)du jl_[ up,)(( h) a]'(X+u)du

Poiché
t
(a4) r(a5)
'y =J Wy o (x+u)du
0
siha — = 1 f{a’) = tp’}(( 2 oj(x + t) e quindi
1 d ()
O(j(X+t) :Tj) e th]

tp’x
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Sostituendo l'ultima espressione nella

t n
tqia’) j 1_[ up')(;xh) o;(x+u)du
0 h=1

si ottiene

(o) : 1 d () td () ,
th] J‘thu (ah)Tj)auqx]du:foa ]l_[h;"—'] up(ah) du
up’x
Essendo nell'ipotesi di interpolazione lineare
uqlia])=uq')((aj) O<ux<l1 perj = 1,2,...,n

e a4 q’(aj) = q')((aj) O<u<l1

du Y1X

si ha

j t 4 (@)
tqul) f oc] Hhi]( uq Xa] ) du



Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Esempio: consideriamo il caso n=2, cioé due sole cause di uscita.

Risulta
g = [ q'<°‘1>( —uq® 2)) du= q'®) ll_% q’)((O(Z)]

Analogamente

1 4
. quZ) — q N (az) ll q (o)

Pertanto, disponendo di opportune tavole di eliminazione

{q ff‘l)} {q ff‘”}

si € in grado di valutare le probabilita relative di eliminazione dalla collettivita.
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Esempio: consideriamo il caso n=3, cioé tre cause di uscita.
Risulta
(0(1) fl r(0tq) ( —u ql)(((xz)) (1 u q/)(((xs)) du
— q/)((oh) l]‘ ( r(az) + ql(as)) 4+ 1 q/)((az)ql)((a3)

Analogamente

. q;az) — ql)((az) 1 _ = (q (061) q ((Xg)) 4= q’(al)q’(a3)_

th _qx qx qx

(az) r(az) 1 _%(qr)((oh) + q/)((az)) 4 = 1 (o) 1(0‘2)-

Pertanto, disponendo di opportune tavole di eliminazione

{q/)(((h)} {ql)((az)} {ql)(((xs)}

si € in grado di valutare le probabilita relative di eliminazione dalla collettivita.
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Ipotesi di interpolazione esponenziale o di intensita di eliminazione costante

Sotto tale ipotesi si ha

o(x +u) = aj(x) 0<ux<l1 perj = 1,2,...,n
Posta inoltre l'ipotesi
aoj(x+u) = aj(x + u) 0<u<l1l perj = 1,2,...,n
si ha
ao(x +u) = aj(x) e au(x+u) =i ahx+u) =Y a(x) O<u<l1
Risulta allora
t t
(a]) ( ) ] du= ( ) du = d
tdy = = | uPx agx+wdu= [ p;’ ox)du = o5(x) h(X) u px ) ap(x+u)du
=1
0 0
o; (%)
] t Cb((a)
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Quindi
() _  o®  (a) (@ _
Ay = = o I essendo qy =
Poiché
() 1 _
p’y = exp(— [ aj(x)du) = exp(—a;(x)) e
si ha

a(x) = —log( p'- ")

}f‘zla](x) = —log( (o )) log( j=1 p')(:x]))

e quindi

(ap)
(O(]') _ log( pry : )

(@), _ ‘°g< p’gaj)>
_Zﬁﬂlog( pl)((ah))( Py ) = ZE=110g< pl)((ah))

(o)
]'n=1 qx :
py” = exp(— D=

]n=1 108( p,)((a]))

(1 —TIh=1 p’;ah)

)

1Y (x))
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Relazioni approssimate tra probabilita relative e assolute

Esempio: consideriamo il caso n=2, cioé due sole cause di uscita.

Risulta

(aq)

(1) log(_ px ) () r(ay)
qxO£1 — ) (ap,) (1 — D xO£1 p xoc2 )
53, log( i)

(az)

(a2) log(_ px ) () r(ay)
qXOCz — ) (ap,) (1 — D xO£1 p xoc2 )
5%, 10g( pry ™)

Pertanto, disponendo di opportune tavole di sopravvivenza

{pl}((oh)} {pl)((az)}

si € in grado di valutare le probabilita relative di eliminazione dalla collettivita.
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