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Foglio di esercizi n. 1

1. Si dimostri il seguente risultato (che generalizza il Lemma di Study):

Sia K un campo algebricamente chiuso e siano f,g € K|[z1,...,z,], dove f &
minimo. Se V(f) C V(g) allora f divide g.
2. Sia K un campo algebricamente chiuso e siano fi, fo € Klz1,...,z,]. Si

dimostri che V(f1) = V(f2) se e solo se vale la seguente condizione per ogni
polinomio irriducibile h € K|x1,...,z,]:

hlfi < hlfa.
In particolare, se f; non & costante e f; = hi" - ... h.®, con h; polinomio
irriducibile di grado > 0 e m; > 0 per ogni Vi = 1,...,k, allora V(f1) = V(f2)
se e solo se esistono ny,...,n, > 0 tali che fo = AAY* - ... - h*, per qualche

A e K\ {0}
3. Sia C C C? una curva algebrica affine piana. Si provi che C ha infiniti punti.

4. Sia C C C? un sottoinsieme non vuoto e compatto rispetto alla topologia
euclidea di C? (cio¢ identificando topologicamente C? con R*). Si dimostri che C
non e una curva algebrica affine.

5.

(i) Sia C = V(f) C C? una curva algebrica affine piana. Una funzione regolare
su C & una funzione F': C — C del tipo F' = g¢, dove g € C[z1,z2] e
gic: C — C ¢ la restrizione di g (vista come funzione g: C? - C)acC.
L’insieme delle funzioni polinomiali su C si denota con CI[C].

Si dimostri che C[C] ¢ una C-algebra isomorfa a C[f(lég)”], dove I(C) =
{g: C%|g(a,b) = 0,V (a,b) € C} & I'ideale dei polinomi che si annullano

suC.

(ii) Siano C; e Cy due curve algebriche affini piane. Un morfismo da Cy a Cy &
una funzione ®: C; — Cy tale che

¢)<av b) = (gl(a7 b)>g2(av b)) ) V(aa b) €l

per qualche g1, g2 € Clzy, z2].

Si osservi che, in tale caso, I’applicazione ®*: C[C2] — C[C;] definita come
®*(g) = g o ® ¢ un morfismo di C-algebre.

Viceversa si dimostri che, per ogni morfismo di C-algebre ¢: C[C2] — C[C4],
eiste un unico morfismo ®: C; — C tale che ¢ = ®*.



