Durata: 3 ore.

Esercizio 1

Una funzione di variabile complessa F'(z) ha le seguenti proprieta

e Haun taglio sull'asse reale tra —1 e +1, e vale lim [F(z + i€) + F(x — i€)] = x per qualsiasi
e—0

x sull’asse reale tra —1 e +1;
e I olomorfa in tutti i punti del piano complesso escluso questo taglio;

e Il primo termine dello sviluppo di Taylor per z — oo ¢ F(z) = £+ O(%);

Z—00

e F(z) ¢ limitata nell'intorno dei punti di diramazione z = £1.
L’obiettivo dell’esercizio ¢ determinare la funzione F'(z).

I - (4 punti) Considera la funzione
1 F(z)
Z—wyz—=1yz+1

dipendente da un parametro complesso w che é fuori dall'intervallo [—1, 1] dell’asse reale.

f(z) =

Per le funzioni radice quadrata usa il ramo principale. Usando le ipotesi date sulla funzione

F(z), elenca le singolarita di f(z), incluso eventualmente il punto z = oc.

IT - (6 punti) Considera l'integrale della funzione f(z) su un cammino chiuso che include al
suo interno l'intervallo tra —1 e 1 dell’asse reale, e tale che w si trovi all’esterno di questo
cammino. Calcola l'integrale di questo cammino in due modi diversi e confrontando il
risultato determina la funzione F'. Puoi utilizzare la seguente identita

+1 T Tw
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Esercizio 2
La funzione f(t,z) soddisfa l’equazione
o 0
(—— + 7) f(t,a:) = F(t,il?) y

con il tempo ¢t variabile reale ¢t € R e la coordinata spaziale x ristretta all'intervallo —L < x < L,
e con le condizioni al bordo f(¢,+L) = 0 per ogni ¢t. F' ¢ una funzione nota, che pure rispetta
F(t,+£L) = 0 per ogni t.



I - (4 punti) Espandi f e F' come funzioni della variabile x in un sistema ortonormale completo

su [—L, L]
{ 1 ((n—%)m;) 1 (nm;)}
Cos : sin :
\/z L \/E L n>1
che rispetta la condizione al bordo data.  Denota con {a,(t),B,(t)}n>1 € con

{A,(t), Bu(t)}n>1 1 coefficienti di Fourier di f e F, rispettivamente, in questo sistema.

Quindi scrivi I’equazione risultante o, (t) e 5, ().

IT - (4 punti) Specializzando 'equazione trovata al caso omogeneo F(t,x) = 0, mostra che
'unica soluzione con la proprieta che «,(t) e (,(t) siano funzioni a quadrato sommabile

della variabile ¢ ¢ la soluzione nulla «,(t) = 5,(t) = 0.

III -(6 punti) Considera ora il caso F(t,z) = 0(t)0(x). Mostra che in questo caso A,(t) =

%5@) e B,(t) = 0, per ogni n > 1. Quindi considera 'equazione per a,(t) e appli-

cando la trasformata di Fourier rispetto alla variabile ¢ determina &, (w). Infine calcola

I'antitrasformata per ottenere ay,(t).

Esercizio 3

E dato uno spazio di Hilbert H con s.o.c. {e™},;. Considera I'operatore definito sul s.o.c.
T(e(”)) =™ — g, e

ed esteso per linerita a un vettore generico, dove {a, },>1 ¢ una successione di numeri complessi.

I -(4 punti) Mostra che I'operatore aggiunto di 7" &

TT(G(")) —
e™  n>1.

Quale condizione bisogna imporre sulla successione {a, },>1 affinché T risulti ben definito?
IT -(5 punti) Considera ’equazione agli autovalori per T
Tw) =M,

e scrivila espandendo il vettore v nel s.o.c.. Mostra quindi che gli unici autovalori possibili
per T sono A = 1 oppure A = 1 — a;. Per A\ = 1 quale condizione devono soddisfare i

coeflicienti di Fourier v,, dell’autovettore v nel s.o.c.? Per A = 1—a; determina ’autovettore.



