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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Relazioni d’equivalenza

Per questa sezione si vedano anche le note del corso propedeutico (Prof. Del Santo).

Una relazione in un insieme X & una proprieta che una coppia ordinata di elementi di X puo
verificare o meno. Per esempio la relazione “<” “minore” ha senso negli insiemi numerici Z, Q, R; la
relazione “||” “parallelo” ha senso nell’insieme delle rette del piano, o dei piani dello spazio.

In maniera piti formale, una relazione in X e un sottinsieme R del prodotto cartesiano X x X. In
tal caso si dira che z € in relazione R con y se la coppia ordinata (z,y) € R. Si scrive anche zRy.

Per esempio la relazione < in Z corrisponde al sottinsieme di Z x Z: {(z,y) | z < y}. Analogamen-
te la relazione < corrisponde al sottinsieme di Z x Z: {(x,y) | # < y}. La relazione di parallelismo
nell’insieme delle rette del piano corrisponde alle coppie di rette (r,7’) tali che 7, sono distinte e
parallele oppure sono uguali.

Simboli spesso usati per denotare relazioni sono =, ~, ~, =, ecc. Un altro esempio di relazione,
in R, & il seguente: x ~ y se e solo se 2 = y.

Noi saremo interessati a un tipo particolare di relazioni dette relazioni d’equivalenza.

Definizione 1.1.1 (Relazione d’equivalenza). Sia X un insieme e ~ una relazione in X. Si dice che ~
€ una relazione d’equivalenza se valgono le tre proprieta:

1. riflessiva: perogniz € X = ~ z;
2. simmetrica: se x ~ y allora y ~ x;
3. transitiva: sex ~ y ey ~ z allora x ~ z.

Esempi 1.1.2.
1. L'uguaglianza e una relazione d’equivalenza in qualunque insieme X.
2. “Essere congruenti” € una relazione d’equivalenza nell'insieme dei triangoli del piano.
3. <, < non sono relazioni d’equivalenza.

I1 prossimo e un esempio fondamentale. Denotiamo con N l'insieme dei numeri naturali: N =
{0,1,2,3...}.
Definizione 1.1.3 (Congruenza modulo n). Si fissi un naturale n € N. La relazione di congruenza
modulo n & la relazione in Z cosi definita:

x =y (mod n) seesolo se esiste k € Z tale che v — y = kn.
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Si scrive anche x =, y. Silegge “x & congruo a y modulo n.
Proposizione 1.1.4. La relazione di congruenza modulo n e una relazione d’equivalenza in Z.

Dimostrazione. 1. x — x = Oz per ogni x € Z.

2.Sex =, y,sihax —y = kn per un opportno k € Z. Alloray — x = (—k)n.

3. Sex =, yey =, z, esistono k,h € Ztaliche x —y = kn, y — 2z = hn; ma allora z — z =
(x —y) + (y — 2) = kn + hn = (k + h)n, il che prova che z =,, 2. O

D’ora in poi supporremo sempre n > 2. La seguente osservazione & importante.
Proposizione 1.1.5. x =,, y se e solo se x e y hanno lo stesso resto nella divisione per n.

Dimostrazione. Infatti se 2 e y hanno lo stesso resto nella divisione per n,siha: z = gn+r,y = ¢'n+r,
dove0 <r<n-—1.Maalloraz—y = (gn+71)— (¢n+r)=(q—¢)nepercid z =, y.

Viceversa se x =, y, siha x = y + kn. Se r ¢ il resto della divisione di y per n, vale la relazione
y=gn+rcon0 <r <n-—1;percio sihax = (gn+r) + kn = (¢ + k)n + r, dunque r € anche il resto
della divisione di x per n. O

Definizione 1.1.6 (Classi d’equivalenza e insieme quoziente). Sia X un insieme in cui e definita una
relazione d’equivalenza ~, sia + € X. La classe d’equivalenza di z ¢ il sottinsieme di X formato
dagli elementi equivalenti a x:

2] ={y e X [y ~a}.
Tale insieme si denota anche [z]...

L’insieme delle classi d’equivalenza & detto insieme quoziente di X rispetto alla relazione ~ e si
indica X/ ~.

L'insieme quoziente & un sottinsieme delle insieme delle parti di X, P(X). Osserviamo che z € [z]
per la proprieta riflessiva. Quindi nessun elemento dell’insieme quoziente X/ ~ & I'insieme vuoto
(. Inoltre le classi d’equivalenza ricoprono X, ossia X & l'unione delle classi d’equivalenza [z], al
variare di z € X.

Definizione 1.1.7 (Partizione). Una partizione di un insieme X & un sottinsieme II dell'insieme delle
parti di X che gode delle proprieta:

1. nessun elemento di II & vuoto;

2. "'unione degli insiemi di II ¢ uguale a X;

3.se S, Tell,eS # TalloraSNT = (.

Dunque due elementi di una partizione Pi o sono disgiunti o sono uguali.
Proposizione 1.1.8. L'insieme quoziente X/ ~ di una relazione d’equivalenza in X e una partizione di X.

Dimostrazione. Le prime due proprieta sono gia state osservate. Per provare la terza, consideriamo
due classi d’equivalenza [z], [y] tali che [z] N [y] # 0. Allora esiste z € [z] N [y], cioé z ~ z e z ~ y. Per

le proprieta simmetrica e transitiva segue che « ~ y. Proviamo che di conseguenza [z] = [y]. Infatti,
se u € [z], allora u ~ z, ma z ~ y, dunque per la proprieta transitiva u ~ y e segue che u € [y].
Abbiamo cosi provato che [z] C [y]. L'inclusione opposta ¢ analoga. O

Esempio 1.1.9.

1. L'insieme quoziente Z/=,, si denota Z,,. Z, ha n elementi, uno per ciascuno degli n resti della
divisione per n: 0,1,2,...,n — 1. Infatti se  ha resto r nella divisione per n, x = ¢gn + r dunque
x =, r. Gli elementi di Z,, si denotano anche [r],, o 7. Dunque Z,, = {0,1,...,n — 1}.
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Un insieme S si dice finito se esiste un numero naturale n tale che S ¢ in biiezione con 'insieme
{1,2,3,...,n —1,n}. Dunque Z,, & un insieme finito con n elementi.

1.2 Operazioniin Z,
Sia n > 2. Nell'insieme Z,, si possono definire due operazioni, di somma e di prodotto, indotte dalle

operazioni in Z.
Siano .,y € Z,. Definiamo

T+y=7+y,

N

T-y=x-Yy.

I1 prodotto si denota anche semplicemente zy. Queste operazioni di somma e prodotto sono ben
definite, in quanto non dipendono dai particolari rappresentanti scelti per le due classi. Infatti, sia
z=7"ey=1y. Allorasihaa’ = x+kn,y = y+hn, perk, h € Z opportuni. Quindi (z+y)—(2'+y') =
(x+y) — (x +kn+y+ hn) =—(k+ h)n,da cui segue che z + y =, 2/ + ¢/.

Analogamente zy — 2’y = 2y — (v + kn)(y + hn) = —(zh + yk + khn)n e percio zy =, =y’

Dalle proprieta della somma in Z seguono facilmente le proprieta della somma in Z:

1. proprieta associativa: (z+y) +z =2z + (y + 2);

2. la classe 0 & ’elemento neutro della somma;

3. —z=—ZI;

4. proprieta commutativa:  + y = y + z. Ne segue

Proposizione 1.2.1. (Zy, +) é un gruppo abeliano.

Analogamente, dalle proprieta del prodotto in Z segue che valgono le seguenti proprieta del
prodotto in Z,;:

1. proprieta associativa: (zy)z = z(yZz);

2. 1 e1'unita del prodotto;

3. proprieta commutativa: Ty = yz;

4. proprieta distributiva: (z + y)z = 7z + yz.



Capitolo 2

Vettori applicati e loro operazioni

L’algebra lineare e la geometria affine sono due teorie che sono state sviluppate negli ultimi due
secoli sul modello dell’algebra dei vettori liberi su una retta, in un piano o in uno spazio fisico,
le cui proprieta sono una conseguenza degli assiomi classici della geometria euclidea. L’algebra
lineare come strumento si e rivelata molto potente, perché applicabile a svariati contesti diversi, ha
permesso di organizzare la geometria dello spazio euclideo in modo pit efficiente sia dal punto di
vista teorico che dal punto di vista computazionale rispetto all’approccio antico, e perché ¢ alla base
della moderna Analisi Funzionale.

E utile, in ogni caso, richiamare e rivedere velocemente la geometria e le operazioni con i vettori
applicati e i vettori liberi, che permette di comprendere meglio la scelta delle definizione e degli
assiomi dell’algebra lineare, e sara di aiuto durante tutto il corso per la comprensione degli argomenti
pit complicati.

Consideriamo un piano o uno spazio “fisico”. Un vettore applicato ¢ un segmento orientato, ed
e assegnato dando un punto di applicazione (il punto iniziale), la sua direzione (la retta su cui giace,
detta anche giacitura), il suo modulo (la lunghezza del segmento, che &€ un numero reale > 0), e il
suo verso (uno dei due possibili versi di percorrenza della retta di giacitura). Osserviamo che tra i
vettori applicati vi € anche il vettore nullo, identificabile con un punto del piano; per esso la direzione
¢ indeterminata (esso giace su qualunque retta passante per il punto), e cosi pure il verso.

Un vettore applicato puo essere caratterizzato anche come il dato di una coppia di punti, e
precisamente: un punto iniziale A, punto di applicazione, ed un punto finale B, e verra indicato
con

AB.
I vettori del tipo AA, ciog tali che il punto di applicazione coincide con il punto finale, sono detti
vettori applicati nulli.

Definizione 2.0.1. La somma di due vettori applicati del tipo ABeBCe per definizione il vettore
AB + BC := AC.
Osservazione 2.0.1. La somma di un vettore AB con un vettore nullo del tipo A4 oppure BB verifica:
AA+ AB = AB, AB+ BB = AB.
Inoltre la somma verifica la proprieta associativa:

AB + (BC + CD) = (AB 4+ BC) + CD.



Definizione 2.0.2. La moltiplicazione di un vettore applicato per uno scalare & definita come se-
gue: per ogni vettore applicato AB e per ogni numero reale a € R, il vettore a - AB & quel vettore
geometrico che ha

e la stessa direzione di AB,
e lunghezza pari a quella di AB moltiplicata per il valore assoluto |a| di a,

e verso concorde con AB se a > 0, altrimenti ha verso opposto. Se a = 0 si pone O - AB = AA.

2.1 Vettori liberi (o geometrici)

Due vettori applicati sono detti equipollenti se hanno la stessa direzione, la stessa lunghezza e lo
stesso verso; in altre parole se giacciono su due rette parallele e se, muovendo una delle due rette
parallelamente a se stessa, & possibile sovrapporre i due vettori in modo che i relativi punti iniziali e
finali coincidano.

Si osservi che 1’equipollenza & una relazione di equivalenza nell'insieme dei vettori applicati.
Infatti ci si convince facilmente che valgono le seguenti proprieta: riflessiva, simmetrica e transitiva.
Un vettore libero o geometrico ¢ una classe di equivalenza di vettori applicati per la relazione di
equipollenza (in questo contesto si dice anche classe di equipollenza). Denoteremo tra le parentesi
quadre [AB] le classi di equipollenza dei vettori applicati ed i corrispondenti vettori liberi con le
lettere minuscole:

i =[AB).

1l vettore nullo 0 & quel vettore rappresentato da un vettore applicato del tipo AA.
Denoteremo con V!, V2 e V3 gli insiemi di vettori liberi della retta, del piano e dello spazio
rispettivamente.

Osservazione 2.1.1. Fissato un punto O del piano o dello spazio, ogni vettore geometrico v ‘e rap-
presentato da un unico vettore applicato OP. Questa affermazione segue dal quinto postulato della
geometria euclidea.

Nell'insieme dei vettori geometrici e possibile definire due operazioni: la somma di vettori e la
moltiplicazione per uno scalare reale.

Definizione 2.1.1. La somma di due vettori geometrici 7 = [AB] e @ = [BC] & cosi definita:
T+ i = [AB] + [BC)] := [AB + BC] = [AC].

Osservazione 2.1.2. Si puo verificare facilmente che la definizione € ben posta, cioe non dipende dai
due rappresentanti scelti.

Inoltre, se i vettori ¥/ e & non sono allineati o nulli, la somma si puo definire anche tramite la regola
del parallelogramma:

se ¥ = [OP] e = [OQ)], si costruisce il parallelogramma di lati OP ed OQ e si denota con
R il quarto vertice di tale parallelogramma. La somma ¥ + 4 risulta uguale al vettore geometrico
rappresentato da OR.

Osservazione 2.1.3. L'operazione di somma tra due vettori geometrici soddisfa le seguenti proprieta:
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I e

(@+ V) + 0 =1+ (T+ w).
Sfruttando questa proprieta possiamo, ad esempio, scrivere espressioni come @ + U + .

¢ Proprieta commutativa: per ogni coppia di vettori geometrici ¢’ e @ si ha

—

T+Ud=1u-+7.

* Esistenza dell’elemento neutro: se denotiamo con 0 il vettore nullo, allora per ogni vettore
geometrico v vale:
T+0=0+7=7.

* Esistenza dell’opposto: per ogni vettore geometrico v, esiste il suo opposto, cioé un vettore
geometrico —v, tale che
U4 (=70) = (=9) + 7 =0,

<

dove 0 & il vettore nullo.
Infatti, si consideri un rappresentante AB di 7, e si definisca — come la classe di equipollenza
di BA.

In seguito, per ogni coppia di vettori ¥, W, scriveremo semplicemente

g

U —

in luogo di

Nell'insieme dei vettori geometrici, oltre alla somma di due vettori, possiamo definire la molti-
plicazione per scalari in modo analogo sfruttando la moltiplicazione per scalari con vettori applicati.

Definizione 2.1.2. Per ogni vettore geometrico & = [AB] e per ogni numero reale a € R poniamo

—

a-v:=[a-AB|.

Anche in questo caso é facile verificare che la definizione e ben posta, cioé non dipende dal rappre-
sentante.

Proprieta dell’operazione di moltiplicazione per scalari: per ogni coppia di vettori geometrici ¥/,
e per ogni coppia di scalari a,b € R, si ha:

e 1-U=17;
e (—1)-v=—-7;
e (a+b)-U=a-U+b-U;(ab)-V=a-(b-7);a-(T+W)=a-T+a-w.

Sul modello dell’insieme dei vettori geometrici con le due operazioni appena descritte e le loro pro-
prieta introduciamo la seguente definizione di spazio vettoriale. Osserviamo che la nuovo definizio-
ne & molto generale e comprende spazi di natura molto diversa.
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Definizione 2.1.3. Uno spazio vettoriale reale o R-spazio vettoriale ¢ un insieme non vuoto V su cui
sono definite due operazioni, una somma

FVXV SV,
(v,w) — v+ w,

ed un prodotto per scalari
S RXxV =V,
(a,v) = a-v,

in modo che siano soddisfatti i seguenti assiomi, per ogni u, v, w € V, e per ogni a, b € R:

1. V1: proprieta associativa:
(u+v)+w=u+ (v+ w);

2. V2: proprieta commutativa:
u+v=uv+u;

3. V3: esistenza del vettore nullo: esiste 0 € V tale che

O+v=v+0=u;
4. V4: esistenza dell’opposto: per ogni v € V, esiste un vettore —v € V tale che
v+ (—v) = (—v) + v = 0;
5. Vb5: distributiva di - rispetto a +:

a-(u+v)=a-u+a-v;

6. Vé6: distributiva di - rispetto alla somma di R:
(a+b)-v=a-v+b-v;

7. V7:(ab) -v=a-(b-v);

8. V8: per ogniv € V siha
1-v=w.

Notiamo che abbiamo utilizzato lo stesso simbolo 0 per denotare sia il vettore nullo che lo zero come
numero reale, per non appesantire la notazione. Inoltre, nel seguito, espressioni del tipo v + (—w)
verranno semplificate con v — w.

Esempio 2.1.4. 1. L'insieme dei vettori geometrici della retta V!, del piano V2 o dello spazio V3 con
le operazioni descritte all'inizio del capitolo € uno spazio vettoriale su R.

2. L'insieme dei numeri reali R & uno spazio vettoriale su R con le usuali definizioni di somma tra
numeri reali e prodotto tra numeri reali, dove questa volta il prodotto

RxR =R, (a,b) > a-b

viene considerato come operazione “esterna”, nel senso che R gioca sia il ruolo di insieme degli
scalari che il ruolo di spazio dei vettori.
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3. il prodotto cartesiano

RXR:R2::{<?> |21 € R, xQeR}
2

con I operazione di somma cosi definita:

+:]R2><]R2—>]R2, <(1’1>7<y1>>_><x1)+<y1)::(:r1+y1>
T3 Y2 T2 Y2 T2 + Y2

e di moltiplicazione per uno scalare:
C- I
C-To

iR x R? 5 R?, (c,(xl >> e ( o1 > :
T To
4. Piu in generale, per ogni n € N, il prodotto cartesiano di R per se stesso n -volte:

verifica gli assiomi per uno spazio vettoriale reale.
f 1 tt I I

I
L2

R" = . |z1 €R, 29 €R,...,; 2, €R

Tn

con I operazione di somma cosi definita:

1 Y1 T Y1 1+
4 RZxR? s R L2 Y2 N N vl | + 2
In Yn T Yn Tn + Yn

e di moltiplicazione per uno scalare:

I T C- T
9 9 xI9 i) C- T2

R xR* — R?, c, . —c- . =
T T C:Inp

verifica gli assiomi per uno spazio vettoriale reale.

5. L’insieme delle funzioni reali
F={flf :R>R},

con l'operazione di somma (definita puntalmente):

+:FxF—F, (fs9) = f+g: (f+9)(r):=f(r)+g(r),

e la moltiplicazione per uno scalare
R F = F, (c,f)—=c-f :(c- f)r)=c-f(r)

€ uno spazio vettoriale reale.
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6. L'insieme dei polinomi reali in una indeterminata:
Rlz] :={p(x) | p(z) = apz™ + an1z" L+ +az + ag, an,an_1,...,a1,a9 € R}

con l'usuale somma tra polinomi e l'usuale prodotto per uno scalare ¢ uno spaizo vettoriale
reale.

2.2 Campi

Vogliamo ora generalizzare ancora la nozione di spazio vettoriale, sostituendo a R un insieme arbi-
trario, che abbia delle proprieta algebriche simile ad R, cioe che sia un campo.

Definizione 2.2.1. Un campo € un insieme non vuoto K dotato di due operazioni interne, una somma
+:Kx K=K, (a,b) - a+b,

ed un prodotto
S KxK— K, (a,b) = a-b,

che in seguito sara denotato anche con ab, in modo che siano soddisfatti i seguenti assiomi, per ogni
a,b,ceK:

1. K1: commutativitaa +b =b+ a, ab = ba;
2. K2: associativita (a +b) + ¢ =a+ (b+¢), a(bc) = (ab)c;
3. K3: esistenza dell’elemento neutro 30 € K, tale che a 4+ 0 = g, inoltre 31 € K tale che al = q;

4. K4: esistenza dell’opposto e dell’inverso 3 — a € K tale che a + (—a) = 0;se a # 0, Ja~! € K
tale che aa™!' = 1;

5. K5: distributivita di - rispetto ad + a(b + ¢) = ab + ac.

Esempio 2.2.2. Esempi di campi sono i numeri razionali Q, i numeri reali R, i numeri complessi C, le
classi Z;, di congruenza modulo n con n numero primo.

2.3 Esercizi

Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Si dimostrino, usando gli assiomi di spazio vettoriale
V1,V2,...,V8, le seguenti proprieta:

1. per ogni vettore v € V si ha
0-v=0,

dove 0 € K indica I'elemento neutro rispetto alla somma in K, e 0 € V indica il vettore nullo,
cioe I'’elemento neutro rispetto alla somma in V.

Infatti, sfruttando il fatto che 0 € K & '’elemento neutro per la somma e per la V5, abbiamo le
seguenti uguaglianze:
0-v=(0+4+0)-v=0-v+0-v.

Aggiungendo ora l'opposto —0 - v di 0 - v a destra e sinistra e sfruttando la V'3, concludiamo
che0=0-v.
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2. perognit € K siha
t-0=0.

Infatti, sfruttando le V3 e V5, deduciamo che
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Aggiungendo —a - 0 a destra e sinistra, e sfruttando la V4, concludiamo che 0 = a - 0.
3. In V esiste un unico vettore nullo.
Infatti, supponiamo per assurdo che esistano due vettori nulli 0 e 0’ € V, cioe tali che
v+0=0+4+v =y,
v+0 =04+v=y,
per ogni v € V. Allora, in particolare, per il vettore v = 0 si avrebbe:
0=0+0"=0"
Quindi un assurdo.
4. Ogni vettore v ha un unico opposto.
Infatti, se v avesse due opposti, —v e —v’, allora si avrebbe:
—v=-vVv+0=-v+ v+ (V) =(-v+v)+ (V) =0+ (V) = V.
Che & un assurdo.

5. Per ogniv € V siha
(_1) V=V,

dove 1 € K denota I’elemento neutro per il prodotto in K, —1 il suo opposto e —v 1'opposto di
V.

Infatti,
v+(-1)-v=1-v4+(-1)-v=(1-1)-v=0-v=0.

Quindi (—1) - v & un vettore opposto di v, ma poiché I'opposto & unico, esso coincide con —v.
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Capitolo 3

Matrici: prime definizioni

Definizione 3.0.1. Siano m,n € N e sia mK un campo. Una matrice m x n a coefficienti in K ¢ una
tabella rettangolare di m - n elementi di K del tipo

all ai12 - A1n
asy a9 . aon

)
aml aAm2 ... Amn

dove a;; € Kperognii € {1,...,m}eperognij e {1,...,n}.
Verré usate anche la seguente notazione per denotare una matrice:

A = (ai)1<i<m,1<j<n-
Perognii =1,...,m, lariga i-esima di A & la matrice 1 x n

A(z) = (a“ ;o ... am).

Per ogni j =1,...,n,la colonna j-esima di A ¢ la matrice m x 1
alj
. as;
A — | ¥
Qmj

L’elemento a;; € detto elemento di posto i, j; tale elemento verra indicato anche con

(A)ij-
Osserviamo, infine, che ¢ & 'indice di riga e j I'indice di colonna.
J

Definizione 3.0.2. Se m = n, cioe il numero di righe & uguale al numero di colonne, la matrice si dice
matrice quadrata di ordine n.

Definizione 3.0.3. L'insieme di tutte le matrici m x n a coefficienti in K si denota con M,, ,(K).
L'insieme delle matrici quadrate di ordine n a coefficienti in K si denota con M, (K).
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Definizione 3.0.4. La matrice nulla & la matrice con 0 al posto i,j, per ogni i € {1,...,m} e j €

{1,...,n}:
0 0 0
0 0 0
O:
0 0 0

Esempio 3.0.5. La matrice
2 1 0
A= < ~1 13 1/4 >

ha 2 righe e 3 colonne. La prima riga &

e la seconda riga e
Ag) = (-1 13 1/4).

Le colonne sono, rispettivamente:

m_( 2 @_ (1 @ _( 0
A0 (). a0 (). a0 = (0)

12 11 10

Esempio 3.0.6. Le matrici

5 -3
B:< >,O: 0 9
2/3 0 s 3

sono quadrate di ordine 2 e 3, rispettivamente.

1
3

Definizione 3.0.7. Siano A = (a;j), B = (bij) € Myun(K), esia ¢ € K. La somma di A e B si definisce
come la matrice A + B € M,, ,(K) il cui elemento di posto i,j € a;; + b;; perognii € {1,...,m} e

j € {1,...,n}; possiamo scrivere:

(A+ B)ij = (A)ij + (B)ij-

I prodotto di A per lo scalare c € la matrice ¢ - A € M,, ,(K) il cui elemento di posto i, j € dato da

c-a;j,perogniie{l,....m}leje{l,...,n}

Proposizione 3.0.8. M, ,(K) con le operazioni di somma e prodotto per scalari definite sopra, é uno spazio
vettoriale sul campo K. Il vettore nullo e la matrice nulla, cioé la matrice con 0 € K al posto i, j, per ogni

ie{l,...,m}eje{l,...,n}.

Dimostrazione. Esercizio.

O]

Osservazione 3.0.1. Analogamente agli spazi R" possiamo definire gli spazi

C1
C2

K" = . €1,C2,...,cp €K

15
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detto prodotto cartesiano del campo K per se stesso n volte. I suoi elementi sono sequenze ordinate
di n scalari di K.

Come nel caso reale, in K" possiamo definire una somma e una moltiplicazione per uno scalare,
che lo rendono uno spazio vettoriale su K:

C1 d1 C1 + dl
(&) d2 Cco + d2
. + . = . )

Cn dp cn +dy
C1 a Cq
Cc2 a co

a- =

Cn, a Cp,

Osservazione 3.0.2. Possiamo vedere gli elementi di K" come matrici n x 1 a coefficienti in K. Sotto
questa identificazione, le operazioni di somma e prodotto per scalari definite in K" coincidono con
quelle di M,, ; (K), quindi possiamo identificare

K" = M, 1(K)

)

come spazi vettoriali.

3.1 Matrici e immagini digitali

Una notevole applicazione della teoria delle matrici e rappresentata dalle immagini digitali. Gli
esempi e le osservazioni presenti in queste note sono stati preparati dal prof. Marino Zennaro, pro-
fessore ordinario di Analisi Numerica presso il DMG, in occasione del suo intervento per il Circolo
Matematico nel 2018. Per la presentazione integrale si veda la pagina

https:/ /circolomatematico.units.it/content /23-marzo-2018-matematica-e-immagini-digitali.

Ringrazio il prof. M. Zennaro per la gentile concessione di utilizzo del materiale.

Esempio 3.1.1. Le immagini digitali sono memorizzate sotto forma di una o tre tabelle numeriche
rettangolari, ovvero matrici, a seconda che si tratti rispettivamente di un’immagine in scala di grigi
0 a colori. Le dimensioni delle matrici dipendono dalla risoluzione dell'immagine, ossia dal numero
di pixel che la compongono. Una modifica dei numeri contenuti nelle tabelle comporta una modifica
corrispondente dell'immagine da esse rappresentata. Sulla base di cio, formule matematiche pit1 o
meno complicate vengono comunemente utilizzate per operare sulle immagini una svariata gamma
di trasformazioni.
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i\Jj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 255|227 | 0 | 171|143 | 115| 87 | 255 | 31 5
2 255 | 0 0 0 | 143 | 115 | 255 | 255 | 255 | 3
3 0 0 | 19| 0 0 | 255 | 255 | 59 | 255 | 255
4 0 | 227|199 | 171 | 0 | 255| 87 | 59 | 31 | 255
5 0 | 227|199 | 171 | 0 | 255 | 87 | 59 | 31 | 255
6 0 | 227|199 | 171 | 0 | 255 | 87 | 59 | 31 | 255
7 0 | 227|199 | 171 | 0 | 255 | 87 | 59 | 31 | 255
8 0 0 | 199| 0 0 | 255 | 255 | 59 | 255 | 255
9 255 | 0 0 0 | 143 | 115 | 255 | 255 | 255 | 3

10 || 255 | 227 | 0 | 171 | 143 | 115| 87 | 255 | 31 3

tabella numerica F (m = 10 righe e n = 10 colonne)

codifica a 8 bit (28 = 256 tonalita): da 0 (nero) a 255 (bianco)

immagine corrispondente (ingrandita 60 volte)

<.
—

6

7

A

15

65

a7

a7

=5

205

255
0

50

21
0

115

6

255

205

205

205

0

50

50

50

255

205

25

205

255

205

27

7

221

255

a7

a7

255
27

255

71

221

205
25

205

a7

37

27

255

7T

21

255

205

&7

7

=7

255

7

221

50

255

205

a7

37

50

0

50

0

50

25

205

255

205

205

O | N| O O A W N| =

255

255
255

0

50

50

50

103

103

5

65

255

205

25

205

—
A=}

255

27

255

71

221

143

103

115

65

a7

a7

31

o

tabella numerica “tripla” (Fi,

codifica a 8 bit: tre numeri tra 0 e 255 per determinare colore e tonalita

,F3) (m=10en=10)

immagine corrispondente (ingrandita 60 volte)

La somma di matrici associate a un immagine e il prodotto per un numero hanno le seguenti

interpretazioni.

Esempio 3.1.2. Sia A la matrice di tipo 10 x 10 associata a un’immagine. Sia B di tipo 10 x 10 e con

tutte le entrate uguali a 255:

Se consideriamo la matrice

255
255

255

256 ... 255
255 ... 255

255 ... 255

B+ (~1)-A=B— A,

otteniamo 1'immagine “negativa”, in cui i vari colori vengono sostituiti con i loro “opposti”. Ad
esempio, il bianco al posto del nero ed il nero al posto del bianco.
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immagine corrispondente (ingrandita 60 volte) “negativo” dell'immagine in scala di grigi dell’Esempio 1.1

pondente (ingrandita 60 volte)

“negativo” dell'immagine a colori dell’Esempio 1.2

corri:

Esempio 3.1.3. Scegliamo un opportuno parametro intero 0 < § < 255, e sia A la matrice di tipo 10 x 10
associata a un‘immagine. Consideriamo la matrice A di tipo 10 x 10 e con tutte le entrate uguali a J:

0 6 ... 9
0 6 ... 9
P .
0 6 ... 9

La matrice A + A corrisponde all’operazione di “schiarimento” in maniera uniforme.
Osserviamo che A + A potrebbe avere alcune entrate > 255; in questo caso poniamo tali entrate
= 255.

18



Notiamo, infine, che per § = 255 otteniamo un’immagine completamente bianca.

Immagine schiarita con § = 100

Analogamente possiamo “scurire” I'immagine considerando la matrice A — A. In questo caso
alcune delle entrate possono risultare < 0. In questo caso le poniamo uguali a 0.
Notiamo che per § = 255 otteniamo un’immagine completamente nera.

Immagine scurita con § = 100

Esempio 3.1.4. Partiamo dalla semplice osservazione che
255 — 2 = —(z — 127.5) + 127.5

L'applicazione della formula di destra equivale a “spostare I'origine” dell’asse z da 0 a 127.5 = 255/2.
Nasce quindi I'idea di considerare un generico “fattore di rimodulazione” « e di generalizzare la
formula precedente per definire gli elementi di una nuova matrice A’ tramite la formula

a;; = afag; — 127.5) +127.5

Se si sceglie a > 1 si opera una dilatazione delle tonalita dei vari colori presenti nell'immagine,
che tendono tutte a spostarsi verso quelle estreme (ad esempio, bianco e nero nelle immagini in scala
di grigi).

In particolare, per o > 255 si ottengono matrici A’ con elementi tutti uguali a 0 o a 255, quindi
immagini con le sole tonalita di colore estreme.
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Se si sceglie a@ = 1 non si effettua alcuna modifica alla matrice A e I'immagine rimane invariata.

Se si sceglie invece 0 < o < 1, si opera una contrazione delle tonalita, che tendono tutte a
spostarsi verso le due colorazioni grigie medie, corrispondenti a 127 o 128.

In particolare, per o < 1/127.5, si ottengono matrici A’ con elementi tutti uguali a 127 0 a 128,
quindi immagini completamente grigie.

Immagine rimodulata con o = 2,255, 0.5, 0.2, rispettivamente.

Esempio 3.1.5. Terminiamo la rassegna con una sorta di “trucco matematico” che ci permette di “na-
scondere” un’immagine con matrice G' dentro un’altra immagine con matrice F', utilizzando due
strumenti, la rimodulazione dei colori e una combinazione lineare convessa.
L’idea consiste nel fissare un fattore o > 0 abbastanza piccolo (diciamo, ad esempio, 0.05) e nel
definire la matrice
H=(1-a)-F+a-G.

L'immagine corrispondente ad H ‘e molto simile all'immagine F' e non si intravede I'immagine G in
essa “nascosta”. Piu piccolo € a, meglio si nasconde G.
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La prima immagine contiene la seconda immagine “nascosta” con fattore a = 0.05.

Per “estrarre” I'immagine n.2 dall'immagine n.3 basta interpretare la formula precedente come
un’equazione nell’incognita G e risolverla (trascurando gli arrotondamenti agli interi nel calcolo di
H). Bisogna pero disporre anche dell'immagine n.1 e conoscere il fattore a.

Immagine estratta dall’immagine n.3 con fattore o = 0.05.

3.2 Matrice trasposta
Definizione 3.2.1. Sia A € M,, ,,(K). La matrice trasposta di A ¢ la matrice
tA € My m(K)

il cui elemento di posto i, j € I'elemento di posto j,i di A, perognii € {1,...,n}eyj € {1,...,m},
ovVero:
(‘A)ij = (A)ji-

Proposizione 3.2.2. Siano A, B € My, »,(K). Allora si ha:
1. (A+B)='A+'B;

2. '(t4) = A
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Dimostrazione. 1. Dimostriamo che per ognii € {1,...,m} e perognij € {1,...,n}, gli elementi
di posto 4, j di *(A + B) e di *A + ' B coincidono; si ha:

("(A+ B))ij = (A+ B)ji = (A)ji + (B)ji;
inoltre:
("A+'B)ij = ("A)ij + ('B)ij = (A)ji + (B)ji,
quindi l'uguaglianza della tesi vale.
2. Siha

quindi l'uguaglianza e verificata.
O

Definizione 3.2.3. Sia A = (a;;) € M,(K). La diagonale principale ¢ quella parte di A composta dagli
elementi di posto 7,7, perognii = 1,...,n.

A e detta diagonale se a;; = 0 per ogni i # j.

A e simmetricase A ="A.

La matrice unita n x ne la matrice I, € M,,(K) il cui elemento di posto i, j € datoda 1sei = je 0
se i # j. Useremo spesso il simbolo di Kronecker §;; cosi definito:

P lsei =
Y Osei# g

La matrice unita ha quindi al posto i, j ’elemento &;;.

3.3 Il prodotto righe per colonne

Definizione 3.3.1. Siano
A=(an a2...a1n) € M1,(K), B= € My 1(K).

Il prodotto A - B ¢ lo scalare definito come segue:
A B = a11bi1 + aigbor + - + a1pbn1 € K
Pit1 in generale, se A € M, ,(K) e B € M, ,(K), il prodotto righe per colonne
A-B € My, ,(K)

e quella matrice m x p il cui elemento di posto ¢, j & dato dal prodotto della i-esima riga di A e la
j-esima colonna di B:

(A . B)ij = A(i) . B(j) = ailblj + aigbgj + o+ ambnj.

Notiamo che nel prodotto righe per colonne, il numero delle colonne della matrice a sinistra A deve
coincidere con il numero delle righe della matrice a destra .
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Osservazione 3.3.1. Osserviamo che se A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine:
A, B € M,(K),

& sempre possibile moltiplicare A - B, ma in generalesiha A- B # B - A.
() (%))
A-B= < 8 —11 )
B-A= < :; 8 )

Proposizione 3.3.3. 1. Siano A,B € M,,»(K), C,D € M, ,(K), c € K. Allora valgono le seguenti
uguaglianze:

Esempio 3.3.2. Siano

Si ha:

mentre

(A+B)-C=A-C+B-C, A-(C+D)=A-C+A-D,
A(c-C)=c-(A-C)=(c-A)-C, A-T,=I, A=A

2. Siano A € M, n(K), B € M, ,(K), C € M), ,(K). Allora vale la sequente uguaglianza:
(A-B)-C=A-(B-C).
3. Siano A € My, n(K), B € M, (K). Allora vale la seguente uguaglianza:
"(A-B)='B-A.
Dimostrazione. Dimostriamo solo 1'uguaglianza 3). Si ha
("(A-B))ij = (A-B)ji = Ay - BY =

= ajlbli + ajgbzi + -+ a]’nbm'.

D’altra parte si ha

(tB . tA)ij = (tB)(Z-) . (tA)(j) = buajl + bgiajg + -+ bm-ajn = ajlbh' + ajgbgi + -+ ajnbm-.

3.4 Matrice inversa

Definizione 3.4.1. Una matrice quadrata A € M, (K) si dice invertibile, se esiste una matrice quadrata
dello stesso ordine M € M, (K) tale che sono verificate le seguenti uguaglianze:

A-M=M-A=1,.

Proposizione 3.4.2. Sia data una matrice quadrata A € M, (K).
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1. Se A e invertibile, allora esiste un” unica matrice M € M, (K), taleche A- M = M - A =1,,. Tale M si
dice matrice inversa di A e si indica con A~

2. Se A e invertibile e M € M,,(K) e tale che
A-M=T1,,
allora M = A~L,
Lo stesso vale se M - A = 1,,.
3. Se A, B € M,,(K) sono invertibili, allora anche A - B ¢ invertibile, e
(A-B)yt=B1.471
Dimostrazione. 1. Se esistesse un’ altra N € M,,(K) taleche A- N = N - A = I,,. Allora sfruttando

il fatto che NV - I,, = N, che I,, = A - M, la proprieta associativa del prodotto righe per colonne,
echel,, - M = M, abbiamo:

N=N-I,=N-(A-M)=(N-A)-M=1,-M=M,
quindi le due matrici sono uguali.

2. Dobbiamo dimostrare che anche M - A = I,,. Ma siccome A & invertibile, esiste la sua inversa
A1, Quindi

M-A=T, M- A=A A) M- A=A (A- M) A=A 1, - A=A A=1,.

3. E sufficiente osservare che
(A-B)-B 1. Al'=4.B-BYH-At=4.-4""1=1,

eche B! A71.(A4.B)=1,.
O

Osservazione 3.4.1. Notiamo che A # 0 non implica che A sia invertibile. Si consideri ad esempio la

matrice
1 1 00
a=(11)# (5 0):

Osserviamo che A non ¢ invertibile. Infatti, se esistesse
a b
M =

a+b=
a+b=
c+d=
c+d=

tale che A - M =1, allora si avrebbe

_— o O =

ma il sistema non ha soluzione.
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Capitolo 4

Sistemi di equazioni lineari

Siano m,n € N\ {0}, e sia K un campo.

Definizione 4.0.1. * Un sistema di m equazioni lineari a coefficienti in K in n incognite & un
sistema di equazioni della seguente forma:

a11r1 + ajore + -+ a1, = by
(0171 + agoe + -+ + agpx, = by
Am1T1 + Amax2 + - + Apn®n = bmv
doveaii,ais,...,amn € Ksonoicoefficienti, 1, . .., z, sono le incognite, n € 1" ordine, by, ..., b,, €

K sono i termini noti, del sistema lineare.

¢ Una soluzione del sistema lineare & una n-upla ordinata (vettore colonna)

S1
s = 3,2 e K"
Sn
tale che, se si sostituisce ad x; il valore s; € K, per ogni ¢ = 1,...,n, le m equazioni sono

simultaneamente soddisfatte.
¢ [l sistema lineare si dice omogeneo, rispettivamente non omogeneo, se
by =by=---=by =0,
rispettivamente se b; # 0, per qualche j =1,...,m.

¢ [l sistema lineare si dice compatibile (rispettivamente incompatibile), se possiede una soluzio-
ne (rispettivamente, se non ha alcuna soluzione).

Osservazione 4.0.1. Ogni sistema lineare omogeneo & compatibile, infatti il vettore nullo

0

0
0= e K"
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€ una sua soluzione, detta soluzione banale. Ogni altra soluzione si dice soluzione non banale.

Esempio 4.0.2. 1. Il sistema lineare di ordine 2

2x1 + 329 =1
201+ 3x0 =2
e incompatibile.
2. Il sistema lineare

201 +3x2 =1
T+ To =0

o . . -1
e compatibile ed ammette 1'unica soluzione s = < 1 ) .

3. 1l sistema lineare

2331 +3£L’2 =1
4z + 629 =2

1-3¢
e compatibile ed ammette infinite soluzioni date da s = < i > ; per ogni valore di ¢ € R,

otteiamo una soluzione del sistema.

Definizione 4.0.3. La matrice dei coefficienti del sistema lineare

ainry + a2x2 + -+ a1pTy =b
a2121 + agxe + - -+ agmTy, = by
Am121 + AmaX2 + -+ ApnTn = bma

e la matrice A di tipo m x n a coefficienti in K, il cui elemento di posto ij e il coefficiente a;; del

sistema lineare, perognii =1,...,m,j =1,...,n, cioe
ailr a2 Qin
a1 a2 a2n
A= .
aml am2 ... Amn,

Osserviamo che se mettiamo le incognite in colonna

I
Z2

In
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allora il precedente sistema lineare si puo scrivere nella seguente forma:
A-X =b,

dove A é la matrice dei coefficienti, b il vettore dei termini noti, ed il prodotto & il prodotto righe per
colonne.
La matrice completa associata al precedente sistema lineare e la matrice

aill a9 e QA1n ‘ b1

asy a9 Ce. Qa92n, | b2
(Alb) = |

aml Gm2 ... (mn ‘ bm

Teorema 4.0.4. di struttura per le soluzioni dei sistemi lineari omogenei Sia A - X = 0 un sistema
lineare omogeneo di ordine n a coefficienti in K. Per ogni coppia di soluzioni

s, € K"

di A- X = 0 e perogni scalare
c €K,

si ha che

s+, cseK"

sono soluzionidi A - X = 0.
In particolare, I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo A - X = 0 & un sottospazio vettoriale
di K™ (per la definizione di sottospazio vettoriale si veda il prossimo capitolo).

Dimostrazione. Siccome s,s” € K" sono soluzioni del sistema lineare omogeneo in considerazione, si
hache A-s=0ed A-s = 0. Dobbiamo provare che A - (s +s') =0eche A- (cs) = 0.

Per la proprieta distributiva del prodotto righe per colonne sulla somma di matrici (in questo caso
s, s’ sono vettori colonna, quindi si possono considerare come matrici di tipo n x 1), si ha che

A-(s+8)=A-s+A-§=0+0=0.

N

Segue che s + s’ € K" & una soluzione del sistema lineare omogeneo.
Per dimostrare che A-(cs) = 0, basta osservare che il prodotto per scalari commuta con il prodotto
tra matrici, quindi
A-(es)=cA-s=c0=0.

O]

Teorema 4.0.5. di struttura per le soluzioni dei sistemi lineari Sia A - X = b un sistema lineare di
ordine n, e sia s € K" una sua soluzione.
Allora s € K" e soluzione del sistema lineare, se e solo se

$ =15+ sg,

dove sy € K" é una soluzione del sistema lineare omogeneo associato A - X = 0.
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Dimostrazione. Sia s € K™ una soluzione arbitraria del sistema lineare A - X = b. Osserviamo che
s=35+(s—3),

quindi basta verificare che s — s & soluzione del sistema lineare omogeneo associato A - X = 0.
Sfruttando la proprieta distributiva del prodotto righe per colonne tra matrici si ha

A(s—85)=A-s+A-(-5)=A-5s—A-(5)=b—-b=0,

dove nella seconda uguaglianza abbiamo sfruttato il fatto che —s = (—1)s e la commutativita del
prodotto righe per colonne con il prodotto per scalari.

Viceversa, per ogni soluzione sy € K" del sistema lineare omogeneo associato, s + sp € una
soluzione del sistema lineare, poiché

A-(5+s0)=A-5+A-s9=b+0=b

4,1 Sistemi lineari con matrici dei coefficienti a scala

Definizione 4.1.1. Sia A = (a;j) € Myn(K) esiar € {0,1,...,m} il numero delle righe di A diverse
dalla riga nulla. La matrice A e detta a scala se:

* r =0 (quindi A e la matrice nulla),
* oppurer >0, Ay # (00...0) perognii € {1,...,7} e, posto
ji = min{j | ai; # 0},
sihache j; < jo <+ < jpr.
Se A e ascala, gli elementi ay;,, ..., a,;, sidiconoipivotdi A.

Proposizione 4.1.2. Sia A - X = b un sistema lineare di ordine n, formato da m equazioni, a coefficienti in
K. Supponiamo che A € My, ,(K) sia una matrice a scala, e siar € 0, ..., m il numero di righe non nulle di
A

Allora il sistema lineare A - X = b é compatibile <=

br+1:b7’+2:"'—bm:0-

Dimostrazione. Dimostriamo 1" implicazione =
Per ipotesi il sistema lineare A - X = b e compatibile, quindi ha una soluzione

51
82
S =
Sn
per cuivale A-s = b. In particolare, per ognii = 1,...,m, la componente i-esima del vettore A-s € K"

¢ data dal prodotto (righe per colonne) della i-esima riga di A per s, cioé A;) - s.
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Sia ora i > r; per definizione di r abbiamo che
A(l) S = 0,
perci6 b; = 0.

Implicazione <«:

Supponiamo che b; = 0 per ogni i > r, e dimostriamo che ¢ sempre possibile trovare una solu-
zione del sistema lineare A - X = b. A tale scopo, procediamo risolvendo tutte le equazioni partendo
dall” ultima equazione ed andando a ritroso.

Precisamente, le equazioni dalla (r + 1)-esima alla m-esima sono tutte del tipo 0 = 0, quindi sono
soddisfatte per ogni scelta di s1,...,s, € K,ponendo z; = s1,...,2, = s,. L' equazione r-esima &
della forma seguente:

arvjrxjr + arajr+1£jr+l +oo arvnxn = br'
Siccome a,.;, # 0, essendo 1" r-esimo pivot di A, possiamo ricavare z;, in funzione di
Zj,+1,Tj,+42,- - -, Tpn, ed otteniamo:

l‘jr == 7(b7~ — aT,jTHachH — = ar,nacn).
aT?jT

Quindi, per ogni s1,...,5;,-1 € Ke per ogni sj.4+1,...,5, € K, otteniamo una soluzione della
equazione r-esima del sistema lineare ponendo

1
TL=51,...,Lj—1 = Sj—1,---,Tn =S € K, zj, = T<br — Gy 415441 — *** — QrnSp).
r?]’l‘

Ora consideriamo I’ equazione (r — 1)-esima. Essa & della forma seguente:
r—1,5, 1 Ljp_y + Qr=1j, 1 41%j, 141+ -+ Qr—1,nTn = br—1.

Dividendo ambo i membri per a,_1j,_,, che &€ # 0, ricaviamo x;,_, in funzione di z;,_,41,...,Zp.
Quindi, sostituendo ad z;, il valore determinanto in precedenza, vediamo che e possibile trovare
51
. . . 52 .. .
degli scalari s1,s2,...,s, € K, tali che s = . € K" sia simultaneamente soluzione delle
Sn
equazioni dalla (r — 1)-esima alla m-esima del sistema lineare. Procedendo in questo modo vediamo

che il sistema lineare A - X = b ha (almeno) una soluzione e quindi & compatibile.
O

4.2 Il metodo di gradinizzazione di Gauf3

Definizione 4.2.1. Due sistemi lineari dello stesso ordine sono equivalenti se hanno le stesse soluzioni.

Il metodo di Gau, per stabilire la compatibilita ed eventualmente per trovare le soluzioni di un
sistema lineare A-X = b, consiste nel trasformare tale sistema in uno ad esso equivalente AX = E, con
matrice dei coefficienti A a scala. Quindi si stabilisce la compatibilita di A X = E, ed eventualmente

se ne trovano le soluzioni, tramite la Proposizione 4.1.2. Per trasformare A - X = bin A-X =bsi
effettuano in modo opportuno le cosiddette operazioni elementari.
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1. OE1 Operazione elementare 1 (OE1). Questa operazione consiste nello scambio di due equa-
zioni tra di loro. Nella pratica, per risolvere un dato sistema lineare, sara spesso pitt comodo
effettuare le operazioni elementari direttamente sulla matrice completa (A | b). In tal caso la
OE1 consiste nello scambio di due righe di (A4 | b) tra di loro.

2. OE2 Operazione elementare 2 (OE2). Questa operazione consiste nella moltiplicazione di am-
bo i membri di una equazione per uno stesso scalare non nullo. La corrispondente operazione
sulla matrice completa (A | b) consiste nella moltiplicazione di una sua riga per uno scalare non
nullo.

3. OE3 Operazione elementare 3 (OE3). Con questa operazione si sostituisce una equazione con
1" equazione che si ottiene sommando ad essa un multiplo di un” altra equazione. La corrispon-
dente operazione sulla matrice completa (A | b) consiste nel sostituire una sua riga, ad esempio
(A]b)(), conlasomma (A | b)) + c(A | b)), per qualche j # iec € K.

Proposizione 4.2.2. Le operazioni elementari 1, 2 e 3 trasformano un dato sistema lineare in uno ad esso
equivalente.

Dimostrazione. Sia A - X = b un dato sistema lineare di ordine n, con m equazioni, a coefficienti in K.
Chiaramente scambiando 1" ordine delle sue equazioni, si ottiene un sistema lineare equivalente ad
esso. Lo stesso vale se si moltiplica ambo i membri di una equazione per uno scalare non nullo.
Consideriamo quindi 1" OE3, e precisamente sostituiamo 1" equazione i-esima di A - X = b con
1" equazione che si ottiene sommando ad essa c-volte I” equazione j-esima, per qualche ¢ € K e per
qualche j # i. Denotiamo con A - X = bil sistema lineare che si ottiene in questo modo. Ricordiamo
che, perognik = 1,...,m, la k-esima equazione di A- X = bsi pu0 scrivere come segue: A, X = by,
dove A ¢ la k-esima riga di A, by, € la k-esima componente di b € K™, ed il prodotto e quello righe
per colonne. Analogamente la k-esima equazione di A X = bsiscrive come g(k) - X = Z,C, dove

A - Ay, se k # 1, 7. b, se k # 1,
(k) — Ay + Ay, sek =i, k= b; + cb;j, sek =i,

Dimostriamo orache A- X = be A- X = bsono equivalenti. Sia s € K" una soluzione di A - X = b;
abbiamo quindi
A(k)'szbk, szl,...,m.

Quindi N N
A(kz) S = bk, vk 7é i,

eperk =1

Ne segue che s & soluzione di A - X = b.

\

Viceversa, se s € K" & una soluzione di A-X = 3, allora
g(k) - S :gk, Vk = 1,...,'m.

Quindi
Ay -8 = by, Yk # 1,

30



eperk =1

Ne segue che s e soluzione di A - X = b, ed i due sistemi lineari sono equivalenti.

Teorema 4.2.3. Sia dato un sistema lineare A- X = b. E sempre possibile trasformare A - X = b, per mezzo
delle operazioni elementari, in uno ad esso equivalente, A - X = b, con matrice dei coefficienti A a scala.

Dimostrazione. Sia n il numero di incognite e sia m il numero delle sue equazioni. Possiamo supporre
A # 0, altrimenti A & gia a scala. Sia quindi j € {1,...,n} il pit1 piccolo indice di colonna tale che

AU) £ 0 €K™ esiai € {1,...,m} unindice di riga tale che a;; # 0 € K.

ALGORITMO DI GAU#$
¢ Scambiando tra di loro la prima con la i-ma riga di (A|b) (operazione OE1), possiamo supporre
che sia
a1j # 0.
Abbiamo quindi una matrice del tipo
0 ... 0 aij at,j+1
0O ... 0 a2; a2 541
0 ... 0 Qmj  Qm,j+1

* Per mezzo di una OE3, sostituiamo le righe di (A|b) dalla seconda alla m-esima con

Qi
(AR)wy = = (A, Tk =2,
1y

e troviamo una matrice del tipo

0 ... 0 aij; a15+1
0 ... 0 0 ay;,
0 ... 0 0 ap,n

¢ Applichiamo i punti precedenti alla sottomatrice

/ /

0 ... 0 ag;y g 49
/ /

0 ... 0 apjp1 Gnpjso

Alla fine del procedimento troviamo una matrice (A|b) a scala.
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Capitolo 5

Sottospazi vettoriali

Definizione 5.0.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme non vuoto W C V' si
dice sottospazio vettoriale di V' se valgono le seguenti condizioni:

* (W1) per ogni w; € W e per ogni wy € W si ha

w1 +wo € W,

* (W2) per ogni W € W e per ogni scalare a € K si ha

a-weWw.

Osservazione 5.0.1. Osserviamo che un sottospazio vettoriale IV € a sua volta uno spazio vettoriale su
K con le operazioni ereditate da V. E facile verificare che valgono gli assiomi V1,...,V8 di spazio
vettoriale.

Esempio 5.0.2. di sottospazi vettoriali

1.

I sottoinsieme W = V risulta in modo evidente un sottospazio vettoriale, detto sottospazio
vettoriale improprio.

Il sottoinsieme formato dal solo vettore nullo {0} C V & un sottospazio vettoriale, percheé
verifica W1 e W2, e si chiama sottospazio vettoriale banale. Osserviamo che e il pit1 piccolo
sottospazio ( e anche spazio) vettoriale.

II sottoisieme di F (R, R) costituito dalle funzioni limitate:
L(R,R):={f|f:R—R, flimitata} C F(R,R)

€ un sottospazio vettoriale. Ricordiamo la definizione: f : R — R si dice limitata se 3 M > 0,
M € R, tale che |f(r)| < M per ognir € R.

Nello spazio delle funzioni
FRR)={f[f:R—=R}

il sottoinsieme delle funzioni continue

C'(R,R) := {f |f : R — R continua}
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€ un sottospazio vettoriale perché la somma di funzioni continue e la moltiplicazione di uno
scalare per una funzione continua sono ancora funzioni continue.

Analogamente si puo verificare facilmente che il sottoinsieme delle funzioni derivabili con
derivata continua

C'(R,R) := {f |f : R — R derivabile e f’ continua}
€ un sottospazio vettoriale.

Inoltre si ha
C°(R,R) D C'(R,R),

e C}(R,R) risulta anche sottospazio vettoriale di C°(R, R).

5. Consideriamo lo spazio vettoriale R[z] dei polinomi in una indeterminata a coefficienti in R.

Il sottoinsieme dei polinomi di grado minore o uguale a un grado fissato d € N

Rlzl<a := {p(z) | deg p(z) < d}
risulta un sottospazio vettoriale.
Esempio 5.0.3. Sottoinsiemi che non sono sottospazi vettoriali
1. La circonferenza

s::{<2> |22 + (22— 1)2 =1} C R?

non € un sottospazio vettoriale; infatti, ad esempio

(2)esim—(5)=(5)es

2. In generale, ogni sottoinsieme limitato di R? e di R" in generale non & un sottospazio vettoriale;
infatti, la condizione W2 implica che i vettori di un sottospazio vettoriale possano assumere
“lunghezze” (vedremo la definizione in seguito) arbitrariamente grandi.

3. Le rette del piano che non passano per l'origine non sono sottospazi vettoriali, perché non
contengono il vettore nullo.

4. Consideriamo lo spazio vettoriale R[z] dei polinomi in una indeterminata a coefficienti in R.

Il sottoinsieme dei polinomi di grado uguale a un grado fissato d € N

Rz]g := {p(x) | deg p(z) = d}

non risulta un sottospazio vettoriale, perché non verifica la W1. Ad esempio, la somma dei due

polinomi

acd—l, —24+3

non & un polinomio di grado d: z¢ — 1 + (—2¢ + 3) = 2, polinomio costante, di grado zero.
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Proposizione 5.0.4. Sia V uno spazio vettoriale su K, e siano
vcv, wWcv

due suoi sottospazi vettoriali.
Allora l'intersezione
unwcyv

e ancora un sottospazio vettoriale.

Dimostrazione. Verifichiamo che valela W1 per U N W:
siano ui,up € UNW C U; siccome U e sottospazio vettoriale, si ha

uy +ug € U.
Ma abbiamo anche u;,us € UNW C W; siccome W & sottospazio vettoriale, si ha
u] +ug € W.

Quindiu; +us € UNW.
Verifichaimo orala W2: siau € UNW esiac € K; essendo U NW C U ed essendo U sottospazio
vettoriale, si ha
c-u€eUl.

Analogamente, essendo U N W C W ed essendo W sottospazio vettoriale, si ha
c-ueW.
Concludiamo quindi nuovamente chec-u € UNW. O
Osservazione 5.0.2. Sia V' uno spazio vettoriale su K, e siano
vCcv, Wcv

due suoi sottospazi vettoriali.
In generale I"'unione
vuw

non e un sottospazio vettoriale.

Ci chiediamo allora quale sia il pit1 piccolo sottospazio vettoriale contenente due dati sottospazi.
Abbiamo la seguente:

Definizione 5.0.5. Sia V uno spazio vettoriale su K, e siano
vcv, wcv
due suoi sottospazi vettoriali. Il sottospazio vettoriale somma U + W e cosi definito:
U4+ V:={veV|JuelUIweW, taliche v = u + w},
e dato cioe da tutte le possibili somme di vettori di U con vettori di W.

Lemma 5.0.6. Il sottospazio somma U + W C V' e un sottospazio vettoriale.
Inoltre, U + W é il piu piccolo sottospazio vettoriale contenente U U W.

Dimostrazione. Esercizio. 0
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5.1 Combinazioni lineari e sottospazi vettoriali finitamente generati

Definizione 5.1.1. Dati vy,...,v; € V, una combinazione lineare di vy, ..., v a coefficienti in K € un
vettore del tipo
caui+---t+cevp €V, c1,...,c €K
Definizione 5.1.2. Se vy, ..., v, € V € un numero finito di vettori di V, definiamo
Span(vi,...,vx) :=={a1-v1 +...a5 vk | a1,...,a; € K},

che risulta un sottospazio vettoriale (verificare per esercizio).

Esempio 5.1.3. ¢ Sia V uno spazio vettoriale non banale, e sia v € V' un vettore non nullo: v # 0.
Allora
Span(v) = {c-v | ce€ K},

consiste cioe di tutti i vettori proporzionali a v. Il sottospazio vettoriale Span(v) viene chiamato
retta vettoriale, e il vettore v viene chiamato generatore.

¢ Sia V uno spazio vettoriale non banale e siano v, w € V due vettori non nulli: v # 0, w # 0.
Allora
Span(v,w) ={a-v+b-w|a€Kbe K},

consiste cioe di tutte le possibili somme di vettori proporzionali a v e w.

Nel caso che w non sia proporzionale a v, Span(v, w) viene chiamato piano vettoriale. Nel caso
che w sia invece proporzionale a v, si pu0 verificare facilmente che vale

w = ¢-v = Span(v,w) = Span(v) = Span(w),

quindi si ottiene nuovamente una retta vettoriale.
Osservazione 5.1.1. Osserviamo, in particolare, che i vettori vy, ..., v, € Span(vy,...,v;); infatti, si ha
) ) p )

vp=1-v+0-v9+ - 4+0-v,v2=0-v7+1-v24---4+0-vg,...,
vp=0-v14+0-v2+---4+1-vg.
Inoltre, per ogni [ < k, abbiamo
Span(vy,...,v;) € Span(vy, ..., V).

Infatti, ogni v € Span(vy, ..., v;) soddisfa
vV=2cC1-vt+c2-v2t o,

e tale relazione si puo riscrivere nella forma:

v=ci-vitceg-vatoFou+0-vgpg o+ 0 vg,

quindi v € anche combinazione lineare di vy, . . . , vj.
Notiamo, pero, che [ < k non implica, in generale,

Span(vh sy Ul) - Spa‘n(vb -e e 7Uk)>

come ad esempio nel seguente caso:

(1)) s (1) (£)) =
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Esempio 5.1.4. ¢ Consideriamo i vettori
_ (! _( 1 2
U1—<2>, UQ—(1>€R.

Osserviamo che il vettore w = < ) si pud scrivere come combinazione lineare di vy e va:

0
3 1 -1
(1) () ()
quindi w € Span(vy, v2).

d
due coefficienti A1 e )\ tali che

B B 1 -1\ A1 A2\ AL — A
U—)\1U1+)\2U2—)‘1<2>+)\2< 1 >_<2/\1>+< A2 >_(2>\1+)\2>'

Per determinare l'esistenza di A\; e Ao dobbiamo risolvere il sistema lineare

Sia ora v < > € R? un vettore qualunque. Ci chiediamo se v € Span(v1, v3), cioé se esistano

)\1—)\2 =C
2M1 + Ay =d.

La matrice completa (A|b) associata al sistema lineare é

an=(5 3| 5):

Con 1" operazione elementare (A[b)(9) — 2(A[b)(1) riduciamo la matrice a scala e otteniamo:

1 -1 | c
0 3 | d—2¢ )"

Il sistema lineare ha (un’unica) soluzione

d+c d—2c
A\ = Ay = .
1 3 2 3

Osserviamo che nel caso particolare di prima ¢ = 3 e d = 0 si ottiene effettivamente \; = 1 e
Ay = —2.

Come conseguenza abbiamo che ogni vettore v € R? verifica v € Span(vy, v2), quindi
R? = Span (v, v2),

cioé vy e v sono dei generatori per R2.
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e Consideriamo i due vettori

1 0
n=|11, vw=| 1| eR?
0 1

In questo caso abbiamo che
R3 # Span(vy, vg).

Infatti, il vettore
1
v= | 1 | & Span(v,v2).
1

Infatti, verifichiamo che non esistono A1 e A, tali che

1 1 0 A1
L =XM1 ]|+X|1]=] M+X
1 0 1 Ao

La matrice completa associata al sistema lineare e
10 |1
Ap)=1 11 | 1
01 ] 1

Con I” operazione elementare (A|b) ) — (A[b)(1) otteniamo

e ora con (A'|b')3) — (A'[b)(2) abbiamo la seguente matrice a scala:
| 1
0],
| 1

che corrisponde a un sistema lineare incompatibile (senza soluzioni), perché 1'ultima riga cor-
risponde ad un’equazione del tipo 0 = 1.

(A'Y) =

O O =
e i )
—_ O

(A/l|b//) —

O O =
O = O

Esempio 5.1.5. Vediamo un esempio di due sottospazi vettoriali, la cui unione non & un sottospazio
vettoriale: sia V = R? e siano

U—Sp&n((é))—{@-(é) |a€R}_{<g) la € R},
wose(1))-0-(3) o= () wem

Osserviamo che i vettori
1 1
(o) (3 )evom
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1 1 2
(o)« (3) =) evom
Infatti, si ha < ? > ¢ U perché non é del tipo < 8 > per alcun a € R. Inoltre, ( i > & W perché

non é del tipo < Z

Definizione 5.1.6. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e siano

) per alcun b € R.

V1,...,0 €V
vettori di V. Diremo che vy, ..., v, generano V' se
V = Span (v1,...,v),
e quindi per ogni vettore v € V' esistono dei coefficienti A1, ..., A tali che
v=A1 U1+ + N\ Vg

In questo caso V si dira finitamente generato.

Osservazione 5.1.2. Nel caso in cui V' = K", possiamo stabilire se k£ vettori vy, ..., v sono dei gene-
ratori per K” studiando un sistema lineare. Pit1 precisamente, se esprimiamo i vettori vy, ..., vy in
componenti:
a1l a12 a1k
a21 a22 a2
V1 = . ) V2 = . P ey VU = . )
anl an2 Ank
b1
ba L . .
allora un vettore v = . € una loro combinazione lineare se si puo scrivere come
by,
b1 a1 a2 a1k c1a11 + cea12 + - -+ cparg
bo as1 an asg, ciag1 + cga22 + - - + cpagk
=cC . + c2 . + -+ . = . =
bn anl an2 Ank C1Qp1 + C2ap2 + - -+ + CpQpk
a1l a2 ... Qi c1
asl a9 e agf C2
apl Aanp2 Ank Ck

Se poniamo

a1l a2 ... a1k
asy a9 . agk

A = )
an1 AaAn2 ... QAnk
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abbiamo che v & combinazione lineare di v1, ..., v} se e solo se il sistema lineare

b1
by
A-X = )

bn

C1 bl

. Ca . b .
ammette almeno una soluzione |, cioéseesolose A-X = . e compatibile.
CL bn

5.2 Dipendenza e indipendenza lineare

Definizione 5.2.1. Siano v1,...,v; € V; essi si dicono linearmente dipendenti se uno di loro si puo
scrivere come combinazione lineare degli altri.

Esempio 5.2.2. 1vettori di R?
(1 1 &

sono linearmente dipendenti, perché v3 = 2v; 4 v2, ma v; e v2 non sono linearmente dipendenti, e
nemmeno v; € v3, Cosi come vy e v3 non sono linearmente dipendenti (verificare).

Definizione 5.2.3. Siano vy,...,v; € V; essi si dicono linearmente indipendenti se non sono linear-
mente dipendenti.

La dipendenza e I'indipendenza lineari possono essere caratterizzate nel modo seguente, che puo
essere scelto come definizione alternativa:

Proposizione 5.2.4. [ vettori vy, ..., v, € V sono linearmente dipendenti <= esiste una loro combinazione
lineare con coefficienti non tutti nulli che dia il vettore nullo:

a1v1 + asvy + - - - +agvp, =0, a; non tutti nulli.
Conseguentemente abbiamo:

Proposizione 5.2.5. [ vettori vy, ...,v, € V sono linearmente indipendenti <= 1" unica loro combinazione
lineare che dia il vettore nullo e quella con tutti i coefficienti nulli:

aivi +acvo+ - tapvpy=0=>a1 =as=---=a = 0.

Osservazione 5.2.1. 1. Nel caso k£ = 1, abbiamo che un vettore v; € linearmente dipendente <+
esiste una combinazione lineare
ajv; = 0,

con a; # 0, cioé < v = 0 e il vettore nullo.

Conseguentemente, v; € linearmente indipendente <= v; # 0.

39



2. Due vettori v; e v sono linearmente dipendenti <= esiste ¢ € K tale che
Vo = cvy, Oppure vy = Cva,

cioé <= v; e vy sono proporzionali.

Come conseguenza, due vettori v; e vy sono linearmente indipendenti <= non sono propor-

zionali.
3. Consideriamo dei vettori vy, . .., v, e supponiamo che uno di essi sia nullo:
V; = 0.
Allora vy, ..., v sono linearmente dipendenti; infatti si ha

¢ una loro combinazione lineare con coefficienti non tutti nulli, che da il vettore nullo.

4. Se traivettori vy, ..., v ce ne sono due uguali
v; = ?}j,
allora vy, ..., v sono linearmente dipendenti; infatti, la combinazione lineare

0‘U1‘|‘"'+1'Ui+“'+(_1)Uj+"'+O'Uk:

=0 +---+1-v+--F+(-Dvi+...0-0,=0
da luogo al vettore nullo e non tutti i coefficienti sono nulli.

Osservazione 5.2.2. Nel caso in cui V' = K", possiamo stabilire se k vettori vy, . . ., v; sono linearmente
dipendenti studiando un sistema omogeneo di equazioni lineari. Pit1 precisamente, se esprimiamo i
vettori vy, . .., v in componenti:

ail a12 a1k
a21 a22 a2k

Ul - . ) U2 - . b M Uk - . M
anl (077%) Ank

allora una loro combinazione lineare si puo scrivere come

ail a2 alk ciail + ceaq2 + - - -+ cpaqg
as1 a2 asg c1a21 + c2a22 + - -+ + Craap
C1 . + co . + -+ . = . =
Gnl Gn2 Ank C1Gn1 + C2Gn2 + + + + + Crlnk
all a19 e a1k C1
a1 a2 ... QG2 C2
anl an?2 e Ank Ck
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Se poniamo

ail a2 ... Qg
az1 a2 ... Qk
A= ,
anp1 AaAp2 ... Ank
abbiamo che vy, . .., v sono linearmente dipendenti se e solo se il sistema lineare omogeneo
A-X=0
€1
. €2
ammette una soluzione non banale
Ck
Infine, possiamo equivalentemente affermare che vy, ..., v; sono linearmente indipendenti se e
solo se il sistema lineare omogeneo
A-X=0

ammette solo la soluzione banale (la soluzione nulla).

5.3 Basi

Abbiamo osservato che quando uno dei vettori considerati ¢ combinazione lineare degli altri, esso &
irrilevante ai fini dello spazio generato. E quindi naturale cercare di considerare solo insiemi minimali
di generatori, cioe insiemi in cui togliendo un qualunque vettore, lo spazio generato dai rimanenti &
strettamente pit1 piccolo. Queste considerazioni inducono a dare la seguente definizione.

Definizione 5.3.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme di vettori
B= {vl,...,vn}

si dice base di V' (finita) se valgono le seguenti:

1. (B1) v1,...,v, generano V;
2. (B2) vy, ..., v, sono linearmente indipendenti.
Proposizione 5.3.2. Un sottoinsieme {vi,...,v,} di V e una base di V' se e solo se per ogni ettore v € V,
esistono e sono unici dei coefficienti A1, . .., Ay, tali che
v =AU+ -+ AUp.
In tal caso gli scalari A1, . .., A\, si chiamano coordinate di v nella base {v;,...,v,}.
Dimostrazione. Sia {vy,...,v,} una base di V. Poiché sono dei generatori di V, ogni vettore v € V si

puo scrivere come combinazione lineare

v =AU+ -+ AU,

41



Supponiamo che si abbia anche
V=1 + o+ UnpUn.

Sottraendo la seconda equazione alla prima otteniamo
0=\ —p)vr+ -+ A — i) p.
Essendo {v1,...,v,} una base, i vettori sono anche linearmente indipendenti, quindi si ha
AL = U1y An = fin,

da cui la tesi.
Viceversa, supponiamo che ogni vettore di V' si possa esprimere in modo unico nella forma

v =AU+ -+ AUp.

Da ciod segue, in particolare, che i vettori {v, ..., v,} formano un insieme di generatori di V.
Mostriamo infine che sono linearmenet indipendenti. Consideriamo una loro combinazione li-
neare che dia il vettore nullo:
c1v1 + -+ epvy = 0.

Siccome il vettore nullo ammette la rappresentazione
0=0-v14+---+0-vy,,

per l'ipotesi di unicita della rappresentazione di ogni vettore come combinazione lineare dei vettori
{v1,...,v,}, si ha che necessariamente

c1=0,...,¢cp, =0,
quindi vy, ..., v, sono anche linearmente indipendenti, e formano una base. ]

Esempio 5.3.3. Sia V' = K". Allora si ha una base naturale, detta base canonica £ di K":

1 0 0

0 1 0
€1 = . , €2 = . y +eesCn =

0 0 1

Infatti, i vettori di £ formano un insieme di generatori; dato un vettore

b1 1 0 0
bo 1 0
Sl = e L [+

b 0 0 1
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Inoltre, vediamo subito che i vettori di £ sono linearmente indipendenti; infatti, usando il criterio
5.2.2, osserviamo che la matrice A le cui colonne sono formate da ey, .. ., e, corrisponde alla matrice
unita A = [,,, e il sistema lineare omogeneo

I,-X=0

ammette solo la soluzione nulla.

Osservazione 5.3.1. Sottolineiamo nell” esempio precedente che nella base canonica £ di K" le coordi-
nate di un vettore coincidono con le sue componenti.

Esempio 5.3.4. Una base per lo spazio vettoriale delle matrici M,, ,(K) € data da

1 0 ... 0 01 ... 0 00 ... O

00 ... 0 00 ... 0 00 ... 0
Ell = . . . aE12 = . . . ) aEmn = . . . )

00 ... 0 00 ... 0 0 0 ... 1

ovvero dalle matrici F;; che hanno il coefficiente 1 nella posizione i, j e zero altrove.
Infatti, ogni matrice A = (a;;) si puo scrivere in modo unico come

m n
A=anFEi+aBi+ -+ apnEpn = Z Z a;;Eij.
=1 j=1

Anche questa base viene detta base canonica dello spazio delle matrici.

5.4 Teoremi di estrazione e di completamento

Teorema 5.4.1. Estrazione di una base da un insieme di generatori Sia V' uno spazio vettoriale su un
campo K, e siano vy, . . ., vy, dei generatori per V. Allora esiste una base B C {vy,..., v} di V.
Per la dimostrazione di questo risultato abbiamo bisogno di due Lemmi.
Lemma 5.4.2. Siano uy,...,u; € Vesia
u € Span(ug, ..., u;).

Allora Span(uy, . ..,u;) = Span(uy, ..., u;,u).

Dimostrazione. L inclusione Span(uy,...,u;) € Span(ui, ..., u;, u) € sempre verificata.
Dimostriamo quindi 'altra inclusione. Sia w € Span(us,...,u;, u) un vettore arbitrario. Quindi
w = byuy + - - + byuy + bu, (5.4.1)
per opportuni coefficienti by, ..., b, b € K.

Per ipotesi su u possiamo scrivere
U =ciuy + -+ quy.
Quindi la (5.4.1) puo essere riscritta nella forma
w=biuy + -+ bu + b(cruy + - - + qug) = (by + ber)ug + -+ - + (b + bey)uy,
ovvero w si puod esprimere anche come combinazione lineare dei vettori uy, ..., u;. Quindi abbiamo

dimostrato che Span(uy,...,u;) 2 Span(u, ..., u;,u). O
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Lemma 5.4.3. Siamo uy,...,u, € V dei vettori linearmente indipendenti, e sia

u & Span(uq, ..., up).

Allora uy, . . ., up,u sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u1, ..., u;, u siano linearmente dipendenti e sia
cluy + -+ cpup +cu =0 (5.4.2)

una combinazione lineare con coefficienti non tutti nulli, che dia il vettore nullo.
Osserviamo che se ¢ = 0, allora abbiamo una combinazione lineare

cul 4+ -+ cpup =0

a coefficienti non tutti nulli, e questo € un assurdo perché si contraddice l'ipotesi uy, ..., u, linear-
mente indipendenti.
Quindi supponiamo che sia ¢ # 0; dalla (5.4.2) otteniame

c1 Cp,
U= —up+...—Uup,
C C

cioé u & combinazione lineare di uy, ..., us, € questo € un assurdo perché contraddice 1'ipotesi u ¢
Span(ui, ..., up).
O

Dimostrazione. del Teorema di Estrazione Consideriamo il seguente algoritmo:
e consideriamo vy:

— se v; = 0, lo scartiamo;

- sev; # 0, lo scegliamo: v, € B;
® consideriamo vo:

- se vy € Span(vy), lo scartiamo; per il Lemma 5.4.2, si ha Span(v) = Span(vy, v2);

- se vg & Span(vy), lo scegliamo: vy € B; per il Lemma 5.4.3, si ha che i vettori finora scelti
sono linearmente indipendenti;

® consideriamo vs:

- se v3 € Span(vy, v2), lo scartiamo; per il Lemma 5.4.2, si ha Span(v;, v2) = Span(vy, va, v3)

- se vz ¢ Span(vi,v2), lo scegliamo: vs € B; per il Lemma 5.4.3, si ha che i vettori finora
scelti sono linearmente indipendenti;

e consideriamo v;:

- sev; € Span(vy, v, ..., vi—1), lo scartiamo; per il Lemma 5.4.2, si ha
Span(vl, V2, .- - 7Ui71) = Span(vl, V2, .-+, Vi—1, Ul)/
- se vy ¢ Span(vi,ve,...,v;—1), lo scegliamo: v; € B; per il Lemma 5.4.3, si ha che i vettori

finora scelti sono linearmente indipendenti.
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In questo modo, dopo k passi, I'algoritmo si conclude. Per il Lemma 5.4.3, si ha che i vettori scelti
sono linearmente indipendenti. Inoltre, per il Lemma 5.4.2 i vettori scartati non modificano lo spazio

generato, quindi i vettori scelti formano ancora un insieme di generatori per V.

Corollario 5.4.4. Ogni spazio vettoriale finitamente generato ammette una base.

O

Osservazione 5.4.1. Non tutti gli spazi vettoriali sono finitamente generati. Ad esempio lo spazio dei

polinomi in una indeterminata a coefficienti reali
V = Rz]

nonloe.
Infatti, se per assurdo fosse

R[z] = Span(Py(z),. .., Pg(x)),

ponendo
N := max{grado Pi(z) |i=1,...,k},

avremmo che R[z| contiene solo polinomi di grado < N.

Teorema 5.4.5. Completamento di vettori linearmente indipendenti a una base Sianovy,...,v, € V

dei vettori linearmente indipendenti e supponiamo che V sia finitamente generato.
Allora esiste una base B di V' tale che

{vi,...,v} CB.

Diremo che abbiamo completato l'insieme {vy,...,v,} a una base di V.

Dimostrazione. Essendo V finitamente generato per ipotesi, posiamo scegliere dei generatori wy, . . .

per V:
V = Span(wy, ..., w,).

Aggoiungendo i vettori vy, . . ., v,, I’ insieme ottenuto forma ancora un insieme di generatori:
) )y Up

V = Span(vi,...,vp, wi,...,wy).

y Wy

Applichiamo ora il Teorema di Estrazione di una base da v1,...,vp, w1,...,w, e osserviamo che
nell” algoritmo della dimostrazione, per costruzione i vettori v1,...,v, sono scelti. Quindi nella

costruzione della base B si avra necessariamente

{v1,...,vp} CB.
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5.5 Dimensione

In questa sezione vogliamo definire la dimensione di uno spazio vettoriale finitamente generato. Per
questo proposito vediamo un risultato che ci permettera di dedurre che ogni base di uno spazio
vettoriale finitamente generato ha lo stesso numero di elementi.

Lemma 5.5.1. di Steinitz Sia V' uno spazio vettoriale e sia {v1, ..., v,} una base di V.
Allora ¥p > n e per ogni scelta di vettori wy, . .. ,wy, essi sono linearmente dipendenti.
Dimostrazione. I vettori wy, ..., w, si scrivono in modo unico come combinazioni lineari dei vettori
della base {v1,...,v,}:
wp = 1101 + C21V2 + - -+ + Cp1Un,
Wg = C1201 + C22V2 + - -+ + CpaUp,
Wp =  ClpU1 + CopV2 + - + CppUp.
C1i
. C2i . .
Denotiamo con . la colonna delle coordinate di w;.
Cni

Una combinazione lineare aw; +agwz +- - - +a,w, = 0 da il vettore nullo se e solo se le coordinate
dei vettori w; soddisfano

ci1 C12 Clp 0
Ca1 C22 Cop 0
a ) +az . totap . =1 . |
Cnl Cn2 Cnp 0
quindi se e solo se
c11 Ci12 ... Clp al 0
Co1 C22 ... C2p a9 0
: =1 1. (5.5.1)
Cnl Cn2 ... Cnp ap 0
Quindi wy, . . ., w, sono linearmente dipendenti se e solo se il sistema lineare omogeneo
ci1 C12 ... Clp
CcCo1 C22 ... C2p
X =0
Chl Cp2 ... Cnp

di n equationi in p incognite ha una soluzione non nulla.

Per 1" ipotesi p > n, vediamo che la generica soluzione dipende da almeno p — n > 1 parametri;
tissando per tali parametri dei valori non nulli, si ottiene una soluzione non nulla del sistema lineare
omogeneo. O

Come conseguenza si ha il seguente importante risultato.
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Teorema 5.5.2. Sia V' uno spazio vettoriale. Se {v1,...,v,} e {wi,...,wy} sono due basi di V, allora

n=m.
Dimostrazione. Essendo {v1,...,v,} e wy,...,wy, linearmente indipendenti, per il Lemma 5.5.1 di
Steinitz si ha
m < n.
Infatti, se si avesse m > n, i vettori wy, ..., w,, sarebbero linearmente dipendenti.
Analogamente, essendo {wy, ..., w,,} una base e vq,. .., v, linearmente indipendenti, si ha
n <m,

da cui la tesi.

O
Definizione 5.5.3. Dato uno spazio vettoriale V, definiamo la dimensione di V' come segue:
e se V = {0}, poniamo dim V := 0;
e se V # {0} e V & finitamente generato, poniamo dim V' := numero di vettori di una sua

qualunque base.

Esempio 5.5.4. Per V' = K" abbiamo visto che c’e la base canonica &, che consta di n vettori, quindi
dim K" = n.
Esempio 5.5.5. In V' = M,, »,(K) c’e la base canonica, che consta di m - n vettori, quindi
dim M, (K) = m - n.

Esempio 5.5.6. Consideriamo il campo complesso C. Esso € uno spazio vettoriale su C stesso, e come
tale ha dimensione
dimC = 1.

Osserviamo, pero’, che C si puod dotare anche di una struttura di spazio vettoriale su R come segue:
+ :CxC—C,

dove la somma e quella usuale tra numeri complessi, e la moltiplicazione per uno scalare reale e
definita da
- :RxC—C, c-(a+ib)=ac+ibe.

Con questa struttura, una base di C e data da
{1,4},

e quindi
dimg C = 2.

Vediamo ora che in uno spazio di cui si conosce la dimensione, per individuare una sua base non
€ necessario verificare sia di avere dei generatori sia 'indipendenza lineare.
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Proposizione 5.5.7. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione
dimV = n.
Allora valgono le sequenti:

1. sewvi,...,vy, sono linearmente indipendenti = vy, ..., vy, formano una base di V; in particolare, sono
anche dei generatori per V.

2. sewi,...,vy, sono dei generatori per V.= vy, ..., v, formano una base di V, in particolare sono anche
linearmente indipendenti.

Dimostrazione. 1. Siccome vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, per il Teorema di Completa-
mento si possono completare a una base di V. Essendo dim V' = n, ogni base di V' ha esatta-
mente n vettori, quindi non & necessario aggiungere alcun vettore all” insieme {v1, ..., vy}, che
risulta una base. In particolare, {v1, ..., v,} € un insieme di generatori.

2. Se vy, ...,v, sono un insieme di generatori per V, per il Teorema di Estrazione da essi si puo
estrarre una base di V. Essendo dim V' = n, ogni base di V" ha esattamente n vettori, quindi non
€ necessario scartare alcun vettore dall” insieme {v1, ..., v, }, che risulta una base. In particolare,
V1, ..., Uy sono linearmente indipendenti.

O

Esempio 5.5.8. In particolare, sapendo che dim R? = 2, per trovare una base di R? ¢ sufficiente scegliere
2 vettori linearmente indipendenti, cioe 2 vettori non nulli e non proporzionali.

5.6 Dimensione di sottospazi vettoriali

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, e sia W' C V' un suo sottospazio vettoriale. In questa
sezione daremo una limitazione sulla dimensione di W'.

Osservazione 5.6.1. Sia W C V un sottospazio vettoriale di V' spazio vettoriale su K, e consideriamo
W come spazio vettoriale su K. Se wy,...,w, € W sono vettori linearmente indipendenti in W =
w1, . . ., Wk sono linearmente indipendenti anche in V.

Infatti, essendo entrambi W e V' spazi vettoriali su K, la condizione di indipendenza lineare come
vettori di W o di V' e la stessa.

Osservazione 5.6.2. Se V' e finitamente generato e W C V' & un suo sottospazio vettoriale = anche W
e finitamente generato.

Infatti, sia dimV' = n, e fissiamo wy,...,w, € W vettori linearmente indipendenti in W. Se
W = Span(wy, ..., wy), allora W e finitamente generato.

Se W D Span(wy, ..., wy), allora possiamo scegliere un vettore

Wh41 Q Span(wl, R ,wk), Wr4+1 € W.

Per il Lemma 5.4.3, i vettori wy, ..., w, wi4+1 sono linearmente indipendenti. Ripetiamo il procedi-
mento. Siccome per 1" Osservazione 5.6.1 vettori linearmente indipendenti in W sono anche linear-
mente indipendenti in V, e siccome in V' ci sono al pitt n vettori linearmente indipendenti per il
Lemma 5.5.1 di Steinitz, il procedimento termina dopo un numero finito di passi. Quindi troviamo
un numero finito di vettori di W che generano W.
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Corollario 5.6.1. Ogni sottospazio vettoriale W di 'V, spazio vettoriale finitamente generato, e del tipo
W = Span(wy, ..., wn)
per opportui vettori wy, ..., wy € W.

Proposizione 5.6.2. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato e sia W C 'V un sottospazio vettoriale.
Allora valgono:

1. dim W < dimV;
2. dimW =dimV <«<— W =1V.

Dimostrazione. 1. Sia {wy,...,w;} una base di W. I vettori wy,...,w; sono linearmente indi-
pendenti anche in V, per I’ Osservazione 5.6.1. Per il Teorema di Completamento, possiamo
completare I” insieme {wi, ..., w;} a unabase B di V. Quindi si ha

dimW = #{wq,...,w} < #B=n=dimV.

2. Se W =V, & chiaro che hanno la stessa dimensione.

Viceversa, supponiamo dimW = dimV = n, e fissiamo una base {wy,...,w,} di W. Per I’
Osservazione 5.6.1 i vettori wy, . .., w, sono linearmente indipendenti anche in V. Infine, essi
formano una base di V' per la Proposizione 5.5.7, primo punto. Quindi

W = Span(wy, ..., w,) = V.

5.7 Formula di Grassmann

In questa sezione vediamo una formula che lega la dimensione di un’intersezione di sottospazi
vettoriali con la dimensione del sottospazio somma.

Teorema 5.7.1. Formula di Grassmann Siano
WiCcVv, WeCV
due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale finitamente generato V. Allora vale
dim(Wy N Wa) = dim Wy + dim Wa — dim(Wy 4 Wa). (56.7.1)
Dimostrazione. Fissiamo una base di W1 N Wa:
Bw,nw, = {w1,...,w.}, r=dimW;nNWa.

Essendo W1 N W € W; un sottospazio vettoriale, per il Teorema del Completamento, possiamo
completare i vettori wy, ..., w, ad una base di Wi:

Bw, ={wi,...,wp,v1,...,0s}, r+s=dimW.
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Analogamente, essendo W1 NWy C Ws un sottospazio vettoriale, per il Teorema del Completamento,
possiamo completare i vettori wy, . .., w, ad una base di Wa:

Bw, = {wi,...,wp,u1,...,u}, r+k=dimWs.
Vogliamo dimostrare che
dim(Wy + W) = dim Wy + dim Wy —dim(Wh N W) =r+s+r+k—r=r+s+k.
A tale scopo affermiamo che
By, UByw, = {wi,..., W, 01,...,0s,Ul,..., U}

¢ una base di W7 + Wh.
Infatti, {wi,...,wr,v1,...,0s,u1,...,u;} sono dei generatori per Wy + Wa: sia w € Wi + Wo; per
definizione di spazio somma, w si puo scrivere nella forma

w=2z1+20, 21 €W, z0€Wsy,

per opportuni vettori z; e z2. I due vettori, a loro volta, si possono scrivere come combinazioni lineari
delle basi di W; e W, rispettivamente:

21 = a1wi + - -+ apwy +bvg + -+ bgvs, 22 = crwi + -+ wyp + diur + -+ dpug,

e quindi
w= (a1 +c))wy + -+ (ar + ¢)wy + brvg + -+ + bsvs + dyug + - - - + dpug,
cioe ogni vettore di W + W, € combinazione lineare dei {w, ..., w,,v1,...,vs, U1, ..., Uk}
Mostriamo, infine, che wy, ..., wy,v1,...,vs,u1, . .., ux sono linearmente indpendenti. Consideri-

mao una loro combinazione lineare che dia il vettore nullo:
arwy + -+ apwy, + frvr + -0+ Bsvs + d1ug + - - -+ dpur = 0. (5.7.2)

Questa relazione puo essere riscritta nella forma

arwy + -+ apwy + frog + -+ Bsvs = —01uy — - — dgug,
quindi il vettore —d1u; — - - - — dpur, € W € anche combinazione lineare dei vettori della base di W7,
quindi
—0ug — - — Opug, € Wi N Wa.

Come conseguenza pud essere scritto come combinazione lineare dei vettori della base By, w,:
—01ur — - — Opup = w1 + -+ pwy,

da cui
w1 + -+ -+ Ywy + 01y + - + gy = 0.

Quest’ultima ¢ una combinazione lineare dei vettori di Byy,, che sono linearmente indipendenti,
quindi
N=-=%%=0=--=90=0.
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Quindi la relazione (5.7.2) diventa
arwy + -+ apwe + frog + -+ Bevs = 0,

che & una combinazione lineare dei vettori di By, che sono linearmente indipendenti, quindi

== =pF==P0=0
O
Corollario 5.7.2. Siano
Wicv, WeCcV
due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale con dim V' = n. Allora vale
dim(Wy N Ws) > dim Wy 4 dim Wy — n. (5.7.3)

Dimostrazione. Basta osservare che essendo Wi + Wy C V, per la Proposizione 5.6.2, primo punto, si
ha
dim W7 + Wy < n.

Esempio 5.7.3. In particolare, se W; e W5 sono due piani vettoriali di R3, abbiamo che
dim(WiyNWs) >24+2-3=1,

cioe due piani vettoriali si intersecano sempre almeno lungo una retta vettoriale.
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Capitolo 6

Rango: definizione e prime proprieta

Definizione 6.0.1. Sia A € M,, ,(K) una matrice di tipo m x n a coefficienti nel campo K. Il rango di
A & la dimensione del sottospazio vettoriale di K™ generato dalle colonne di A:

rg(A) := dim Span(A(l)7 AP ,A(”)), Span(A(l)7 AP A(")) C K™,

In diversi libri di testo, il rango definito qui sopra viene chiamato rango per colonne di A4, mentre
il rango per righe si definisce come la dimensione del sottospazio vettoriale di K" generato dalle
righe di A, cioe

dim Span(A(l), A(Q), ce ,A(m)), Span(A(l), A(Q), ey A(m)) - K™,

Osserviamo che il rango per righe di A coincide con il rango della matrice trasposta di A.

Osservazione 6.0.1. 1. rg(A) e uguale al massimo numero di colonne linearmente indipendenti di
A.

2. I"inclusione Span(A™M), A®) . AM) C K™ implica in particolare che
rg(A) <m.
Inoltre, siccome Span(A™M, A®) ... A(™) ¢ generato da n vettori, si ha anche
rg(A) < n.

Quindi
rg(A) < min{m,n}.

Esempio 6.0.2. 1. Se A & la matrice nulla: A = 0, allora rg(A) = 0. Viceversa, se rg(A4) = 0, allora
A=0.

2. rg(I,,) = n. Infatti le colonne della matrice unita sono i vettori della base canonica di K":
I)M =ey,...,1,)M™ =e,.

Proposizione 6.0.3. Sia A € M,, »,(K), esia A una matrice ottenuta da A tramite una sequenza di operazioni
elementari. Allora valgono le sequenti affermazioni:
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1. rg(4) = rg(4);
2. se A ¢ ascala, rg(A) & uguale al numero r delle righe non nulle di A.
Inoltre AUV ... AUr) sono linearmente indipendenti, dove @y j,, . .., @y.;, sono i pivot di A.
3. 1g(*A) = rg(tg).
t ~ ~
4. rg(A) =rg(A).
5. 1g(A) = rg(tA).

Dimostrazione. 1. Per dimostrare questa affermazione usiamo un risultato che vedremo piti avan-
ti, il Teorema di dimensione. Questo teorema afferma che

rg(A) = n — dim(W), (6.0.1)

dove
W={seK"A -s=0}

e il sottospazio vettoriale di K" formato dalle soluzioni del sistema omogeneo di equazioni
lineari
A-X=0.

Se A si ottiene da A per mezzo di operazioni elementari, allora il sistema di equazioni lineari
A X=0

e equivalente ad A - X = 0, cioe W = W, dove W = {s € K”LZ - s = 0} e il sottospazio di K"
delle soluzioni di A - X = 0. Usando la formula (6.0.1) abbiamo quindi:

rg(A) = n — dim(W) = n — dim(W) = rg(A).

2. Supponiamo ora che Asia a scala, e sia r il numero delle righe non nulle di A.Siaa a;; I elemento
di posto ¢, j di A. Siccome A & a scala, si ha che a;; = 0,sei >, qumdl AU) ¢ Span(eq, ..., er)
per ogni j = 1,...,n, dove AU) & la colonna j-esima di A ed ey, ..., e, sono i primi r Vettori
della base canonica d1 K". Da questo segue che

Span(g(l), e ,Z(”)) C Span(ey,...,e),

quindi N N B
rg(A) = dim Span(AW, ..., A™) < dim Span(ey, ..., e,) = 7.

Per dimostrare che rg(ﬁ) = r, & sufficiente dimostrare che le colonne
g(m, o AGr)

sono linearmente indipendenti, dove a1, , a2j,, - .., arj, sono i pivot di A. A tale scopo, consi-
deriamo una combinazione lineare

AAGD 4 A A6 = (6.0.2)
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e supponiamo che essa dia il vettore nullo. Osserviamo che il membro sinistro della (6.0.2) € un
vettore della forma seguente:

Aaij, + Aoaj, + -+ Aeayj,
)\252]'2 + ... /\ragjr

Ariinj, . (6.0.3)

0

0
Siccome a1, # 0,a2j, # 0,...,a,j, # 0, il vettore (6.0.3) e nullose esolose \, = \,_1 = -+ =
A1 = 0. Concludiamo quindi che le colonne AU AU sono linearmente indipendenti e
rg(A) =r.
Dimostriamo ora che le colonne A(jl), .. ,A(j’“) di A, sono linearmente indipendenti, dove
Ji,Jj2,- -, jr sono gli indici di colonna dei pivot a1, , ajs, - - ., arj, di A.

A tale scopo, consideriamo una combinazione lineare

BLAU) 4.+ B.AU) = (6.0.4)
S1
S2

e supponiamo che essa dia il vettore nullo. Definiamo il vettore s = ) € K" come segue:
Sn

L0 sei# g
ST By sei=gk, k=1,...,m

Con questa scelta abbiamo
As:ﬁlA(Jl)_i__'_BrA(Jr)’

quindi per la (6.0.4) si ha
A-s=0.

Siccome A @ ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari, abbiamo che vale anche
A-s=0.

Osserviamo che N » o
A-g= 51A(J1) + ...+BTA(J7~)’

e siccome g(jl), e ,E(jr) sono linearmente indipendenti, concludiamo che 8; = --- = 3, =0,
quindi anche AUV AU sono linearmente indipendenti.

. E sufficiente dimostrare I’ enunciato nel caso in cui A si ottiene da A per mezzo di una operazio-
ne elementare di tipo 1, rispettivamente di tipo 2 0 3. Supponiamo dapprima che A sia ottenuta
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da A scambiando la riga i-esima con quella j-esima, per qualche i # j,i,j € {1,...,m}. Questo
corrisponde allo scambio della colonna i-esima con la j-esima di ' 4, quindi

{45 2121

Da questo segue immediatamente che

Span((‘A) ", ((4)™) = Span((A) ..., (A,
percio rg(*A) = rg(tg).
Supponiamo ora che A si ottenga da A per mezzo di una operazione elementare di tipo 3,
precisamente sostituendo la riga j-esima con A ;) + cA;), per qualche i # j,i,j € {1,...,m}, e
c € K. Allora
~ k) i
¢ (k) — (tA)( ) ' Sek#])
CT =)0 4 o), ek =],

ed in questo caso abbiamo:
Span(("A)®, ..., ((4)") = Span((CA)W, ... (0D, ()Y (D, (A)™) =

t ~.

— span((‘A)M, ..., ((A)),
percid rg(tA) = rg(' A).

Si verifica analogamente che se A si ottiene da A per mezzo di una operazione elementare di
t ~.
tipo 2, allora rg(*A) = rg(  A).

. Peripunti1e 3 appena dimostrati, & sufficiente dimostrare che

~ t~

rg(4) = rg( A),

dove A & una matrice a scala ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari.

Per il punto 2 abbiamo che rg(A) = r, dove r e il numero delle righe non nulle di A. Dimostria-

mo quindi che rg(tA) =r.
A tale scopo, sia

t ~

a( AW 4 4 en((AH e K (6.0.5)

. . . Lty . .
una combinazione lineare delle colonne di A, e supponiamo che sia uguale al vettore nullo.
Osserviamo che

(AT = .. = (A)m =,
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quindi possiamo omettere queste colonne nella (6.0.5). Inoltre tale combinazione lineare ha la

forma:

0

0

At
: (6.0.6)
A1aij, + A2aaj,
Alaljr + ... )\raro
Siccome ayj, # 0,a2;, # 0,...,a,j, # 0, il vettore (6.0.6) e nullo se e solose \{ = Xy = -+ =
Ar = 0. Concludiamo quindi che le colonne (tg)(l), ey (tg)(r) sono linearmente indipendenti
e rg(tﬁ) =r.
O

Teorema 6.0.4. (Rouché-Capelli). Un sistema lineare A - X = b di m equazioni lineari in n incognite e
compatibile <=
rg(A[b) = rg(A).

In tal caso la sua generica soluzione dipende da n — r parametri, dove r = rg(A).
La dimostrazione del Teorema di Rouché-Capelli seguira dal seguente risultato:

Lemma 6.0.5. Un sistema lineare A - X = b di m equazioni lineari di ordine n e compatibile <=

b e Span(AM, AP AM), (6.0.7)
S1
s
Dimostrazione. Abbiamo che A - X = b e compatibile <= esiste s = ,2 c K" taleche A-s =
Sn
b —
AWs + AP gy 4o 4 A g = b «— b e Span(AD, A AM),
O
Dimostrazione. (Teorema di Rouché - Capelli) Per il Lemma 6.0.5 il sistema A - X = b & compatibile se
esoloseb € Span(A(l), A A(”)). Si puo verificare facilmente che tale condizione e soddisfatta
se e solo se

Span(A(l),A(z), ce A(")) = Spaun(A(l),A(Q)7 A b).

Siccome in generale vale
Span(AM, A@) . AM™) C Span(AM), AP . AM b)),

i due sottospazi vettoriali sono uguali se e solo se hanno la stessa dimensione, cioeé se e solo se
rg(A) = rg(A[b).
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Supponiamo ora che A - X = b sia compatibile. Il teorema di struttura per le soluzioni dei sistemi
di equazioni lineari afferma che S = {5+ s | so € W}, dove S = {s € K"|A-s = b} e’ insieme delle
soluzioni, s € una soluzione particolare, e

W:{SoeKn|A'$0:O}

¢ il sottospazio vettoriale di K" delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato. Per il Teo-
rema della Dimensione, che vedremo in seguito, dim(W) = n — rg(A) = n — r. Fissiamo una base
{vi,...,vn—r} di W; allora ogni soluzione si scrive nella forma seguente

s=5+cvr+ -+ CerUn_r,

al variare dei parametri cy,...,c,—» € K. Quindi le soluzioni di A - X = b dipendono da n — r
parametri. [

6.1 Rango e invertibilita

Il seguente teorema afferma che una matrice quadrata e invertibile se e solo se ha rango massimo.
Teorema 6.1.1. Sia A € M, (K). Allora A é invertibile se e solo se rg(A) = n.

Dimostrazione. Supponiamo che A sia invertibile. Sia M € M,,(K) la matrice inversa di A, quindi
A - M =1,. Osserviamo che quest ultima equazione si pu0 riscrivere come segue:

A-MD =¢; i=1,...n, (6.1.1)

dove e; e 1" i-esimo vettore della base canonica di K”. Come visto nel Lemma 6.0.5, questo implica
che
e1,... en € Span(AM, AP A,

quindi
K" = Span(ey,...,e,) C Span(A(1),...,A(n)) C K",

da cui Span(A(1),...,A(n)) =K"eerg(A) =n.
Viceversa, supponiamo che rg(A) = n, e consideriamo i sistemi lineari

A-X=¢,i=1,...,n. (6.1.2)
Osserviamo che per ogni i, il rango della matrice completa (A | e;) soddisfa:
n > rg(Ale) >rg(4) =n,
quindi rg(A | e;) = rg(A). Per il Teorema di Rouché - Capelli i sistemi (6.1.2) sono compatibili per

ognii = 1,...,n, e la generica soluzione dipende da n — n = 0 parametri, cioe & unica. Inserendo i
vettori soluzione nelle colonne di una matrice si ottiene una M € M, (K) tale che
A-M=1,.

Con un ragionamento analogo si puo dimostrare che vale anche
M-A=T,,

e quindi A ¢ invertibile e si ha
M=A""
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6.2 Calcolo della matrice inversa con 1" algoritmo di Gauss

Se A € M,(K) & invertibile, per calcolare la sua inversa A~! si pud procedere come segue. Ricordiamo
che A~! & quella matrice M € M, (K) tale che A- M = I,,. Quindi, per ognii = 1,...,n, la colonna
i-esima M(®) di M &1’ unica soluzione del sistema di equazioni lineari

A-XI@Z',

dove ¢; € K" &1 i-esimo vettore della base canonica di K. Notiamo che ¢ possibile risolvere questi
sistemi lineari simultaneamente, per i = 1, ..., n, nel seguente modo. Consideriamo la matrice

(A|L,) € My 2n(K).

Siccome A ¢ invertibile, si ha rg(A) = n. Non e difficile verificare che e possibile trasformare (A | I,,)
tramite una sequenza di operazioni elementari OE1, OE2, OE3, nella matrice

(L | M).
Siccome le operazioni elementari trasformano un sistema di equazioni lineari in uno equivalente,
segue che la soluzione di A - X = e; coincide con la soluzione di I, - X = M () che & proprio M (@),
quindi M = A%
6.3 Rango e sottomatrici

Definizione 6.3.1. Sia A = (a;j) € Mpn(K), e siano p € {1,...,m}, ¢ € {1,...,n}. Siano inoltre
1< <+ <ip<m, 1 <j1 <+ <jg<n.Con

Alin, .. yip | 315 dq)
denotiamo la matrice p x ¢ a coefficienti in K il cui elemento di posto k, [ € dato da
Qi gy Ve=1,...,p,Vl=1,...,q.
Ogni matrice del tipo A(i1, ..., | j1,...,Jq) si chiama sottomatrice p x ¢ di A.
Proposizione 6.3.2. Sia A € M,, ,(K), e sia B una sottomatrice p x q di A. Allorarg(B) < rg(A).

Dimostrazione. Omessa. O

Teorema 6.3.3. Sia A € My, ,,(K). Allora
rg(A) = max{rg(B)|B sottomatrice quadrata di A},

e anche
rg(A) = massimo degli ordini delle sottomatrici quadrate ed invertibili di A.

Dimostrazione. Omessa. O
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Capitolo 7

Definizione induttiva di determinante

In questo capitolo definiamo il determinante di una matrice quadrata A € M, (K) e ne studiamo
le principali proprieta, vedremo anche alcune applicazioni al calcolo delle soluzioni dei sistemi di
equazioni lineari ed al calcolo della matrice inversa.
Per iniziare consideriamo i casi pitt semplicin = 1en = 2.
Se A € M;(K), una matrice di ordine 1. Allora A e del tipo A = (a) con a € K e poniamo il suo
determinante per definizione
det A = a.

a a
A= 11 12 ’
a1 a2

det A := ail agy — a1z asy.

Passando alle matrici di ordine 2, se

definiamo

Osserviamo che A € M, (K) e invertibile se e solo se

det A # 0.

o az —ai2
—ag; a1l
e osserviamo che vale

. a1 a2 — a12 421 0 . det A 0 . 1 0
A-B = < 0 ajl ag2 — a2 as1 ) - ( 0 det A ) a (det A) < 01 > ’ (701)

Se det A # 0, la matrice M := detﬁ - B verifica

Infatti, consideriamo la matrice

A-M =1,
quindi A é invertibile per definizione e siha M = AL
Se det A = 0 e A ¢ la matrice nulla, si verifica facilmente che A non & invertibile. Sedet A =0e

A non e la matrice nulla, allora anche B non ¢ la matrice nulla e per la relazione (7.0.1) si ha

A-B=0.
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quindi le colonne di B sono due soluzioni del sistema lineare omogeneo
A-X=0

(verificare!), ed essendoci almeno una soluzione non banale, per il Teorema di Rouche - Capelli, il
rango di A verifica
rg A=1.

Siccome una matrice di ordine 2 & invertibile se e solo se il suo rango 2 per un risultato del capitolo
precedente, deduciamo che A non invertibile.

Osservazione 7.0.1. Interpretazione geometrica del determinante di matrici di ordine 2 Supponiamo
pe semplicita che i coefficienti a;; della matrice di ordine 2 che consideriamo siano tutti positivi:

ajj > 0,

: L a " a S :
e poniamo 7 = < 1 ), w = ( 12 ) . Allora si puo verificare che il modulo
a1 a2

|det A| = Area(P),

dove P ¢ il parallelogramma determinato da v’ e w.

Vogliamo ora definire il determinante di una matrice quadrata qualunque che ne determini 1'in-
vertibilita. Abbiamo bisogno di premettere la seguente:

Definizione 7.0.1. Sia A € M,,(K) una matrice quadrata di ordine n. Denoteremo con
Aij € Mn_l(K)

la matrice quadrata di ordine n — 1 ottenuta cancellando la riga ¢ e la colonna j dalla matrice A.
Chiameremo A;; minore di A.

Definizione 7.0.2. Sia A € M, (K). Definiamo il determinante di A in modo induttivo:
* sen = 1, poniamo det (a11) = ai1;
® sen > 1, poniamo

det A := Z(*l)ﬂ_l ;1 det Ail- (702)
i=1

Esercizio 7.0.3. Si verifichi che nel caso n = 2 la definizione appena data coincide con la definizione
dell’introduzione.

Esempio 7.0.4. Per la definizione (7.0.2) il determinante di una matrice

ainl a2 a3
A= a1 a2 a3

azr as2 as3

di ordine 3 € uguale a
det A = ay1 det A1; — agy det Aoy + agp det Azp =

= a11(ag2a33 — ag3asz) — azi(ai2a3z — a13as2) + asi(aizazs — a13a22).
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Enunciamo un importante risultato che riguarda le proprieta del determinante, di cui non daremo
la dimostrazione.

Teorema 7.0.5. Sian > 1esia A € M, (K). Valgono le sequenti proprieta del determinante:

¢ (D1) Multilinearita del determinante per ogni i, 1 < i < n, se la riga i e somma di due righe:

A(Z') =’ + Ry,

allora
Aqy Aqy Aqy
A A A
det A = det Ry + Ry = det Ry + det Ry
An) An) A)
Inoltre, se la riga i é prodotto di una riga R per uno scalare c € K:
A(l) =cC R,
allora
Aqy Aqy
A2 A
det A = det cR =c det R
Aw) Aw)

Ay Ag)
A A
p A,
det _( ) = —det ,(])
Ag) A
An) An)

¢ (D3) Normalizzazione del determinante Se I,, indica la matrice unita, si ha

det I, = 1.

Teorema 7.0.6. Teorema di caratterizzazione del determinante II determinante e I'unica funzione M, (K) —
K che verifichi le proprieta (D1), (D2) e (D3).
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Corollario 7.0.7. Sia A € M, (K). Valgono le seguenti affermazioni:
1. Se A ha due righe uguali, allora det A = 0.
2. Se A ha una riga nulla, allora det A = 0.

3. (a) Se A ¢ ottenuta da A mediante un numero finito o di operazioni elementari di tipo OE1 (cioe o
scambi), allora _
det A = (—1)7 det A.

(b) Se A e ottenuta da A mediante una operazione elementare di tipo OE2, cioé una riga & moltiplicata
per uno scalare ¢ € K, allora

det A = cdet A.

(c) Se A e ottenuta da A mediante una operazione elementare di tipo OE3, cioé una riga & dalla somma
della riga stessa con un’altra riga, allora

det A = det A.

4. Se A e una matrice triangolare superiore, cioe tale che

ail a2 ... QGinp—1 Gin
0 ag ... a2npn_1 aon

ai; =0 Vi>jg, A= 0 0 ... agn-1 asn ,
0 0o ... 0 Ann

allora il determinante é uguale al prodotto degli elementi sulla diagonale:
det A=a11- a9 - anp.
In particolare, cio vale se A é a scala oppure diagonale.

Dimostrazione. 1. Supponiamo che sia A(;) = A;) per qualche coppia di indici i e j. Allora scam-
biando la riga 7 di A con la riga j, la matrice A non cambia. D’altra parte, per la proprieta (D2),
uno scambio comporta un cambio di segno nel determinante, quindi

det A= —det A,

da cui segue det A = 0 (se la caratteristica del campo & diversa da 2, ad esempio se K =
Q,R,C,Zs ... non vale se K = Z,).

2. Se A = (00 ... 0), allora possiamo scrivere
Ap=0-(11...1),
e dalla (D1)sihadet A =0-det A’ = 0.

3. Itre enunciati segueno direttamente dalle (D1) e (D2) e dalla proprieta 1) dimostrata sopra.
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4. Dimostriamo I’enunciato per induzione su n, I'ordine della matrice.
Per n = 1 I'enunciato é vero.

Supponiamo che valga per n e dimostriamo che allora vale anche per tutte le matrici triangolari
superiori di ordine n + 1.

Sia A € M, triangolare superiore. In particolare abbiamo
a1 =az; =---=anl =0,
quindi la formula per il determinante (7.0.2) diventa semplicemente
det A = a1 det A13. (7.0.3)

Osservaimo ora che anche A;; € una matrice triangolare superiore, infatti € data da

a2 ... ag n ag n+1
0 ... az3n Gzt
A = ) . . € M,(K).
0 cen 0 An+4+1 n+1

Quindi possiamo applicare l'ipotesi induttiva a A;; che ci fornisce
det Ay = ag - ass - -+ Gng1 nti,

e sostituendo nell’espressione (7.0.3) troviamo l’enunciato.

7.1 Caratterizzazione delle matrici quadrate di rango massimo

Vedremo ora che per le matrici di ordine n qualunque il determinante ci fornisce un criterio per
stabilire quando una matrice ha rango massimo, e risulta quindi invertibile.

Teorema 7.1.1. Sia A € M, (K). Allora
rgA<n <<= detA=0.

Equivalentemente si ha:
rgA=n <= detA#0.

Dimostrazione. Supponiamo che sia rg A < n. SiaA una matrice a scala ottenuta di A con un numero
finito di operazioni elementari. Allora si ha rg A = rg A, ed é facile verificare che la condizione
rg A < nimplica che A ha almeno una riga nulla. Allora per il Corollario 7.0.7,punto 2), si

det A = 0.
D’altra parte, per il Corollario 7.0.7, punti 3.a), b), ¢), abbiamo

det A = (—1)%c- det A4, (7.1.1)
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quindi anche det A = 0.
Viceversa, supponiamo det A = 0. Per la formula (7.1.1) si ha che anche det A = 0. Supponiamo
per assurdo che non sia rg A < n, quindi che sia

rggzn.

Allora si verifica facilmente che i pivot di A sono esattamente gli elementi a;; della diagonale. Siccome
si ha N

detA:an-agg-----am
per il Corollario 7.0.7, punto 4), essendo tutti gli a;; # 0 perche pivot, si avrebbe det A # 0, che ¢ un

assurdo.
]

Corollario 7.1.2. Una matrice A € M, (K) é invertibile se e solo se det A # 0.

Dimostrazione. Segue dal Teorema precedente e dal fatto che una matrice quadrata di ordine ne

invertibile se e solo se rg A = n.
[

7.2 Regole di Laplace

I seguente risultato afferma che nell’espressione (7.0.2) per il determinante di una matrice A si puo
sostituire la prima colonna con una colonna qualsiasi A¥). Questo & particolarmente vantaggioso se
A ha una colonna con molti zeri.

Teorema 7.2.1. Sviluppo di Laplace del determinante per colonne Sia A € M,,(K). Per ogni indice di
colonna k € {1,...,n} il determinante di A si puo esprimere nella sequente forma:

det A = Z(—l)”k a;, det A;p.
i=1

Dimostrazione. Cenno: e possibile dimostrare che il termine

n

Z(—l)iJrk a;p, det A

i=1

soddisfa le proprieta (D1), (D2), (D3). Per il Teorema di caratterizzazione del determinante cio
implica che coincide con il determinante diA. O

Vediamo ora un altro Teorema di Laplace, che afferma che si puo calcolare il determinante di una
matrice anche a partire da una sua riga fissata.

Teorema 7.2.2. Sviluppo di Laplace del determinante per righe
Sia A € M, (K). Perogniindicedirigal € {1,...,n} il determinante di A si puo esprimere nella sequente
forma:

det A = Z(—l)l+j aj; det A;.
j=1
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Corollario 7.2.3. Sia A € M, (K). allora si ha

t
det A = det A.

Dimostrazione. Siccome le colonne di tA corrispondono alle righe diA, I'enunciato segue dal Teorema
di Sviluppo di Laplace del determinante per righe. O

7.3 Teorema di Binet

Riportiamo il seguente importante teorema, senza dimostrazione.
Teorema 7.3.1. di Binet Siano A, B € M,,(K). Allora vale
det(A- B) = det A - det B.
Corollario 7.3.2. Sia A € M, (K). Si ha:
e det(A™) = (det A)™.
e Se A € M, (K) e invertibile, allora si ha

1

det(A™1) = et A

Dimostrazione. 1l primo punto si dimostra facilmente per induzione. Per il secondo punto, I'inversa
di una matrice soddisfa per definizione

ATV A=,

da cui otteniamo
det(A™1 - A) =det I, =1,

e per il Teorema di Binet abbiamo

det(A™1 - A) =det(A™Y) - det A = 1.
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Capitolo 8

Spazi affini

1. SPAZI AFFINI

Definizione 1.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Uno spazio affine su V' e un insieme
non vuoto A, i cui elementi si dicono i punti di A, ed una funzione

o:AxA—>V, o(PR)=PER,

tale che valgano i sequenti assiomi:
o (SA1) per ogni P € A eperogniv e V,3! R € A tale che

v = ﬁ
o (SA2) per ogni terna di punti (non necessariamente distinti) P,Q, R € A si ha

73+ Gt = P

Proposizione 1.2. Dai due assiomi di spazio affine si hanno le seguenti proprieta:
(1) perogni P € Asiha PP =0 cV;
(2) perogni P,R € A, si ha R? = —ﬁ;
(3) per ogni punto P € A, la funzione
friA=V, fp(Q) = PG

¢ una biiezione.

Dimostrazione. (1) Dall’assioma (SA2), ponendo P = () = R, si ha ﬁ + ﬁ = ﬁ, e
sommando ad entrambi i membiri il vettore _pP si ha la tesi.
(2) Dall’assioma (SA2), ponendo R = P, si ha PQ) + QF = PP = 0 per il primo punto,
quindi QP é il vettore opposto di P().

(3) la tesi segue direttamente dall’assioma (SA1).
O

Definizione 1.3. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V di dimensione finita. Allora
definiamo la dimensione di A come

dim A :=dim V.
Se
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e dim A =1, allora A si dice retta affine;
e dim A = 2, allora A si dice piano affine.

Definizione 1.4. Se V' = K", possiamo definire una struttura di spazio affine su K" stesso nel modo
seguente:

41— P1

n n n q2 — P2
o:K'"xK _>K7 U((plap?a"'7pn)7(q17q27"')Qn)) = . :Pﬁ

n — Pn

Si verifica facilmente che o verifica i due assiomi. Lo spazio affine cosi definito verra indicato con il
simbolo

Ag.
Definizione 1.5. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Un riferimento affine per A
e il dato di:
o un punto O € A;
e una base {vy,vq,...,v,} di V.

Il punto O si dice origine del riferimento.
Dato un punto P € A qualsiasi, possiamo definire le coordinate di P come le coordinate del

vettore Oﬁ nella base {vy,vs, ..., v,}, cioe se

O? = a1vV1 + agV2 + - - - + Ay Uy,
definiamo I'n-upla (a4, as, . . . , a,) come coordinate di P.

Esempi 1.6. Se A e una retta affine, un riferimento affine e dato da un punto O € A e da un vettore
non nullov € V.

Se A e un piano affine, un riferimento affine e dato da un punto O € A e da due vettori non nullo
e non proporzionali vy, vy € V.

Definizione 1.7. In A} possiamo scegliere il sequente riferimrnto:

o O e Ay,
e [a base canonica di K":

1 0 0

0 1 0
€1 = , €2 = 3 ,€n =

0 0 1

Questo riferimento si dice riferimento affine canonico di Aj.

2. SOTTOSPAZI AFFINI E LORO EQUAZIONI CARTESIANE E PARAMETRICHE

Definizione 2.1. Sia A spazio affine su V. Fissati

o unpunto Q € A, e
e un sottospazio vettoriale W C V/,
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il sottospazio affine passante per () e parallelo a W ¢ il sootinsieme di A definito
S:{PeAMﬁ’eW}.

1l sottospazio W C V si chiama giacitura di S.
Proposizione 2.2. Dalla definizione si hanno le seguenti proprieta:

(1) se S e un sottospazio affine passante per () e di giacitura W, allora

QeSs.
(2) Per ogni coppia di punti Py, P, € S, si ha
PP, eW.
(3) S ha una struttura di spazio affine su W.

Definizione 2.3. Sia S C A un sottospazio affine di giacitura W. Definiamo dim S := dim W.
Se
dim S =dimA — 1,
allora S si dice iperpiano di A.

Vediamo ora due modi per descrivere i sottospazi affini, cioeé tramite equazioni cartesiane
ed equazioni parametriche.

Teorema 2.4. Sia A -z = bun sistema di m equazioni lineari di ordine n a coefficienti nel campo K.
Se A - x = beé compatibile, allora l'insieme delle sue soluzioni

S={seK"|A-s=0b}
e un sottospazio affine di Ay la cui giacitura e il sottospazio vettoriale W di K" formato dalle soluzioni
del sistema lineare omogeneo associato:
W={seK"|A-s5=0}.

In tal caso dim(S) = n —rg(A), e per ogni s € S, il sottoinsieme S coincide con il sottospazio affine
di A} passante per s e paralleloa W.

Dimostrazione. Poiche il sistema lineare & compatibile, S non e vuoto. Sia dunque s una sua
soluzione. Per il teorema di struttura dell’insieme delle soluzioni di un sistema lineare, ogni
altra soluzione s si puo scrivere nella forma

s=s+w, wewW
Quindi si ha
~ =
sES <= s—seW <= sseW.

Per definizione, S risulta il sottospazio affine di A} passante per s e di giacitura V.
Infine, per il Teorema di Dimensione, dim W =n —rgA = dim S. O

Definizione 2.5. Sia S C A} un sottospazio affine. Un sistema di equazioni cartesiane per S
e un qualunque sistema di equazioni lineari Ax = b, tale che
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Osservazione 2.6. (1) Un sottospazio affine S C Af puo essere descritto da diversi sistemi di
equazioni Cartesiane. Infatti, se S = {s € Ag | A-s = b}, allora per ogni sistema di
equazioni lineari A - x = b equivalente ad A - x = b, le equazioni di A - x = b sono delle
equazioni Cartesiane per S.

(2) Sia A - x = b un sistema di equazioni cartesiane per il sottospazio affine S C Ag. Allora
il punto (0,0,...,0) € AR appartiene ad S se e solo se b = 0, cioe se e solo se il sistema di
equazioni lineari A - x = b é omogeneo.

(3) Ogni iperpiano di Al puo essere descritto da una equazione lineare del tipo

(21) 1Ty + - ATy = dv

con ay, ..., a, € Knon tutti nulli. Infatti, se A - x = b e un sistema di equazioni cartesiane
per S, abbiamo che

dim(S)=n—-1=n—rg (A4).
Da questo segue che
rg (A) = 1.
Siccome il sistema lineare A - v = b ‘e compatibile, per il Teorema di Rouché - Capelli si ha
rg (A|b) =g (A) = 1.
Sia
Ax=b
un sistema lineare equivalente con A a scala. Siccome

rg (A[b) = rg (Ap) = 1,

la matrice (A|b) ha un’unica riga non nulla, che corrisponde a una equazione lineare del tipo

(?2).

Vediamo ora come si possono descrivere i sottospazi affini tramite equazioni parametri-
che.
Sia S C Ay is sottospazio affine passante per un punto @ = (qi, ..., ¢,) € Af e di giacitura
W C K". Sia
{wy, ..., wn}
una base del sottospazio vettoriale I¥. Fissiamo le componenti dei vettori w; (come elementi
di K")

W11 W12 Wim,

Wa1 W22 Wam,
wy = 3 Wg = ) ’ Wy =

Wn1 Wn2 Wnm

Allora abbiamo
P=(x1,29,...,2,) €S — Cﬁ)ew —

<~ Htl,tQ,...,tmeK : Cﬁ’:tlwl—i—thQ—l——ﬁ—tmwm <~
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I —q1 W11 W12 Wim
T2 — (G2 W21 Wa2 Wam
— . =t . +ts . Rl . —
Tn — Gn Wn1 Wp2 Wnm
1 —q tiwyy + towrg + -+ - + L Wi,

= dty,te,.. ., €K $2'*CI2 _ t1w21+t2w22'+...+tmw2m

Tn — (4n t1Wp1 + toWn2 + + -+ + tnWiim
Definizione 2.7. Usando le stesse notazioni di cui sopra, le equazioni

1 = q1 + tywy + wig + - - LWy

(2.2) T2 = @2 + tiwa + t'2w22 e+ W

Tn = qn + 11Wp1 +E2Wno + -+ + L Wi
si dicono equazioni parametriche di S.

Osservazione 2.8. Un sottospazio affine S C A} puo essere descritto da diversi sistemi di equazioni
parametriche.

3. PARALLELISMO, INCIDENZA E SOTTOSPAZI AFFINI SGHEMBI
Definizione 3.1. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V, e siano
S1CA, S, CA
due sottospazi affini di giaciture W, e W, rispettivamente.
e Sy e Sy sidicono paralleli, in simboli
St | Ss,

se Wi C Wy oppure Wy C Wy;
o se Sy e Sy non sono paralleli, allora si dicono incidenti se

S1N Sy #0,

mentre si dicono sghembi se
Sl N SQ - (Z)

4. PASSAGGIO DA EQUAZIONI CARTESIANE AD EQUAZIONI PARAMETRICHE

Sia S C Af un sottospazio affine dato dalle equazioni cartesiane A-z = b. Per trovare delle
equazioni parametriche per S, si risolve il sistema di equazioni lineari A - z = b, esprimendo
le sue soluzioni in funzione di opportune variabili libere ¢, ..., t,,, che equivale a trovare
una soluzione particolare () di Az = b, ed una base wy, . .., w,, dello spazio W delle soluzioni
del sistema lineare omogeneo associato A - z = 0, in modo che

S=Q+W=Q+t1w1++tmwm,

al variare di ¢4, ... ,t, € K.
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5. PASSAGGIO DA EQUAZIONI PARAMETRICHE AD EQUAZIONI CARTESIANE
Sia S C Ag un sottospazio affine dato dalle equazioni parametriche

Ty = q1 + thwy + lawig + - F Epwiy
Ty = Qo + tiway + towan + « -+ + L wop,

Tpn = (qn + tlwnl + tanQ + -+ tmwnm

Osserviamo che un punto P = (1,29, ...,z,) € A} appartiene ad S se e solo se il seguente
sistema lineare delle indeterminate ¢;, to, . . ., t,,, ammette soluzione
A b
——f
Wiy ... Win t 1 —q1
Wor ... Wy ta T2 — Q2
Wn1 .- Wnm tm Tn — Qn

Cio e equivalente all’annullamento delle ultime n — r componenti del vettore b, dove (ﬁ \g) e
una matrice che si ottiene da (A|b) mediante operazioni elementari e A € a scala. Osserviamo

by
che dim S = m = rg A. Quindi, se b= .2 , delle equazioni cartesiane per S sono date
by
da _
bm+1 =0
bm+2 =0
b, =0
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Capitolo 9

Definizione di applicazione lineare e
prime proprieta

Definizione 9.0.1. Siano V' e V’ due spazi vettoriali su un campo K. Una applicazione lineare da V in
V' & una funzione f : V' — V' che soddisfa le seguenti proprieta:

* (AL1) additivita: f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2), per ogni vy, v € V;
¢ (AL2) omogeneita: f(c-v) =c- f(v), perognic € Keperogniv e V.
Una applicazione lineare da V in V:

f: V=V

€ anche detta un operatore lineare di V.

Una applicazione lineare biettiva f : V' — V' si dice isomorfismo.

Osservazione 9.0.1. Si osservi che nella proprieta (AL1), la somma v; 4+ v2 & quella in V', mentre
f(v1) + f(v2) & la somma dei vettori f(v1) e f(v2) in V'. Analogamente, in (AL2), ¢ - v & il prodotto
del vettore v per lo scalare ¢ in V, mentre ¢ - f(v) & il prodotto dello scalare ¢ per il vettore f(v) in V'.
Per questo motivo si dice anche che una applicazione lineare f : V' — V' rispetta le operazioni di
somma e di prodotto per scalaridi Ve V'

Osservazione 9.0.2. Sia f : V' — V' un’applicazione lineare. Allora si ha:

1. f(Oy) = Oy. Infatti possiamo scrivere
Oy =0-v,0eK,velV,
e per I'omogeneita (AL2) si ha

fOy) = f(0-v) =0 f(v) = Oy

2. Siano vy, ..., v dei vettori di V. Allora per ogni v € Span(vy,...,vx) sihav = aqvy +- - -+ agvg
per opportuni aq, .. ., ag, e per la linearita di f abbiamo

f(v) = flavr + -+ ogvg) = o f(vr) + -+ + o f(vr);
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quindi f(v) € Span(f(v1),..., f(vg)).

In particolare, se vy, ...,v, € una BASE d V, per ogni v € V si ha che
f(v) € Span(f(v1), ..., f(vn))).
Inoltre, ¢ facile verificare che ogni vettore di Span(f(v1), ..., f(vy))) € immagine di un vettore di

V. Si ha quindi che le immagini dei vettori di una base di V' generano il sottospazio immagine
Im(f):
Im(f) = Span(f(v1),..., f(vn)))

3. Indichiamo con
L(V, V') := {applicazioni lineari V — V'},

o anche
Hom(V, V') := {applicazioni lineari V — V'}.

In L(V,V') possiamo definire una somma di applicazioni e il prodotto per scalari nel modo
usuale (puntualmente). Con queste operazioni L(V, V')V” risulta uno spazio vettoriale su K.

Esempio 9.0.2. L'applicazione costante nulla 0 : V' — V’, che associa ad ogni vettore v € V il vettore
nullo Oy~ & un’applicazione lineare.
Si osservi che tra le applicazioni costanti, quella nulla e 1'unica che risulta lineare.

Esempio 9.0.3. La funzione identita
Idy : V=V, Idy(v)=v

€ un operatore lineare.

Esempio 9.0.4. Fissata una base B = {v1,...,v,} di V, la funzione coordinate

Fp:V —-K" sev=civ1+... +cpup,

Fp(v) = : = n — upla delle coordinate di v rispetto a B

Cn

€ un’applicazione lineare biiettiiva, cioe un isomorfismo.

. R? — R2 )= (M
D1 — ) p1<r2 0

Esempio 9.0.6. La rotazione di angolo «

romom, (7)< (Sl el )

sin(a)ry + cos(a)ry

Esempio 9.0.5. La proiezione

e un’applicazione lineare.

¢ un’applicazione lineare.
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Esempio 9.0.7. Data una matrice qualunque
A€ My, n(K,
possiamo definire la seguente applicazione lineare
Li: K" K™ La(v)=A-v,

dove v e un vettore colonna di K" e A - v & la moltiplicazione riga per colonna. La proprieta (AL1)
segue dalla proprieta distributiva del prodotto righe per colonne rispetto alla somma, mentre la (AL2)
segue dal fatto che la moltiplicazione per scalari commuta con il prodotto righe per colonne.

Esempio 9.0.8. Sia
V =C'((a,b), R)

lo spazio vettoriale delle funzioni derivabili su un intervallO aperto (a,b) C R e con derivata continua,
e sia
V' =C"%(a,b),R)

lo spazio vettoriale delle funzioni continue sull’'intervallo (a,b) C R.
L’ applicazione di derivazione

D:C'((a,b),R) = C°((a,b),R), D f(t) = f'(t)

¢ lineare.

Esempio 9.0.9. Sia V = C%([a, b],R). La funzione

b
I1:V =R, I(p(a:)):/ p(x) dzx

€ una applicazione lineare.

Teorema 9.0.10. Teorema di struttura per le applicazioni lineari

Siano V' e V' due spazi vettoriali sul campo K. Sia {v1,...,v,} una base di V, e siano wy, ..., w, € V'
dei vettori di V' .

Allora esiste un’unica applicazione lineare f : V. — V', tale che

flor) =w1,  f(v2) =we, ..., f(vp)=wny.

Dimostrazione. Esistenza Definiamo una applicazione f : V' — V' come segue: per ogni vettore v € V
, €ss0 si esprime in modo unico come combinazione lineare dei vettori della base {v;,...,v,} di V:

V=001 F s Qg Up,
dove a1, ..., ay, sono le coordinate di v rispetto alla base data; allora definiamo

f(v) == aqwy + -+ apw, € V.

Si verifica facilmente che tale f € lineare (esercizio) e, per definizione, si ha che f(v;) = w;, per ogni
1=1,...,n.
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Unicita Siano f e g due applicazioni lineari che soddisfano la proprieta dell’enunciato f(v;) =
w; = g(v;), perognii = 1,...,n. Dimostriamo che f = g,cioe che f(v) = g(v) per ogniv € V. A tale
scopo sia v € V un vettore arbitrario. Scriviamo v come combinazione lineare dei vettori della base
{v1,...,vn}:
v =[1v1 + -+ Bavn.

Sfruttando le proprieta di linearita (AL1) e (AL2) si ha:
f)=Bif(v1) + -+ + Buf(vn) = frws + -+ + Brwy =

= B1g(v1) + -+ Bng(vn) = g(Brv1 + -+ + Bavn) = g(v).

O
9.1 Nucleo e immagine
Definizione 9.1.1. Sia f : V — V'’ un’applicazione lineare. Il nucleo di f ¢ il sottoinsieme di V'
ker f:={v e V| f(v) =0}
L'immagine di f ¢ il sottoinsieme di V'
Im(f) = {we V' | 3v e Vs fv) = wh.
Proposizione 9.1.2. Sia f : V — V' un’applicazione lineare. Allora si ha:
1. ker(f) e un sottospazio vettoriale di V.
2. Im(f) & un sottospazio vettoriale diV"'.
3. f einiettiva se e solo se ker(f) = {0}.
4. f e suriettiva se e solo se Im(f) = V".
Dimostrazione. ~ 1. Abbiamo gia osservato che si ha sempre 0y € ker(f). Dimostriamo ora che

ker(f) & chiuso per la somma e per il prodotto per scalari.

Siano v, v € ker(f); quindi f(v) = Oy e f(0) = Oys. Per il vettore somma v + ¥, usando
I'additivita (AL1) di f, si ha che

flv+0) = f(v) + f() = 0ys + Oyr = Oy,

quindi anche v + ¥ € ker(f). Supponiamo infine v € ker(f) e sia ¢ € K arbitrario. Per il vettore
c-vsiha:

Fle-v) = ¢ f(v) = ¢+ O0yr = O

per 'omogeneita (AL2) di f, quindi v - v € ker(f).
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2. Siccome Oy = f(0y), il vettore nullo Oy € Im(f). Supponiamo ora che w,w € Im(f). Allora
esistsono due vettori v, v inV tali che

w=f(v), w=f()
Per il vettore somma si ha che
w+w = f(v)+ f(0) = fv+7)
per I'additivita (AL1) di f, quindi anche w + @ € Im(f).
Infine sia w € Im(f) e ¢ € K arbitrario. Allora esiste un v € V tale che
w= f(v)

da cui
c-w=c- f(v) = flc-v)
per 'omogeneita (AL2) di f, allora cw € Im(f).
3. Supponiamo f iniettiva. Siccome f(0y ) = Oy~ e f € iniettiva, non possono esistere altri vettori
che abbiano la stessa immagine di 0y. Quindi ker(f) = {0y }.

Viceversa, supponiamo ker(f) = {0y}, cioé 0y & 1'unico vettore che abbia immagine nulla Oy-.
Siano v, v € V due vettori diversi:

v # .
Allora v — ? # 0y, da cui
f(’U - 6) 7& 0V’7

per l'ipotesi ker(f) = {0y }. Per la linearita si ha
flo=1) = f(v) = f(0) # Oy,
cioe
f) # f(),

che e proprio la definizione di iniettivita.

4. f e suriettiva se e solo se Im(f) = V': questa & semplicemente la definizione di suriettivita.
O

Definizione 9.1.3. Sia f : V' — V' una applicazione lineare. Il rango di f & la dimensione dell'immagine
di f e siindica con rg(f):

ra(f) := dim(Im(f)).
Osservazione 9.1.1. Consideriamo una matrice A € M,, ,,(K) e sia

Lp:K"— K™

I'applicazione lineare associata. Per 1’'Osservazione 9.0.2 (2), se in K" fissiamo la base canonica
{e1,...,e,}, abbiamo che
Im(L4) = Span(La(e1),...,La(en)).
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Osserviamo ora che

1 0

0 0
Lae)=A-| | | =AW, .. Li(en)=A =AM,

0 1

cioe le immagini dei vettori della base canonica tramite L4 coincidono con le colonne di A. Questo
implica che

rg(L ) dimIm(L,) = dim Span(La(e1), . .., La(e,)) = dim Span(AD), ..., A™) = rg(A).

Notiamo, inoltre, che se A é ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari, allora sappiamo che

rg(A) = rg(A), ma in generale
Im(Ly) # Im(L 7).

Teorema 9.1.4. Teorema di Dimensione Siano V e V' due spazi vettoriali su un campo K, con V di
dimensione finita. Sia f : V' — V' una applicazione lineare. Allora vale la seguente uguaglianza:

dim (V) = dim(ker(f)) + rg(f).

Dimostrazione. Poiché V' ha dimensione finita e ker(f) & un sottospazio vettoriale di V', anche ker(f))
ha dimesnione finita. Fissiamo dunque una base

{v1,..., v} di ker(f),

e completiamola a una base di V:

{v1, ..., Uk, Ukt1, -+, Up .

Affermiamo che
{f (ursr), - flun)}
e una base di Im(f) ed osserviamo che da questo segue 1’enunciato, perché aviemmo

rg(f):n—k,

quindi
dim(V) =n=k+ (n— k) = dim(ker(f)) + rg(f).

Dalla Osservazione 9.0.2 (2) sappiamo che

Im(f) = Span(f(v1), ..., f(vk), f(urs1), - -, f(un)) = Span(f (urs1), - - - fun))

perché vy, ..., v; € ker(f). Dunque i vettori { f(ug+1), ..., f(uy)} sono un insieme di generatori.
Ci rimane da dimostrare che {f(ug+1), ..., f(u,)} sono linearmente indipendenti.
Consideriamo una combinazione lineare che dia il vettore nullo:

Coyrf (upgr) + -+ e f(un) = Oy (9.1.1)
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Per linearitd possiamo scrivere

Ovr = Crpr fupgr) +- -+ enf(un) = flepprupgn +- - 4 cpn).
Segue che il vettore
W = Cpp1Ukt1 + - - + cpup € ker(f).

Come ogni vettore di ker(f), w si pud esprimere come combinazione lineare dei vettori della base
{v1,..., v} di ker(f):

W= a1V + -+ agvg.

In definitiva abbiamo due espressioni di w come combinazione lineare di vettori linearmente indi-
pendenti:
W = Cp4+1Uk+1 + -+ CpUup = @101 + - - - + Qg V-

Portando le ultime due espressioni allo stesso membro troviamo
a1v1 + -+ ARVE = Cpg1Up41 — - — Cplin = Oy,

cioe una combinazione lineare dei vettori della base di V' che da il vettore nullo, e per I'indipendenza
lineare dei vettori di una base, tutti i coefficienti sono necessariamente nulli:

a;=0,...,a,=0,c41=0,...,¢, =0,

in particolare i coefficienti nell’espressione (9.1.1) sono tutti nulli, quindi f(ugt1),..., f(uy,) sono
linearmente indipendenti.
O

Osservazione 9.1.2. Sia f : V' — V' un’ applicazione lineare. Ricordiamo che per ogni vettore w € V’,
f~Y(w) denota la pre-immagine di w tramite f, cioe

fHw)={ve V] f(v) =w}

Allora si ha che
fH(w) = o+ ker(f),

dove ¥ & un qualsiasi elemento di f~!(w). Questo segue, ad esempio, tramite una dimostrazione
analoga a quella del Teorema di Struttura per le soluzioni di un sistema lineare (la verifica é lasciata
come esercizio). Dal Teorema della dimensione si ha che dim(ker(f)) = dim(V') — rg(f).

Si osservi che in questo modo, nel caso in cui

V=KV =K™ =Ly,

per qualche A € M,, ,(K), si ritrova il Teorema di Struttura per le soluzioni di un sistema lineare ed
il teorema di Rouché-Capelli.

Corollario 9.1.5. Siano V e V' due spazi vettoriali di dimensione finita su un campo K . Supponiamo che
dim(V) = dim(V").

Sia f : V' — V' una applicazione lineare. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
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1. ker(f) = {0}, cioe f e iniettiva;
2. Tm(f) = V', cioe f e suriettiva;
3. f e un isomorfismo.
Dimostrazione. Se ker(f) = {0}, allora dim(ker(f)) = 0. Per il Teorema della Dimensione si ha
dim(Im(f)) = dim(V) — dim(ker(f)) = dim(V') — 0 = dim(V).

Per ipotesi dim(V') = dim(V”), ne segue che dim(Im(f)) = dim(V’), e poiché Im(f) & un sottospazio
vettoriale di V’, quest’ultima condizione & equivalente a Im(f) = V’. Quindi 1. e 2. sono equivalenti
tra di loro.

Supponiamo ora che valga la condizione 2. (oppure la 1.). Per quanto appena dimostrato, va-
le anche la condizione 1. (rispettivamente la 2.), quindi f &€ un isomorfismo. Viceversa, se f € un
isomorfismo, € iniettiva e suriettiva per definizione, quindi valgono 1. e 2. O

Definizione 9.1.6. Due spazi vettoriali V' e V’ su un campo K si dicono isomorfi se esiste un isomorfi-
smo

f:v-=v.
In tal caso si scrive V= V.

Osservazione 9.1.3. L'isomorfismo e una relazione di equivalenza tra gli spazi vettoriali su uno stesso
campo K.

Teorema 9.1.7. Siano V' e V' due spazi vettoriali di dimensione finita su un campo K. Allora V=V’ see
solo se dim (V') = dim(V”).

Dimostrazione. Sia f : V' — V'’ un isomorfismo. Per il precedente corollario abbiamo ker(f) = {0} ed
Im(f) = V’, quindi per il Teorema della Dimensione dim (V) = rg(f) = dim(V"’).

Viceversa, supponiamo ora che dim(V) = dim(V’) = n. Fissiamo una base {vi,...,v,} di V
ed una base {wi,...,w,} di V. Per il Teorema di Struttura per le applicazioni lineari esiste un’
unica applicazione lineare f : V' — V' tale che f(v;) = w; per ogni¢ = 1,...,n. Essendo Im(f) =
Span(f(v1),..., f(v,)) = Span(wi,...,w,) = V/, quindi f & suriettiva. Dal precedente Corollario
abbiamo che f & un isomorfismo, quindi V' = V. ]

Corollario 9.1.8. Se n # m, gli spazi vettoriali K™ e K™ non sono isomorfi.

9.2 Matrici associate a un’applicazione lineare

Abbiamo visto che ad ogni matrice A € M,, ,(K) corrisponde una applicazione lineare L4 : K" —
K™, con Ly(v) := A -v. In questa sezione vedremo che, viceversa, data una applicazione lineare
f 'V — V' tra spazi vettoriali di dimensione finita, fissata una base B di V' ed una base C di V',
possiamo associare una matrice Még (f) (lIa matrice che rappresenta f rispetto alle basi B e C), tale che
se le coordinate di un vettore v € V riepsetto alla base B sono



le coordinate di f(v) € V” rispetto alla base C sono date da

C1
2

ME(f) -
Cn

Definizione 9.2.1. Siano V e V' due spazi vettoriali di dimensione finita su K. Sia f : V' — V' una
applicazione lineare. Siano B = {v1,...,v,} unabase di V e C = {wy,..., wy,} una base di V’. La
matrice che rappresenta f rispetto alle basi B e C e definita come segue:

all a1 e QA1n
a1 a2 ... G2p
B
Me: (f) = . . . . € Mm,n(K)>
aml Am2 ... 0mn

dove

f(vj) = arjwi + agjwa + - - - + Amjwm.

In altre parole, la colonna j-ma di MZ(f) & formata dalle coordinate di f(v;) rispetto alla base C
perognij=1,....n.

Osservazione 9.2.1. Sia A € M, ,(K) e consideriamo la applicazione lineare L4 : K® — K"™. Siano £
e &' le basi canoniche di K" e K™, rispettivamente. Allora si ha

ME/(L4) = A.
Infatti, se e; denota il j-mo vettore della base canonica £ di K", allora
LA(CJ') =A- €j = A(j),

e le coordinate di AV rispetto alla base canonica &’ di K™ coincidono con gli scalari della colonna
stessa.

Osservazione 9.2.2. Sia f la applicazione nulla, cioeé I'applicazione
flv)y=0, YvelV.

Allora
ME(f)=0

e la matrice nulla per ogni scelta di B e C. Infatti f(v;) = 0 per ogni j = 1,...,n, e le coordinate del
vettore nullo sono tutte nulle in una qualsiasi base C.
Inoltre, vale anche il viceversa: se Még (f) = 0 & la matrice nulla, allora

flor)=0,... f(v,) =0,

e per il Teorema di Struttura per Applicazioni Lineari da cio segue che f & l’applicazione nulla.
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Osservazione 9.2.3. Se V =V’ e f = Idy, allora
ME(Idy) = I,
per ogni base Bdi V. Infatti se B = {v1,...,v,} siha
fvj) = vj,

e le coordinate di v; nella base B sono tutte nulle eccetto la coordinata j-esima che vale 1.
Pit1in generale,se V =V’ e f = ¢ Idy , per qualche scalare ¢ € K, allora

Mg(c-Idy) =c- I,
la verifica e lasciata per esercizio. Tale applicazione si chiama dilatazione.

Proposizione 9.2.2. Siano V e V' due spazi vettoriali su K di dimensione finita, sia f : V. — V' una
applicazione lineare, e siano B = {v1,...,v,} una base di Ve C = {wy, ..., wy,} una base di V'. Dato un
vettorev € V, se

V=101 F s Qg Up,

allora
f(v) = Brwr + - + Bnwm,
dove
b1 aq
Bl |
Bm (079

Dimostrazione. L'enunciato segue dalla seguente sequenza di uguaglianze, dove si sfrutta il fatto che
f e lineare e la definizione di M5 (f):

fv) = floqvr+-- + apvy) =

= alf(vl>+---anf(vn) =
ar(aiw + - 4 amiwm) + -+ ap(arws + -+ Ampwy) =
= (a1a11 + -+ agaip)wy + - -+ (@1am1 + -+ -+ QpGmp) Wiy«

Infine, osserviamo che per ognii = 1,...,m, lo scalare
a1a;1 + -+ Qnlin
e proprio il coefficiente i-esimo della matrice colonna

a1
a2

ME(f)-

Qn,
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Uno dei vantaggi che si ottengono descrivendo una applicazione lineare f per mezzo delle matrici
ME(f) & che possiamo usare i risultati concernenti i sistemi lineari per determinare Im(f) e ker(f)
come segue.

Corollario 9.2.3. Sia f : V' — V' una applicazione lineare, dove V e V' sono spazi vettoriali di dimensione
finita. Siano B = {v1,...,v,} unabase di Ve C = {wx,...,wn} una base di V'. Sia ME(f) la matrice che
rappresenta f nelle basi B e C. Allora valgono le seguenti uguaglianze:

a1
B a2
ker(f) =Sv=av1+---+apv, €V | Mg (f)- ) =0;
an
b1
Ba
Im(f) =< w=Fiw + -+ Bwm, € W | il sistema Még(f) X = ) e compatibile p ;
Bm
rg(f) = 1gM¢ (f)-
Teorema 9.2.4. Siano V e V' due spazi vettoriali di dimensione finita sul campo K. Siano B = {vy,...,v,}
eC={wi,...,wy}basidi VeV’ rispettivamente. Allora " applicazione

ME - LV, V') = My n(K), f— ME(f),

e un isomorfismo di spazi vettoriali. In particolare, L(V, V') ha dimensione finita pari a n - m = dim(V) -
dim (V).

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima che Még e lineare. Siano f,g € L(V, V') e sia ¢ € K. Denotia-
mo con a;; (rispettivamente b;5) ’elemento di posto (i, j) di Még( f) (rispettivamente di Még(g)). Dob-
biamo verificare che 'elemento di posto (i, j) di Még (f+g) coincide con a;;+b;;, perognii =1,...,m
ej=1,...,n. Per definizione [MZ(f + g)];; & la coordinata i-esima di (f + g)(v;) rispetto alla base C.
Abbiamo le seguenti uguaglianze:

(f+9)(vj) = f(vj)+g9(v;) = (arjwi+ - Famjwm)+(brjwi+ - +bpmjwy) = (a1;+b1;)wi+ - +(amj+bm;) W

Da questo segue che
[ME(f + 9))ij = aij + by = [ME ()i + [ME (9)]i,
perognii=1,...,mej=1,...,n, quindi

ME(f +9) = ME(f) + ME (9)-

Analogamente si dimostra che
Mg (e~ f) = e ME(f),

quindi M & lineare.
Per dimostrare che M§ ¢ iniettiva, & sufficiente provare che

ker(MF) = {0}.
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Sia quindi f € £(V, V') tale che MZ(f) = 0 € My, »(K). Per 'Osservazione 9.2.2 si ha che f = 0, da
cui segue la tesi.

Per concludere, dimostriamo che MJ ¢ suriettiva. Sia quindi A = (a;;) € M, (K). Definiamo
fa € L(V, V') come l'unica applicazione lineare tale che

fa(vj) = arjwi + -+ + amjwm, perognij=1,...,n.

Dalla definizione segue facilmente che M5(f4) = A, quindi M¥ & suriettiva. O

9.3 Cambiamenti di base
In questa sezione vedremo come cambia la matrice M5 (f) al variare delle basi B e C. Questo seguira
dalla seguente proposizione.

Proposizione 9.3.1. Siano U, V e W tre spazi vettoriali sul campo K, di dimensione p, n, m, rispettivamente.
Siano

D= {ui,...,up}, B=A{v1,...,un}, C={wi,...,wn}

basidi U, V e W, rispettivamente.
Siano g : U — Ve f : V. — W applicazioni lineari. Allora si ha

ME(f og) = ME(f) - ME (9).
Dimostrazione. Si vedano gli appunti della lezione. O

Corollario 9.3.2. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K. Sia B una base di V. Allora
valgono le sequenti affermazioni.
1. Sia f : V. — V un operatore lineare. Allora f é un isomorfismo se e solo se Mg(f) ¢ invertibile. In tal
caso si ha

ME(fh = ME(H

2. Sin A € M, (K). Allora A ¢ invertibile se e solo se rg(A) = n.

Dimostrazione. 1. Supponiamo che f : V — V sia un isomorfismo, e sia f ! la funzione inversa di
f, che e ancora lineare. Allora valgono le uguaglianze

foft=f"Tlof=1dy.
Abbiamo
ME(fo f™1) = ME(f™" o f) = ME(ldy) = L.
Dalla Proposizione precedente segue che
I, = ME(f)- Mg(f~!) = ME(f ") - M§(f)
e dalla definizione di matrice invertibile e matrice inversa segue ’enunciato.
Viceversa, se M§(f) & invertibile, allora 'unica soluzione del sistema lineare omogeneo
ME(f)- X =0
& X = (ME(f))"'-0 = 0. Da cio segue che ker(f) = {0}, quindi f & iniettivo; essendo un

operatore f : V' — V, & anche suriettivo, quindi & un isomorfismo.
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2. Consideriamo la applicazione lineare
Ly : K" —= K"

e ricordiamo che risulta
A= M§E(La),

dove & é la base canonica di K". Dal punto 1. si ha che A ¢ invertibile se e solo se L4 € un
isomorfismo. D’altra parte, L4 € un isomorfismo se e solo se L4 & suriettiva, cioe se e solo se
rg(La) = n.

O

Definizione 9.3.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K. Siano
B={v,...,un} e C=A{wy,...,wy}
due basi di V. La matrice del cambiamento di base da 3 a C & la matrice
Mg (Idy) € Ma(K)
che rappresenta la funzione identita Idy : V' — V rispetto alle basi B e C.
Osservazione 9.3.1. 1. Perognij =1,...,n, siano
aij, ..., 0n;

le coordinate di v; rispetto alla base C. Allora la colonna j-esima di MZ(Idy) & data da

alj
agj

anj

2. Per ogni vettorev € V', se
Qaq
a2

(679

e la colonna delle coordinate di v rispetto alla base B, allora la colonna delle coordinate di v
rispetto alla base C ¢ data da

b1 aq

B2 Qs
.| =MEUdy)-

5n Qp

Quindi MZ(Idy) permette di determinare le coordinate di un vettore rispetto alla base C se

sono note le sue coordinate rispetto a B, per questo prende il nome di matrice del cambiamento
di base da BaC.
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Proposizione 9.3.4. La matrice di cambio di base MEF (I1dy) ¢ invertibile, e vale la sequente uguaglianza:
ME(Idy)~" = Mg(Idy).
Dimostrazione. Valgono le seguenti identita:
I, = M5 (Idy), Idy = Idy o Idy, ME(Idy o Idy) = M§(Idy) - ME(Idy).
Da questo segue 'enunciato. O

Come conseguenza otteniamo una formula per passare da una matrice che rappresenta un’appli-
cazione f rispetto a certe basi alla matrice che rappresenta f in altre basi:

Corollario 9.3.5. Sia f : V — V' un’applicazione lineare. Siano B e B’ due basi di V e C e C' due basi di V.
Allora vale la relazione
Mg (f) = Mg (Idv) - ME(f) - M (Idvr), (93.1)

dove Idy : V — Ve Idy: : V' — V' sono le applicazioni identita.
In particolare,se V. =V',C =BeB =C, siha

ME() = (ME (Tav)) - ME () - ME (1ay). 932
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Capitolo 10

Diagonalizzazione

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n sul campo K, e sia f : V' — V un operatore lineare.
Abbiamo visto che, scelta una base B di V', possiamo rappresentare f per mezzo di una matrice
ME(f). Molte proprieta di f possono essere studiate tramite la matrice M5 (f). L'obiettivo di questa
sezione ¢ di stabilire se, data f, esiste una base di V' tale che la matrice che rappresenta f rispetto a
tale base sia diagonale.

Ricordiamo che, se C & un’altra base di V, allora le matrici MS(f) ed ME(f) solo collegate dalla
formula:

Mg (f) = Mg (Idy)™" - Mi5 (f) - ME (Idv). (10.0.1)
Questo motiva la seguente definizione.

Definizione 10.0.1. Due matrici A, B € M, (K) sono simili se esiste C' matrice invertibile tale che
B=C"1-4A.-C.

In tal caso si scrive A ~ B.

Quindi, se due matrici rappresentano lo stesso operatore rispetto a due basi, allora esse sono
simili. Vale anche il viceversa, come afferma il seguente risultato.

Lemma 10.0.2. Sia f : V. — V un operatore lineare, e sia A = ME(f) € M,(K), dove B = {v1,...,v,} ¢
una base di V. Allora, se B € M, (K), si ha che B ~ A se e solo se esiste una base C di V' tale che

B = ME(f).

Dimostrazione. Se esiste una base C di V tale che B = M§(f), allora A e B sono simili per la relazione
(10.0.1).

Viceversa, supponiamo che A e B siano simili. Quindi per definizione esiste una matrice inverti-
bile C tale che

B=C"1-A.C.
Sia ¢;; I'elemento di posto (i, j) di C. Definiamo una base C = {w1, ..., w,} di V come segue:
Wy 1= C1V1 + - - + CnjUn, j=1,...,n.
Con questa costruzione si ha che
C = Mg(Idy),
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quindi, essendo C invertibile, si ha in particolare che gli n vettori wy, ..., w, sono linearmente indi-
pendenti, e siccome dim V' = n sono anche dei generatori. Inoltre possiamo scrivere

B=C"'A-C=ME(Idy) - ME(f) - M§(Idy) = ME(S).
O

Osservazione 10.0.1. La similitudine e una relazione di equivalenza tra le matrici a coefficienti in K.
La verifica ¢ lasciata per esercizio.

Osservazione 10.0.2. La matrice unita I,, & simile solo a se stessa, la verifica € molto semplice.
Lemma 10.0.3. Siano A, B € M,,(K). Se A ~ B, allora

det(A) = det(B).
Dimostrazione. Se A ~ B, allora esiste C invertibile tale che

B=C"1.4.C.

Da cio segue
det B=det(C™'-A-C)=detC! det A-detC

per il Teorema di Binet. Abbiamo visto che

1
detC™' = ——
et det C’

ed essendo la moltiplicazione tra scalari commutativa, abbiamo
det C™' - det A - det C = det A.
O

Osservazione 10.0.3. Si pud dimostrare piti in generale (esercizio facoltativo) che due matrici simili
hanno lo stesso rango.

Osservazione 10.0.4. Notiamo che non vale il viceversa, cioé esistono matrici quadrate con lo stesso
determinante, che NON sono simili. Ad esempio, le matrici

0 0 11
=(00) o=(00)
hanno entrambe determinante 0, ma non sono simili, ad esempio perché hanno rango diverso:

rgA =0, rgB = 1.

10 2 1
ae(o V) o= (00)

sono simili, sebbene si abbia det Iy = 1 = det B. Infatti, Iy & simile solo a se stessa.

Nemmeno le matrici

Il Lemma 10.0.3 ci permette di definire il determinante di un endomorfismo come segue:
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Definizione 10.0.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K. Sia f ? End(V ). Allora det(f)
:= det(MB(f)), dove B ‘e una base di V . Osserviamo che, per il Lemma 2, det(f) non dipende dalla
scelta della base B, quindi la definizione ‘e ben posta.

Definizione 10.0.5. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n sul campo Kesia f : V — V
un operatore lineare. Allora f si dice diagonalizzabile se esiste una base B di V tale che M§(f) &
diagonale. In tal caso, B ¢ detta base di V' che diagonalizza f.

Una matrice A € M, (K) & detta diagonalizzabile se & simile ad una matrice diagonale.

Osservazione 10.0.5. Sia A € M,,(K). Allora A & diagonalizzabile se e solo se 1'operatore L 4 : K* — K"
¢ diagonalizzabile.
Questo segue dal fatto che A = M, gg (La), dove & e la base canonica di K".

Osservazione 10.0.6. Se dim(V') = 1, allora ogni operatore f : V' — V & diagonalizzabile ed ogni base
di V diagonalizza f.

Vedremo che se invece dim (V') > 1, allora esistono operatori che non sono diagonalizzabili, come
ad esempio le rotazioni del piano di un angolo a # 0, 7.

I seguente risultato & una riformulazione della Definizione 10.0.5 che motiva le definizioni che
seguono.

Lemma 10.0.6. Sia f : V' — V un operatore lineare. Sia B = {v1, ..., v, } una base di V' che diagonalizza f.
Allora, perognii =1,...,nsiha
fvi) = Aivs,
per opportuni \; € K.
Viceversa, se eiste una base B di V' con tali proprieta, allora f é diagonalizzabile e B diagonalizza f.

Dimostrazione. Per definizione abbiamo che ME(f) ¢ diagonale,quindi del tipo

all 0 e 0

0 asy ... 0
MEH=| . . ..

0 0 ... anpn

Dalla definizione di matrice associata ad f nella base B segue che

f(v1) =anv1 +0ve + -+ 4+ 0 v, = aq1vy,
f(v2) =001 +agg va + -+ + 0 v, = agve,

f(vn):0U1+0U2+"'+annvn:annvn-

Basta allora porre \; = a;;.

Viceversa, se B = {v1,...,v,} € una base di V tale che f(v;) = \jv; perognij =1,...,n, allora
A0 .00
wgn=| 0 T
0 0 .. A
che e diagonale, quindi f e diagonalizzabile e B diagonalizza f. O
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Definizione 10.0.7. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Sia f : V' — V un operatore. Un
autovettore di f € un vettore v € V diverso dal vettore nullo, v # 0, tale che esiste A € K per cui vale

f(v) = Av.

In tal caso, A si dice autovalore di f relativo all’autovettore v.
Lo spettro di f e I'insieme degli autovalori di f, esso si denota con Sp(f) ed & un sottoinsieme
finito del campo K.

Sia A € M, (K). Un autovettore di A e un vettore v € K" non nullo tale che v sia un autovettore
di Ly, cioe tale che A -v = Av, per qualche A € K. In tal caso, A & l'autovalore di A relativo
all’autovettore v. Lo spettro di A si definisce come l'insieme degli autovalori di A e si indica con
Sp(A).

Osservazione 10.0.7. Se f = Idy, allora ogni vettore v € V' {0} & un autovettore di f, con autovalore
corrispondente A = 1; infattisiha f(v) =v=1- vperogniv e V.

Viceversa, se f & un operatore tale che per ogni v € V' \ {0} si ha che v & autovettore di f con
autovalore 1, allora f = Idy; la verifica ¢ lasciata per esercizio.

Osservazione 10.0.8. Notiamo esplicitamente che un autovalore puo essere nullo, e si ha

0 Sp(f) <= ker(f) # {0}.

La verifica e lasciata per esercizio.

La seguente proposizione e una riformulazione del Lemma 10.0.6

Proposizione 10.0.8. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia f : V' — V un operatore lineare.
Allora f e diagonalizzabile se e solo se esiste una base B di V' composta da autovettori.

La seguente Proposizione illustra le principali proprieta degli autovettori ed autovalori.

Proposizione 10.0.9. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K e sia f un operatore. Allora valgono le
seguenti proprieta.

1. Sev € V e un autovettore di f, allora I'autovalore corrispondente a v e unico.

2. Siano vy, . ..,vy, € V autovettori di f con relativi autovalori A\, ..., A\, € K, rispettivamente.
Se
i # A,
perognii # j,i,5 € {1,...,m}, allora vy,. .., v, sono linearmente indipendenti.

3. Sia A € Sp(f) un autovalore di f. Allora l'insieme
Va(f) := {v € V| v autovettore di f con autovalore A} U {0} = ker(f — A - Idy),

e un sottospazio vettoriale di V', chiamato I” autospazio di f relativo all’autovalore .

In seguito, se non ci sara pericolo di confusione, Vy( f) verra denotato con V.
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Dimostrazione. (1) Siano A e u due autovalori

AFp, A e Sp(f),

relativi all’autovettore v. Allora vale
Av=f(v) =puv,

da cui
O=Av—pv=A—p)ov.

Siccome v € un autovettore, v # 0 per definizione, quindi
A — n = Oa

cioe
A= pU.

(2) Procediamo per induzione su m. Se m = 1, allora v; € linearmente indipendente. Infatti per
definizione di autovettore vy # 0.

Supponiamo ora che 'enunciato valga per m — 1 autovettori relativi ad autovalori distinti. Con-
sideriamo una combinazione lineare nulla

c1v1 + cova2 + - - + vy = 0. (10.0.2)

Allora si ha
fleivr + cava + - - + epup) = f(0) = 0; (10.0.3)

d’altra parte per la linearita di f ed essendo i v; autovettori possiamo scrivere
flervr + cova + -+ -+ cpvm) = 1 f(v1) + caf(v2) + - + e f(vm) = c1A1v1 + c2Aov2 + -+ - + AU

Dalla (10.0.3) otteniamo
Cc1AV1 + 2 AU + - - + Cp AUy = 0. (10.0.4)

Ora possiamo moltiplicare entrambi i membri della (10.0.2) per A, e otteniamo
C1AmU1 + oAU + « -+ + CAmUm = 0. (10.0.5)
Infine, sottraendo la (10.0.5) dalla (10.0.4) otteniamo
c1(A1 — Am)vr + ca( Ao — Ap)va + - 4+ 1 (Am—1 — Am)Vm—1 = 0. (10.0.6)

Essendo i vettori vy, ..., v,—1 autovettori relativi a m — 1 autovalori distinti, per ipotesi induttiva essi
sono linearmente indipendenti. Quindi nella combinazione lineare nulla (10.0.6) tutti i coefficienti

ci(hi—Am) =0
sono nulli. Ma osserviamo che per ogni i # m si ha \; # \,, per ipotesi, quindi necessariamente
c1=0,...,cp-1=0.
Nella (10.0.2) rimane quindi solo il termine

CmUm = 0.
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Siccome vy, € un autovettore, & diverso dal vettore nullo, quindi concludiamo che vale anche
cm = 0.
(8) Osserviamo che possiamo scrivere
A(f) ={ve V| [f(v) =},

perche f(0) =0 = A -0, quindi il vettore nulle soddisfa la condizione.
Inoltre, un vettore v € V soddisfa

fv) =Xv
se e solo se l'operatore f — A Idy & annullato da v:
fw) =M <= f(v) = v=(f—XIdy)(v) =0,
quindi v € V)(f) se e solo se v € ker(f — A Idy). In altre parole si ha
Va(f) = ker(f — X\ Idy), (10.0.7)
che risulta un sottospazio vettoriale perché nucleo di un operatore lineare. O

Corollario 10.0.10. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo Kesia f : V. — V un
operatore. Allora f ha al piit n autovalori distinti.

Dimostrazione. Siano A1, .... A, € Sp(f) autovalori distinti di f. Siano vy, ..., v,, degli autovettori
relativi. Per il punto (2) della precedente Proposizione, v1, ..., vy, sono linearmente indipendenti,
quindi

m < dim(V) = n.

10.1 Criteri di diagonalizzabilita

Enunciamo i seguenti risultati senza dimostrazioni, per le quali si rimanda agli appunti delle lezioni
oppure ai libri di testo.

Proposizione 10.1.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo Kesia f : V. — V un
operatore. Se Sp(f) = {\1,..., i}, siha

dim Vy, (f) + dim V), (f) + --- + dim V), (f) < n.

Vediamo ora un importante risultato, che ci permettera di caratterizzare gli operatori diagonaliz-
zabili.

Theorem 10.1.2. Primo criterio di diagonalizzabilita Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n
su un campo K. Sia Sp(f) = {\1,..., e}
Allora f e digonalizzabile se e solo se vale

dim V>\1 (f) + dim V)\2 (f) + -+ dim V)\k (f) =n.
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10.2 Autovalori come radici del polinomio caratteristico

Vediamo ora come trovare effettivamente gli autovalori di un operatore.

Proposizione 10.2.1. Sia A € K uno scalare. Allora X e un autovaler di un operatore f se e solose
A€ Sp(f) < ker(f —Aldy) # {0} <= det(f —AIdy)=0.

Osservazione 10.2.1. Osserviamo che la funzione ¢t — det(f — ¢ Idy ), K — K]t] &€ una funzione polino-
miale; in altre parole, se consideriamo ¢ come una variabile, e calcoliamo det(f — ¢ Idy formalmente
con uno dei metodi visti, otteniamo un polinomio di grado n a coefficienti in K nella indeterminata ¢.

Definizione 10.2.2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K e sia f un operatore
su V. Il polinomio caratteristico di f ¢ il polinomio

det(f — t Idy)

e si indica con
ps(t).

Analogamente, se A € M,,(K) e una matrice quadrata, il polinomio caratteristico di A & il polinomio
definito da
pa(t) := det(A — tL,,).

Osservazione 10.2.2. Se dim V' = n, allora p¢(t) € un polinomio di grado n; inoltre, il coefficiente di "
e (—1)" eil termine noto & det(f):

pr(t) = (=1)"t" 4 --- 4 det(f).
Esercizio 10.2.3. Si dimostri che se A € M,,(K) e una matrice quadrata, allora vale
pa(t) = pr, ().

Come Corollario della Proposizione 10.2.1 e con l'introduzione del polinomio caratteristico ab-
biamo il seguente:

Corollario 10.2.4. Si ha
A€ Sp(f) <= pr(N) =0,

cioe gli autovalori di f coincidono con tutte e sole le radici del polinomio caratteristico di f.

Una volta trovati gli (eventuali) autovalori di un operatore, vediamo ora uno strumento per
determinare la dimensione di ciascun autospazio associato a un autovalore.

Proposizione 10.2.5. Sia A € Sp(f). Allora si ha
dim Vy(f) =dimV —rg(f — A Idy).

Dimostrazione. Essendo V)\(f) = ker(f — X Idy) per la relazione (10.0.7), 'enunciato segue dal Teore-
ma di Dimensione per applicazioni lineari. O
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Osservazione 10.2.3. Ricordiamo che per determinare il numero

rg(f — A Idy)

é sufficiente fissare una base B qualsiasi di V' e calcolare il rango della matrice associata:
rg(f — A ldy) = rgME (f — A Idy) = rg (ME(f) — AlLn) -

Concludiamo il capitolo con un altro criterio per stabilire se un operatore e diagonalizzabile
oppure no. Abbiamo prima bisogna di ulteriori definizioni.

Definizione 10.2.6. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e sia f un operatore su V.
Supponiamo A € Sp(f). La molteplicita algebrica di A & la molteplicita di A come radice del
polinomio caratteristico p¢(t), e si denota con

Mg (A).
La molteplicita geometrica di \ € la dimensione dell’autospazio V) (f) relativo a ), e si denota con
mg(A) = dim Vy(f).
Proposizione 10.2.7. Valgono sempre le sequenti diseguaglianze:
1 <mg(A < mg(N).
Dimostrazione. Omessa (anche a lezione). O

Theorem 10.2.8. Secondo criterio di diagonalizzabilita Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita
n su un campo K e sia f un operatore di V.
Allora f e diagonalizzabile se e solo valgono entrambe le sequenti condizioni:

1. il polinomio caratteristico p¢(t) si decompone come prodotto di polinomi di grado 1 in t;

2. per ogni autovalore X € Sp(f) si ha
mg(A) = ma(A).

Vediamo ora una conseguenza immediata del Teorema 10.2.8.

Corollario 10.2.9. Sia dim V' = n. Se f ha n autovalori distinti, allora f e diagonalizzabile.
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Capitolo 11

Prodotti scalari

11.1 Prodotto scalare standard in R"

Definizione 11.1.1. 11 prodotto scalare standard su R" ¢ la seguente funzione:

al b1
as bg

CRPxRY" =R, v= : LW = : , vew:=a1b; +aghs + - - - + anby,.
an by,

Per ogni vettore v € R" possiamo definire la sua norma ||v|| come

|v]| := \/U-v:\/a%—i—a%—k---—i—a%.

Lanorma di v si puod pensare come la lunghezza di v, cioe la distanza dall’origine del punto (a1, az, . .., ay).

Osservazione 11.1.1. 11 prodotto scalare standard soddisfa le seguenti proprieta, per ogni scelta di
v, V1, V2, W, Wy, wy € R™:

1. bilinearita:

o (v14v2)rw=w; w+ve-w,
* v (w+wy) =v-wy+v-wy,

* (w)-w=c(v-w)=v-(cw)perogniceR
2. simmetriav-w =w-v,

3. il prodotto scalare & definito positivo: v-v > 0 perogniv € R",esihav-v =0 <= v =0.

11.2 Prodotti scalari in spazi vettoriali reali
La nozione di prodotto scalare si puo generalizzare a un qualunque spazio vettoriale reale; chiame-

remo prodotto scalare una qualunque funzione che associ a una coppia di vettori un numero reale, e
che verifichi le proprieta di bilinearita, simmetria e che sia definita positiva. Pit1 precisamente:
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Definizione 11.2.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo R. Una funzione
g:VxV—=R
si dice prodotto scalare se soddisfa le seguenti proprieta, per ogni scelta di v, v, ve, w, wy, ws € V:
1. bilinearita:

* g(v1 + v, w) = g(v1, w) + g(va, w),
¢ g(?}, w1 + w2) = g(v,wl) + g(van)/
* g(ev,w) = cg(v,w) = g(v, cw) per ogni ¢ € R

2. simmetria g(v, w) = g(w,v),
3. il prodotto scalare & definito positivo: g(v,v) > Operogniv € V,esihag(v,v) =0 < v =0.
Esempi 11.2.2. Vediamo ora degli esempi molto diversi dal prodotto scalare standard:

1. sia V. = C%Ja,b],R) lo spazio vettoriale delle funzioni continue su un intervallo chiuso e
limitato [a, b], e consideriamo la funzione

b
g:C%[a,b],R) x C°([a,b],R) = R, g(f,h):= / f(x)g(x)dzx.

E semplice verificare che g & bilineare e simmetrica; inoltre si ha

b
o(f. 1) = / 2 (2)d > 0,

esiha g(f, f) = 0seesolose f = 0. Quindi g & un prodotto scalare su C°([a, b], R).

2. Sia V = M3(R) lo spazio delle matrici quadrate 2 x 2; la funzione
g: Ma(R) x Ma(R) = R, g(A, B) = a11bi1 + ai2bi2 + a21ba1 + azzboo

soddisfa le richieste di un prodotto scalare (esercizio).
Osservaiamo che e possibile esprimere tale funzione in un’altra forma.

Introduciamo prima la nozione di traccia di una matrice quadrata: se M € M, (K), poniamo
Tr(M) := my1 +ma2 + -+ + Mpp.
Si puo verificare facilmente che risulta:
g(A,B) = tr(A ' B).
In generale, la funzione
g Myn(R) X My n(R) - R, g(N,P):=Te(N-*P)

¢ un prodotto scalare sullo spazio delle matrici m x n.

95



Definizione 11.2.3. Sia g un prodotto scalare su V. La coppia (V,g) si chiama spazio vettoriale
euclideo.
Per ogni vettore v € V, la norma di v & cosi definita:

[l := +/g(v,v).

Esempi11.2.4. 1. Nello spazio C°([a, b],R), la norma di una funzione f ¢ data da

b
1l = / f2(x)d.

2. Nello spazio M,, »(R) la norma di una matrice M e data da

| M| = /Tr(M -t M).
Proposizione 11.2.5. Proprieta della norma La norma verifica le seguenti:
e Vv eV,siha|v|>0ewvale|v| =0 < v=0.
o |lev|| = |c|||v]|, per ogni c € R, dove |c| indica il valore assoluto;

¢ diseguaglianza triangolare:
[o +wl < ol + [lwl,

per ogniv,w € V;

ol = flwllf < v+ w]]

per ogniv,w € V.

11.3 La diseguaglianza di Cauchy - Schwarz e angolo convesso tra vettori
non nulli

Teorema 11.3.1. Diseguaglianza di Cauchy - Schwarz: Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo. Allora
per ogni coppia di vettori v,w € V vale

lg(v, w)| < [Jv| [|w].
Inoltre, vale I'uguaglianza se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.
Dimostrazione. Supponiamo dapprima che sia
w=20
il vettore nullo. Allora per bilinearita si ha g(v,0) = g(v,0-v) =0 g(v,v) =0e ||v]| - 0 = 0, quindi la

disuguaglianza & soddisfatta.
Supponiamo ora

w # 0,
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e consideriamo il vettore
v+tw, t €R.

Per le proprieta della norma si ha
[v+ tw|| >0,

e vale ||v 4 tw|| = 0 se e solo se v + tw = 0, cioe se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.
D’altra parte per definizione si ha

v + twl|]? = g(v + tw,v + tw) = g(v,v) + 2tg(v,w) + g(w,w)
per bilinearita e simmetria. Possiamo riscrivere I’espressione nella forma
o]l + 2tg(v, w) + [[w]* > 0,
e questo vale per ogni ¢t € R. Il grafico della funzione
p(t) = [vl* + 2tg (v, w) + [[w]|?

€ una parabola rivolta verso l'alto, e i suoi valori non sono mai negativi se e solo se il discriminante
del polinomio di secondo grado € minore o uguale a zero; quindi

4g(v,w)* — 4jv|?[lw|* < 0,
da cui
g9(v,w)* < JJv[*Jw]?,

e passando alla radici quadrate
lg(v, w)| < [Jv][[|w]]-

Infine, osserviamo che v el sono linearmente dipendenti se e solo se v + cw = 0 per un opportuno
c € R; cio equivale ad avere delle uguaglianze in tutte le espressioni considerate.
t

Dal Teorema appena visto deduciamo che se v,w € V' \ {0} sono entrambi non nulli si ha

o) [
oMl

Questo permette di dare la seguente definizione:

Definizione 11.3.2. Siano v,w € V \ {0} vettori nulli; I’ angolo convesso tra v e w si definisce come
I'angolo 6 € [0, ] tale che

cosf = M
[oll]jwl]
Inoltre, v ew si dicono ortogonali se
g(v,w) = 0.
In simboli scriveremo
v L w.

Dato un sottoinsieme S subsetV, il sottoinsieme ortogonale S+ & cosi definito:

St ={weVwLuvVveS}
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11.4 Basi ortogonali e ortonormali

Definizione 11.4.1. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo, con V' di dimensione finita. Una base
ortogonale di V' e una base B = {vy, ..., v,} tale che

v; L vj, per ognii # j.
Una base ortonormale di V' & una base ortogonale B = {v1,...,v,} tale che
v; L vj, perognii # je||v;|| =1 per ogni i,

cioé una base ortogonale formata da versori.

Esempi11.4.2. 1. Perognin > 1,labase canonica £ di R" & ortonormale rispetto al prodotto scalare
standard.

2. La base {( é > , ( _21 )} e ortogonale ma non ortonormale; infatti

(D12
Wg),( 2/V5

Dividendo i due vettori per le loro norme troviamo, invece, una base ortonormale:
P { ( 2/v5 )"\ —1/V5

11.5 Ortonormalizzazione di Gram - Schmidt

Teorema 11.5.1. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo. Siano wn,...,wy, € V vettori linearmente indi-
pendenti.
Allora esiste una base {v1, ..., vy} di Span(ws, ..., wy) ortonormale per il prodotto scalare g.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su k.
Se k = 1, allora definiamo v; nel modo seguente:

w1
V1 i = 57—
[Jwa ]
(k — 1 = k) Per ipotesi induttiva esistono
Vly...,V—1 € Span(wl, e ,wk_l)
che formano una base ortonormale di Span(wy, ..., w,_1). Sia ora

wy := g(wg, v1)vr + - -+ + g(wg, VE—1)Vk—1,

che rappresenta la proiezione ortogonale di wy, sul sottospazio Span(vi,...,v5_1) = Span(wy, ..., wk_1).
Poniamo poi
V) 1= Wi — W.

Osserviamo che
v # 0,
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perché wy, € Span(vi,...,vk—1) € wg & Span(vy,...,vg—1). Inoltre, osserviamo che il vettore vj, &
ortogonale a ciascun vettor vy, . .., vi_1; infatti:

Q(Wkavi) - g(@,vz) =
g(wg,v;) — g(g(wg, vi)vr + -+ + g(wg, Ve—1)Vg—1,vi) =
g(wg, v;) — g(wg, v;) =0, Vi=1,...,k—1.

g(ﬁmvi)

Quindi ponendo

U
Vg ‘= 7=
[[vk |

ivettori vy, ..., vy risultano a due a due ortogonali e di norma uno, quindi sono linearmente indipen-
denti in Span(wy, . .., wy) € ne formano una base ortonormale.

O
Corollario 11.5.2. Ogni spazio vettoriale euclideo di dimensione finita ammette una base ortonormale.
Dimostrazione. Sia {wi,...,wy,} una base di V. Applicando il procedimento di Gram - Schmidt ai
vettori wy, . . ., w, otteniamo una base ortonormale di rmSpan(wi,...,w,) = V. O
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Capitolo 12

Operatori simmetrici

12.1 Definizioni e prime proprieta

Definizione 12.1.1. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo. Un operatore f : V' — V & detto autoag-
giunto o simmetrico rispetto al prodotto scalare g se vale la seguente uguaglianza per ogni coppia di
vettori v, w € V:

9(f(v),w) = g(v, f(w)).
Gli operatori autoaggiunti vengono chiamati anche simmetrici, poiché sono rappresentati, rispet-
to a basi ortonormali, da matrici simmetriche. Per dimostrare tale fatto abbiamo bisogno del seguente
Lemma.

Lemma 12.1.2. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo e sia C = {uy, ..., uy} una base ortonormale rispetto
a C. Allora per ogni coppia di vettori v,w € V, se indichiamo con

aq bl

a9 b2
X = ) y = .

an by

le colonne delle coordinate di v e w nella base C, si ha
g(v,w) ="x-y.
Dimostrazione. Esprimendo i vettori v e w con le coordinate
V=a1uy + ... Qply, W =biuy + - + bply,
e usando la bilinearita e la simmetria di g, otteniamo:

g(v,w) =glajur + ...apup,byus + - + bpuy,) =
= a1g(u1, brut + -+ + bpun) + - + ang(Un, brug + - - - + bpuy) =
= arbig(ui,u1) + arbag(ui, uz) + - - - + apbpg(un, up).

Sfruttando ora il fatto che C & una base ortonormale, e quindi si ha
g(ui,ui) =1, g(us, uy) = 0Vi # j,

100



otteniamo
g(vv U)) == albl + -+ anbnv

che @ ugualea ‘x - y.
O

Proposizione 12.1.3. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. Sia f : V' — V e sia C
una base ortonormale di (V, g). Allora, f e autoaggiunto rispetto al prodotto scalare g se e solo se la matrice
ME (f) che rappresenta f rispetto alla base B & simmetrica.

Dimostrazione. Poniamo A = M§(f). Per il Lemma 12.1.2, per ogni coppia v, w € V, se x e yindicano
le colonne delle coordinate dei due vettori nella base C, si ha

g(f(v),w) ="(4-x) -y ="x-"Ay.
Essendo f autoaggiunto, vale anche
g(f(v),w) = g(v, f(w)) ="x- A-y.

Osserviamo ora che se consideriamo i vettori uq, ..., u, della base C, i loro vettori delle coordinate
sono uguali a:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ne deduciamo che
g(f(ui), uz) = ("A)ij = aji =
= g(u;, f(uj)) = (A)z'j = Qij,
quindi A e simmetrica.
]

Lemma12.14. 1. Sia A € M, (R) una matrice simmetrica. Allora il polinomio caratteristico pa(t) €
R[t] ha n radici reali, non necessariamente distinte.

2. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n. Se f é simmetrico rispetto a g, allora Py(t) €
R[t] ha n radici reali, non necessariamente distinte.

Dimostrazione. ~ 1. Possiamo considerare ps(t) € R[t] come polinomio a coefficienti complessi:
pa(t) € CJt], poiché R C C. Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra, pa(t) ha n radici
complesse, contate con le rispettive molteplicita. Dimostriamo ora che ogni radice complessa A
di pa(t) appartiene ad R.

Consideriamo A come una matrice a coefficienti complessi, e sia
Ly:C"—=C" Ljv)=A-v.

Siccome A € una radice del polinomio caratteristico di A, A € un autovalore di L4. Sia v €
C™, v # 0, un autovettore di L4 corrispondente all’autovalore \. Vale quindi la seguente
uguaglianza:

A-v= ).
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Inoltre, siccome i coefficienti di A sono numeri reali, abbiamo le seguenti uguaglianze:
t =t SNt AT — o (Y — b Y — Xty
v-Av="v-(A-0)="v-(A-v)="v-(\)="v- Ao =\ v T,
dovev e A - v sono i vettori di C" ottenuti dav e A - v € C" coniugando tutte le coordinate.
D’ altro canto, siccome A & simmetrica, si ha
oA v=(v-A)-5="Av)-1=") T=\0-T.

Quindi Mv -7 = At -v,dacui (A — ) tv-v = 0.

Osserviamo ora che se

a1 + iby ai — by
as + iby ag — tby

v = . ) E = M
an + iby, an — iby,

siha‘v-v = a}+b? +a% —|—b% +-- -+a,% —I—b% ; essendo v un autovettore, almeno una sua compotente
e non nulla, e quindi af + b3 + a3 + b3 + - - - + a2 + b2 > 0. Ne segue che A = ), ciog A € R.

2. Sia B una base ortonormale di (V, g). Per la Proposizione 12.1.3, la matrice Mp(f) &€ simmetrica.
Il risultato segue ora dal punto precedente e dal fatto che

pr(t) = pas ) ()

12.2 Teorema spettrale per operatori simmetrici

Teorema 12.2.1. Teorema Spettrale per Operatori Simmetrici Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo
di dimensione finita n. Sia f : V. — V un operatore simmetrico rispetto al prodotto scalare g. Allora esiste una
base ortonormale B di (V, g) che diagonalizza f.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla dimensione n di V. Se n = 1, allora ogni base {v1}

v1
ol S+

Supponiamo ora che 'enunciato sia vero per spazi vettoriali di dimensione n — 1. Siccome f e
simmetrico, per il Lemma 12.1.4 esiste un autovalore A € Rdi f. Siav € V, v # 0 un autovettore di f
con autovalore corrispondente \. Sia

di V diagonalizza f, quindi in questo caso 1" enunciato segue ponendo B = {

U:={v}t ={uecV]|g(uv) =0}
il sottospazio vettoriale di V' ortogonale a v. Osserviamo che f(U) C U; infatti:
9(f(u),v) = g(u, f(v)) = g(u, Av) = Ag(u, v),

quindi se g(u,v) = 0, si ha anche g(f(u),v) = 0.
Quindi la restrizione di f ad U definisce un operatore di U, che chiameremo

fu:U—=>U
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Consideriamo ora la restrizione gj;;»;y del prodotto scalare g ad U x U. Si verifica facilmente che

giuxu € ancora un prodotto scalare. Inoltre, completando il versore ﬁ ad una base ortonormale

{”z—”, Ul, ..., up—1} diV, sipuo verificare che risulta
U = Span(ug, ..., Up—1),
quindi
dim(U) =n —1.
Infine, fy risulta un operatore simmetrico rispetto a g7,y Quindi, per ipotesi induttiva, esiste una

base {v1,...,v,—1} di U, ortonormale per il prodotto scalare giuxu, che diagonalizza fy. Il teorema
segue ora definendo

v
VUp 1= 17—
el

eB:={v,...,v}.
O

Corollario 12.2.2. Sia A € M, (R) una matrice simmetrica. Allora esiste una matrice ortogonale C' tale che
C~1. A C e diagonale, quindi A ¢ diagonalizzabile.

Dimostrazione. Sia £ la base canonica di R". Ricordiamo che £ & ortonormale per il prodotto scalare
standard. Siccome A = Mg(L4), per la Proposizione 12.1.3, L 4 & autoaggiunto. Quindi, per il Teore-
ma Spettrale, esiste una base C di R", ortonormale per il prodotto scalare standard, che diagonalizza
Ly, cioe tale che (M, g(Ian))*1 -A - MCS(Ian) e diagonale. Poiché le basi £ e C sono ortonormali,
ME (Idgn) & una matrice ortogonale. O

12.3 Procedimento computazionale per la diagonalizzazione di un opera-
tore simmetrico

Vediamo ora un procedimento per trovare, dato un operatore simmetrico f o una matrice simmetrica
A, una base ortonormale di (V, g) che diagonalizza f, rispettivamente A.
Riportiamo prima un risultato che sara utile a tale proposito.

Proposizione 12.3.1. Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo. Sia f : V' — V simmetrico rispetto a g. Se
A, i € Sp(f) sono due autovalori distinti, allora gli autospazi corrispondenti Vy e V,, sono ortogonali.

Dimostrazione. Per ogni v € V) e per ogni w € V,,, valgono le seguenti uguaglianze:
Ag(v,w) = g(f(v), w) = g(v, f(w)) = pg(v, w).

Quindi (A—p)g(v,w) = 0, e siccome A # p, segue che g(v, w) = 0, cioé ogni vettore di V), & ortogonale
ad ogni vettore di V,. O

Sia ora (V, g) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita n, e sia f : V' — V un operatore
simmetrico rispetto a g. Per trovare una base ortonormale di (V, g) che diagonalizza f procediamo
come segue:

1. Scegliamo una base ortonormale C di V' e determiniamo la matrice A := M§(f) Per la Proposi-
zione 12.1.3, A & simmetrica.
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. Determiniamo il polinomio caratteristico p¢(t) = det(A — tI,,) € R[t], e le sue radici distinte
Aty ..., Ak € R. Per il Lemma 1 vale la seguente uguaglianza:

prt) =\ — t)ma()‘l) (g — t)ma()@) ceee (M — t)ma(Ak),
dove mq();) € la molteplicita algebrica di \;, Vi = 1,... k.

. Perognii¢ = 1,...,k, si determina una base {w; ,... ,wi’mg(,\i)} di Vy,, dove mg4(A;) € la mol-
teplicita geometrica di \;. Osserviamo che, per il teorema spettrale f ¢ diagonalizzabile, quin-
di per il Secondo criterio di diagonalizzazione si ha mgy(\;) = mq(A;). Osserviamo inoltre
che {wi1,...,wim, )} & data da una base dello spazio delle soluzioni del sistema lineare
omogeneo

(A — )\Z]In) L= 0,

poiché Vy, = ker(f — \il,).

. Perogni¢ =1,...,k, applichiamo il procedimento di Gram-Schmidt ai vettori
{wit, ..., Wim,n)} € troviamo una base {v;1, ..., Vi m, ()} di Vi, ortonormale rispetto al pro-
dotto scalare g.

- B = {v11, -, Vkm,(\,)} € una base ortonormale di (V, g) che diagonalizza f. Osserviamo che
per ogni ¢ # j,1i vettori v; ; e v, sono ortogonali per la Proposizione 12.3.1.
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