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1 Prime definizioni

Le equazioni differenziali sono uno degli strumenti principali utilizzati per
modellizzare i fenomeni della Natura, nel senso pit ampio del termine. Le
troviamo in tutte le Scienze, principalmente nella Fisica, ma anche in ambito
economico, biologico, medico, sociale. Esse sono catalogabili in due tipi di-
versi: le equazioni differenziali ordinarie e le equazioni differenziali alle derivate
parziali. In queste note, tratteremo solo delle prime.

Consideriamo un’espressione del tipo

u = f(t,u), (1)

che chiameremo “equazione differenziale in forma canonica”, e iniziamo a spie-
garne il significato. Qui f € una funzione continua definita su un sottoinsieme
aperto 2 di R x R, a valori in R¥.

Definizione 1 Diremo che una funzione u : I — RY ¢ “soluzione di (1) in
17 se:

e [ ¢ un intervallo non degenere di R,

o (t,u(t)) € Q per ognit eI,

e u ¢ derwabile su I,

o u'(t) = f(t,u(t)) per ognit € I.

Ricordiamo che
u(s) — u(t
u/(t) = lim u(s) = ult) cRY
s—t s —t
¢ il “vettore derivata” di u in t.!' Spesso, pensando ai modelli della mecca-
nica, u(t) si puo interpretare come “vettore posizione al tempo t” e u/(t) come
“vettore velocita al tempo ¢”. Si chiama “orbita” della soluzione u : I — R
I'insieme immagine u(I) = {u(t) : t € I}, mentre chiameremo “traiettoria” di
u il suo grafico {(t,u(t)) : t € I'}. Lo spazio RY si chiama “spazio delle fasi”.

!Siano a = inf I e b =supI. Se a € I, allora u/(a) sara un limite destro. Similmente, se
b € I, allora v/(b) sard un limite sinistro.



Nelle applicazioni ci si trova spesso ad affrontare la ricerca di una soluzione
dell’equazione differenziale che soddisfi una “condizione iniziale” del tipo

u(to) = up -

Avendo in mente i modelli della meccanica, si dice che la “posizione” di u
“al tempo iniziale” ty € ug. Ci si trova cosi a dover risolvere il “problema di

Cauchy”
(PC) { u = f(t,u)

U(t()) = Ug

dove f:Q CR x RY — RY ¢ una funzione continua, e (tg, ug) € .

Definizione 2 Diremo che una funzione u : I — RY ¢ “soluzione del pro-

blema (PC)” se:
e [ ¢ un intervallo contenente al suo interno ty,
e u ¢ soluzione di (1) in I,

° 'LL(Zfo) = Ug -
Risulta molto utile la seguente formulazione equivalente del problema.

Teorema 3 Una funzione u : I — RN ¢ soluzione del problema (PC) se e
solo se:

e [ ¢ un intervallo contenente al suo interno ty,
o (t,u(t)) € Q per ognit e I,

e u ¢ continua su I,

o u(t) =ug+ fti f(s,u(s))ds per ognit € I. ?

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare una doppia implicazione. Se u ¢ una
soluzione del problema (PC'), allora

u(t) — ulty) = / i (s) ds = / F(s u(s)) ds,

il che dimostra una delle due implicazioni.

2L’integrale di una funzione a valori vettoriali g : [a,b] — R, con

g(t) = (q1(t), ..., gn(t)),

/:g(t)dt: (/legl(f)dtw'7/ang(t)dt> .

Esso ¢ quindi un vettore di RV. Se a < b, risulterd utile la seguente disuguaglianza:

|/abg(t)dt

¢ definito da

b
< / lg(t)]] dt .




Viceversa, se u € una funzione continua per cui si abbia

u(t) = ug +/t f(s,u(s))ds,

si ha che u(ty) = up, e la funzione s — f(s,u(s)) ¢ continua. Quindi u &
derivabile, e si ha

W(t) =5 [ Slsu(s)) ds = fie.utt).

per ogni t € I. [ |

Spesso le equazioni differenziali coinvolgono anche derivate di ordine piu
elevato. Un tipico esempio e dato dall’equazione di Newton F' = ma. In
questo caso, se z(t) denota la posizione di un oggetto di massa m al tempo t,
I’equazione si puo solitamente scrivere come

1
"= —F(t,x,7).
x - (t,z,x")

Qui F' dipende dal tempo t, dalla posizione x e dalla velocita z’. Definendo
y=1au=(x,y),e f(t,u) = (y, %F(t, z,y)), lequazione si puo scrivere come

ossia u' = f(t,u), che ne ¢ la forma canonica (1). Il problema di Cauchy in
questo caso avra una condizione iniziale del tipo x(ty) = xq, '(to) = yo.

In generale, un’equazione differenziale “di ordine n” si presenta nella forma

o™ =gtz 2. Y.

Essa puo essere ricondotta alla forma canonica (1), con u = (uq,us, ..., uy,),
ponendo

/ n—1
Uy =, UQZZE,...,Un:fE( )7 f(t7u):<u2’u37"'7g(t7u17u2a"'7un)'

Il corrispondente problema di Cauchy avra come condizioni iniziali

w(to) = 0, ¥'(to)) =21, ..., 2"V (tg) = 001 .

2 Alcune semplici equazioni

Iniziamo a considerare il caso scalare N = 1: in generale, purtroppo, anche
in questo caso “semplice”, trovare una soluzione esplicita di un’equazione dif-
ferenziale puo essere un’impresa senza speranza.
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Consideriamo dapprima 1’equazione differenziale
u' = a(t)u+b(t),

dove a,b : R — R sono due funzioni continue. Si parla in questo caso di
“equazione differenziale lineare”. Studiamo il relativo problema di Cauchy

{ u = a(t)u + b(t)
U(to) = Ug -
Notiamo che, se u € una soluzione, allora

4
dt

t

u(t)ei ftto a(s) ds} — f:o a(s)dS(u/(t) _ a(t)u(t)) — e ffo a(s) dsb(t) :
integrando su [to, t],
t d t o d
u(t)e Jig @l ds _ gy = / e~ Jio ¥ *b(0) do,
to
da cui ricaviamo la formula risolutiva
t
u(t) = el () ds (uo + / e o () da) .
to

Ad esempio, il problema di Cauchy

v = 3u + t?
u(0) =0,

ha come soluzione

t
u(t) = efot?’ds/ eI 362 4o
0

t
= egt/ e 0% do
0

2, 1, 2
= — —_— 1 —_— — —_— .
ol — =gt =gt

Analizziamo ora le “equazioni differenziali a variabili separabili”:

Qui g : J — R ha come dominio un intervallo J, ed ¢ : R — R. Supponiamo
inoltre g(u) # 0 per ogni u nell’intervallo J, per cui I'equazione si puo scrivere
I’equazione nella forma equivalente

YOy, uy e 2)



Come sopra, studiamo il relativo problema di Cauchy
u' = e(t)g(u)
U(to) = U ,

Supponendo che u([ty, t]) sia contenuto in J si puo integrare (2) su [to, t] e, con
un cambio di variabile, si ottiene

[ it Lo

Se denotiamo con P : J — R una primitiva di 1/g, otteniamo
t
P(u(t)) = P(up) -I—/ e(s)ds,
to

e siccome P & strettamente monotona (avendo derivata sempre diversa da
zero), possiamo scrivere

u(t) =P * <73(u0) + /t e(s) ds).

to

Ad esempio, vediamo come trattare il problema di Cauchy

(G

u(t) d t
/ 2u :/sinsds:l—cost,
ug U _'_1 0

arctan u(t) = arctanuy + 1 — cost,

Abbiamo che

da cui

ossla
u(t) = tan <arctan ug + 1 — cos t).

Si noti che 'espressione e ben definita se ¢ varia in un intorno di 0, ma potrebbe
non esserlo per ogni t € R.

Come secondo esempio, cerchiamo una soluzione del problema di Cauchy

, 142t
u =

cos u
u(0) =7.

Abbiamo che " .
/ Cosudu:/(1+25)ds:t+t2,
™ 0

da cui
sinu(t) =t + 2.
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Ora bisogna fare attenzione che ci troviamo con u(t) sull’intervallo contenente

7 dove la funzione sin ¢ strettamente monotona, cio¢ in [7, 37’7] Definendo
w(t) = u(t) — m, avremo che w(t) € [-F,5] e

sinw(t) = sin(u(t) — ) = —sinu(t) = —(t + 1),
per cui w(t) = arcsin(—(t +t?)) = — arcsin(¢ + %), e quindi
u(t) = 7 +w(t) = 7 — arcsin(t + %) .

3 Il problema di Cauchy: esistenza e unicita

3.1 Esistenza locale

Nel 1890, Giuseppe Peano ha dimostrato il seguente risultato di “esistenza
locale”.

Teorema 4 (di Peano) Per ogni (to,up) € €2, esiste un ro > 0 tale che il
problema (PC') ha una soluzione wu : [ty — 7o, to + o] — RY.

Si noti che la soluzione potrebbe non essere unica. Ad esempio, sia f : R —

R definita da
| 2V seu >0

f(u)_{ —2v/—u sewu <0.

(Qui la funzione f non dipende esplicitamente da ¢. Si ha pertanto a che fare

P13

con un’ “equazione differenziale autonoma”.) Si vede subito che il problema di

Cauchy
u' = f(u)
u(0) =0
ha la soluzione costante u(t) = 0, ma anche la soluzione

2 set>0
u(t):t|t]:{ —t2 set<0.

Inoltre, ce ne sono infinite altre, date da

u(t):{ (t—c)? set>c

0 set <c,

dove ¢ > 0 ¢ una costante arbitraria, oppure
0 set>c
t) = -
u(t) {—(t—c)2 set<c,
dove ¢ < 0, o anche
(t—c9)? set>cy
u(t)=< 0 secp <t<cy
—(t—01)2 set <cy,
conc; <0<cy.

Per avere anche 'unicita della soluzione, € necessario introdurre delle ipotesi
aggiuntive sulla funzione f.



3.2 Esistenza e unicita locale

Definizione 5 Diremo che la funzione f : Q — RN ¢ localmente lipschitziana
rispetto alla seconda variabile se per ogni (to,ug) € Q esiste un intorno U e
una costante Ly > 0 tale che

1f(t,v) = f(t, w)]| < Lulv —wl,
per ogni (t,v) e (t,w) in U.

Proposizione 6 La funzione f : Q — RY ¢ localmente lipschitziana rispetto
alla seconda variabile se e solo se per ogni compatto K C ) esiste una costante
Ly > 0 tale che

1f(t,v) = f(t,w)]| < Lillv —wl,

per ogni (t,v) e (t,w) in K.

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima implicazione, ¢ sufficiente scegliere
un intorno U compatto, e si ha la tesi. Vediamo quindi la seconda. Per as-
surdo, supponiamo che esista un compatto K C €2 ed esistano due successioni
(tn, Vn)n € (tn, wy), in K (con la stessa t,,) tali che

[f(tn, vn) — f(tn, wa)|| > nllvn —w,]|. (3)

Sia Mg := max{||f(t,u)]| : v € K}. Per la compattezza di K la successione
(tn,Un)n possiede una sottosuccessione (t,, ,v,, ), convergente a un elemento
(t,u) € K. Essendo

1 1
||Unk - wnk” S _Hf(tnkavnk) - f(tnkvwnk)n S _QMK — O,
Nk N

abbiamo che anche limj w,, = @. Sia allora U un intorno di ({,a) ¢ Ly > 0
tale che

||f(t,U) - f(t,U))H < £U||U o ’LUH )
per ogni (t,v) e (t,w) in U. Per k sufficientemente grande, (¢, , vy, ) € (tn,, Wy, )
apparterranno a U e ny > Ly, per cui

Hf(tnkvvnk) - f(tnmwnk)” < EU“UM - wnk”
< nkank - wnkH )

in contraddizione con (3). ]

Proposizione 7 Se esiste la derivata parziale % : Q) — L(RY) ed ¢ continua,
allora f é localmente lipschitziana rispetto alla seconda variabile.

Dimostrazione. Consideriamo un punto (tg,ug) € €2 e fissiamo un p > 0 tale
che K := [tg — p,to + p| X B(ug,p) C Q. Sia Ly := max{||%(t,u)|| cu € K}
Allora, per ogni (¢,v) e (t,w) in K,
of
1t 0) = Ftw)l < sup {|| 5 (b w+ s =w))| s € [0,1]} - o = w]
< Lgllv — w]|.

il che dimostra 1’asserto. [



Teorema 8 (di Cauchy—Lipschitz) Sia f : Q — RY localmente lipschitziana
rispetto alla seconda variabile. Allora per ogni (tg, ug) € S esiste unrg > 0 tale
che il problema (PC) ha una ed una sola soluzione u : [ty — ro, to + o) — RY.
Inoltre, la successione di funzioni (uy,),, definita da

up(t) = ug , Un1(t) = up + /t f(s,un(s))ds,

¢ tale che lim, u, = u, uniformemente su [ty — ro,to + 7).

Dimostrazione. Siano 7, > 0 e r5 > 0 tali che?

K = [to —Tl,t0+7“1] X B(Uoﬂ“g) Q Q,
sia Lx > 0 la relativa constante di Lipschitz, e sia
M = max{|[f(t,u)| : (t,u) € K}.

Scegliamo ry > 0 tale che

< mi ry 1
T mim-«<r
0 17M LK
Poniamo I() = [to — ’f’o,t[) + 7’0} (§]
X = {U S C(IQ,]RN) : ||U, — uOHoo < Tg} .

Sia F' la funzione che associa ad ogni v € X la funzione F(v) : [ — RY
definita da

[F(v)](t) :u0+/ f(s,v(s))ds

Dimostriamo che F(v) € X. Infatti, F'(v) ¢ una funzione continua, e si ha

/fsv ) ds

Quindi, abbiamo definito una funzione F' : X — X. Notiamo inoltre che, prese

v,w in X, si ha
[1F(v) = F(w)llo = sup{[[[F(v)](t) — [F(w)](®)]| : t € Io}
‘'t e [0}
't e ]0}

t
—Sup{
Ztejo}

(f(s,v(s)) = f(s,w(s))) ds
to
t
<sup | [ 1760 = s (s
to
3Qui B(uo, p) denota la palla chiusa centrata in ug di raggio p > 0.

ILE ()](t) = uol| =

§M|t—t0| <T9.

< / 1 (s, 0(s))] ds

to

< s {| [ Lallots) — wis)l s

to
< Lgro|lv —wlo.
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Ponendo o« = Lgrg, si ha quindi che o < 1 e
[1F(v) = F(w)]lo < allv —wlo.

La funzione F' : X — X & pertanto una contrazione, e per il Teorema delle
Contrazioni esiste un unico u € X tale che F(u) = u. Allora

t
u(t) = uo —i—/ f(s,v(s))ds, perognitéel,
to

per cui u : [ty — 7o, to + 7o) — RY & una soluzione del nostro problema. II
Teorema delle Contrazioni assicura inoltre che la successione (u,), definita
iterativamente in X da w,,1 = F'(u,) converge a u, nella topologia di X, cioe
uniformemente. |

3.3 L’unicita in grande

Consideriamo il problema di Cauchy

u =24/ |ul
u(0) = —1.
Poiché u(0) = —1, per continuita la soluzione u ¢ negativa in un intorno di

to = 0; finché wu(t) non si annulla si pud applicare il metodo di separazione
delle variabili, che ci porta alla formula

u(t) = —(t —1)2

Tale funzione si annulla per t = 1, dunque il metodo fornisce una soluzione
definita nell’intervallo | — 0o, 1]. In tale intervallo la soluzione ¢ unica. Nel
punto (1,0) il campo vettoriale cessa di essere localmente lipschitziano; da
tale punto si biforcano infinite soluzioni per ¢ > 1. In particolare, le funzioni

—(t—=1)* set<1
u(y) =4 0 sel<t<ec
(t—c)?* set>c,

al variare di ¢ > 0, sono tutte soluzioni del problema di Cauchy in oggetto.
Questo esempio dimostra che puo esserci unicita locale ma non globale. La
perdita dell’'unicita nell’esempio precedente e dovuta al fatto che, pur essendoci
unicita locale in un intorno di ¢y, la traiettoria della soluzione passa per un
punto in cui si perdono la locale lipschitzianita del campo vettoriale e 'unicita
delle soluzioni ivi passanti.

Teorema 9 Sia f localmente lipschitziana e siano uy : I; — RN uy : Iy — RY

soluzioni del problema (PC), con I, Iy intervalli aperti. Allora uy = ug su
ILiNs.



Dimostrazione. Sia J = {t € I; N I : uy(s) = uy(s) per ogni s € [to,t]}. Per
assurdo, sia t; = sup J < sup I1N 1, per cui t; € I1N 1. Applicando il Teorema
di Cauchy-Lipschitz al problema di Cauchy con condizione iniziale u(t;) =
uy(ty1), si trova una contraddizione. Si giunge poi ad un’analoga contradizione
anche se inf J > inf I1 N 1. [ |

4 Prolungabilita ed esistenza globale

Definizione 10 Sia u : I — RY una soluzione di (1). Diremo che una fun-
zione uy : I, — RN & un “prolungamento” di w se I ¢ un sottoinsieme proprio
di I, e u, € anch’essa una soluzione di (1). Si dice che u ¢ una “soluzione
massimale” se mon ammette prolungamenti. Il suo intervallo di definizione I
viene allora detto “intervallo massimale di esistenza”™ di .

Proposizione 11 Lntervallo massimale di esistenza di una soluzione e un
intervallo aperto.

Dimostrazione. Se per assurdo l'intervallo massimale I contenesse il suo es-
tremo destro b = max I, potrei considerare il problema di Cauchy

{ v = f(t,v)
v(b) = u(b)

e trovarne una soluzione v : [b — §,b+ 6] — RY per un certo § > 0. Sia allora
uy : T U b, b+ 0] — RY definita da

u(t) setel
u*(t)Z{ v(t) setelbb+d].

Si puo verificare che u, ¢ derivabile (anche nel punto b) ed & un prolungamento
di u, in contraddizione con l'ipotesi. Analogamente se I contenesse il suo
estremo sinistro. [ ]

Teorema 12 Sia [ localmente lipschitziana rispetto alla seconda wvariabile.
Allora ogni soluzione u del problema (PC') si puo prolungare in modo univoco
a un intervallo massimale Ja, w|, con —oo < o < w < +00.

Dimostrazione. Si consideri I'insieme S di tutte le possibili soluzioni del pro-
blema (PC). Ogni u € S avra per dominio un intervallo, che indichiamo con
I,. Sia I, = Uyesl, e si definisca u, : I, — RY ponendo u,(t) = u(t) se t € I,.
Bisogna verificare che questa ¢ una buona definizione, cioe che il valore di
u,(t) non dipende dalla scelta dell'intervallo I,, a cui ¢ appartiene. Sia dunque
tel,NI, doveu:I, = RN ev: I, = RY sono due soluzioni del problema
(PC). Per I'unicita, si ha che v = v su I, N [,,, per cui u(t) = v(t).
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Se ora u* : I* — R & una soluzione che prolunga w, : I, — R allora
u* € §, percio per costruzione I* C [,. Quindi u, non ammette prolungamenti:
¢ una soluzione massimale. [ ]

Teorema 13 Sia f localmente lipschitziana rispetto alla seconda variabile, e
sia u soluzione del problema (PC) sul suo intervallo massimale |a, w|. Allora
per ogni compatto Ky C Q contenente (to, xg) esistono un un ag € |, to| e un
bo € Jto,w] tali che

t €la,a[Ulbo,w| =  (tu(t)) ¢ K.

Per la dimostrazione di questo teorema, avremo bisogno del seguente risul-
tato preliminare.

Lemma 14 Sia f localmente lipschitziana rispetto alla seconda variabile, e sia
u soluzione del problema (PC') su un intervallo Ja,b|. Se esiste una successione
crescente (t,)n in |to,b] tale che t, — b~ e u(t,) — u, per un certo i € RY,
con (b,u) € €, allora la soluzione u ¢ prolungabile all’intervallo ]a,b].

Dimostrazione. Definiamo la funzione @ :]a, b] — RY in questo modo:

a(t):{ u(t) set<b

U set=»=.

Siccome .
u(ty) = ug + / f(s,u(s))ds,
to

passando al limite per n — +o00 otteniamo

u(b) = up + /tobf(s,u(s)) ds = ugp + /bf(s,il(s))ds,

to

e pertanto

a(t) = uy + /tf(s,ﬂ(s)) ds, perognit €]la,b|.

Se dimostriamo che @ e continua, per il Teorema 3 avremo che essa & soluzione
del problema (PC') sull’intervallo ]a, b], quindi & un prolungamento di u, il che
¢ una contraddizione. Faremo quindi vedere che u € continua anche in b, ossia
che lim;_ ;- u(t) = u.

Siano vy > 0 e 7o > 0 tali che

K :=[b—ry,b+m]x B(a,ry) CQ,

e sia

M = max{||f(t,u)| : (t,u) € K}.
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Fissiamo € €0, ry[. Esiste un 7 tale che, se n > n, allora

b—t, <

£ _
T u(tn) —al| <

Vogliamo ora dimostrare che

teta, b = Ju(t)—ulty)] <

DO | ™

Per assurdo, supponiamo che l'insieme

5
E = {t €]ta, 0 lu(t) = u(ts)]| > 5}
sia non vuoto, e poniamo 7 = inf E. Per la continuita, ||u(7) — u(ts)| = 5. e
quindi 7 > t;. Notiamo inoltre che

celtnrl = Ju@-utll<s = (Eue)ek.
Quindi,
lu() = ulta)|| < sup{{|e/(§)]] : € € [ta, T]HT — ta)
= sup{[|f(§, w(E))] : € € [ta, TIHT — ta)
< M(r—t3) < M(b—ts) <Mﬁ=%,
una contraddizione. [ |

Naturalmente, vale un lemma analogo se t, — a™.

Dimostrazione del Teorema 13. Se w = +00, basta prendere by > t, sufficien-
temente grande. Se w € R, supponiamo che esista un compatto Ky C €2 e una
successione crescente (t,,), in |tg, w| tale che t,, — w™ e (t,, u(t,)) € Ko. Per la
compattezza di Ky, esiste una sottosuccessione (t,, )i tale che (t,,,u(t,,)) —
(w, i) € Ky, per un certo 4 € RY. Per il Lemma 14, la soluzione u si puo
estendere a |, w|, una contraddizione. Analogo ragionamento per «. n

Osserviamo che, anche quando 'insieme {2 ha una proiezione sulla coor-
dinata t che coincide con tutto R, l'intervallo di esistenza massimale |a, §[
potrebbe essere un sottoinsieme proprio di R. Ad esempio, sia f : R — R
definita da f(u) = u?. Si verifica subito che il problema di Cauchy

u = u2
{ u(0) =1
ha come soluzione u(t) = (1 —¢)™!, per cui |a, B[=] — oo, 1].

Per garantire 1’ “esistenza globale” della soluzione u, ¢ necessario control-

larne la crescita in norma. Ad esempio, si puo dimostrare il seguente risultato,
dove Q =R x RV,
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Teorema 15 Sia f : R x RY — R localmente lipschitziana rispetto alla
seconda variabile. Se inoltre esiste una funzione continua ¢ : R — [0, 4o00[ per
cut

1f @& o)l < @) (([oll + 1), (4)
per ogni (t,v) € R x RY, allora la soluzione del problema (PC) si puo prolun-
gare in. modo univoco a tutto R.

Nella dimostrazione avremo bisogno del seguente

Lemma 16 (di Gronwall) Sia I C R un intervallo, to € [ ev : I — [0, +00]
una funzione continua. Se esistono «, 3 € [0, +o00[ tali che

,  perognitel,

v(t) < a+ B‘ /t: v(s) ds

allora
v(t) < ae’lt=l per ognit e 1.

Dimostrazione del Lemma. Consideriamo dapprima l'intervallo I N [¢y, +00].
Fissiamo un € > 0 e definiamo la funzione ¢, : I N [ty, +00[— R ponendo

t
o:(t) :a—l—e—irﬁ/ v(s)ds.
to
Allora, per ogni t € I N [tg, +00[,

¢(t) = Br(t) < Bo.(t),

per cui
d
a In ¢€ (t> — 6
Integrando su [to, t],
In ie(% < Bt —to),

da cui
v(t) < ¢e(t) < e(to)e” 1) = (a4 )71

per ogni t € I N [ty, +0oo[ e ogni € > 0. Passando al limite per ¢ — 07, si
ottiene
v(t) < a1 per ognit € TN [ty, +00|.

Consideriamo ora l'intervallo IN] — 0o,?p]. Definiamo l'intervallo J =
{TeR:7=2t—t, cont € I} e la funzione w : J — [0, +oo[ definita da
w(T) =v(2ty — 7). Se t € IN] — 00, g, allora 7 = 2ty —t € J N [ty, +o0[ e

to

w(t)=v2ty—7)<a+p V(Zto—s)ds—oz+ﬁ/Tw(0)da.

2tg—T1
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Per quanto visto sopra,

w(r) < ™) per ogni T e JN [to, +00[,
per cui
v(t) < e’ per ognit € IN] — oo, ty] .

La dimostrazione e cosi completa. [ ]

Dimostrazione del Teorema 15. Sia u : ]a, w[ — R una soluzione del problema
(PC), definita sul suo intervallo massimale, con o < tg < w. Supponiamo per
assurdo che w € R, e poniamo

0y =max{{(t) : t € [ty,w]}, R ={||luo|l + {1|w — to|] €110

Preso il compatto Ky = [tg,w] x B(0, R), possiamo applicare il Teorema 13 e
trovare un by € |ty, w|[ tale che

t€lbo,w] = u(t) ¢ B(O,R).

D’altra parte, per ogni t € [tg,w],

Ju(t)) = |

up + /t: f(s,u(s)) dsH
< Jluoll + / (s, ()] ds
<ol + [ ) huo)l + 1)

to

< [l + 6 = ta)] + 61 [ (o)l ds.

Per il Lemma di Gronwall, con v(t) = ||u(t)||, abbiamo che, per ogni t € [t,w],
lu@®)|| < [[luoll + €1 (w — t(])]efl(tfto) <R,

una contraddizione. ]

5 Dipendenza dai dati

Nelle applicazioni e importante avere una “dipendenza continua” dai dati del
problema che si vuole studiare. Infatti, le misurazioni non sono mai esatte, ma
presentano delle piccole imprecisioni, che pero non dovrebbero influire troppo
sulle previsioni date dal modello matematico.

Nell’enunciato seguente, supponiamo per semplicita che sia Q = R x RV,
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Teorema 17 Sia f : R x RY — RY localmente lipschitziana rispetto alla
seconda variabile e sia £ : R — [0, +00[ una funzione continua tale che

1 o)l < e@)(floll + 1), ()

per ogni (t,v) € R x RY. Sia u la soluzione massimale del problema (PC).
Allora u ¢ definita su tutto R. Inoltre, fissati a,b tali che a <ty <b, per ogni
e > 0 esiste un § > 0 tale che, se (ty,g) € Q e f: R x RN — RN soddisfano

\to — to| + l|tio — uoll + |f — flloo < 6,2

allora ogni soluzione massimale u del problema di Cauchy

pey { =10
(PC) { u(to) = 1o
e definita su tutto R e

|la(t) —u(t)|| <e, perognit € [a,b].

Dimostrazione. Per il Teorema 15, la soluzione u e definita su tutto R. Pren-
deremo inoltre o €]0,1], per cui si trova facilmente una funzione continua
¢ :R — [0, +o0] tale che, se || f — flleo < 0, allora

18 o) < e@)(flofl + 1),
per ogni (t,v) € R x RY. Tutte le soluzioni % sono pertanto definite su tutto
R, e seguendo la dimostrazione del Teorema 15, ponendo ¢; = max{{((t) : t €
[a,b]}, se ty € [a,b] e ||ug — ug|| < d si ha che

@Ol < [(luoll + 1) + £1(b — a)] @2 = R.

Sia K = [a,b] x B(0, R), un compatto, sia L la relativa costante di Lipschitz
di f su K (vedi la Proposizione 6), e sia

M = max{||f(t,v)]| : (t,v) € K}.
Siccome ¢ < 1, abbiamo che
max{||f(t,v)|| 2 (t,v) € [a,b] x F(O,R)} < M-+1.

Scriviamo

u(t) = ug +/t f(s,u(s))ds, a(t) = o —l—/{ f(s,u(s))ds.

Qui [|g]lec = sup{g(t, @) : (t,) € R x RV}
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Allora, per t > tg,

ww—wm:wv%+/uawm—ﬂmwmw+[7@mmw

to

t
< fluo = ol + (s, u(s)) — s () ds +
to
t 5 fo _
+ [t - Fsatspl s+ | [ 17 at)) s
to to
t
SHw—ﬁﬂ+LK/HM@—ﬁSW%+GPwa—Mw+UW+UM—mM
to
Per il Lemma di Gronwall,
() = a®)ll < [lluo = ol + (b = @)L = Flloo + (M + Dt — To| e
< lluo = @oll + (5 = @)1 = Flloo + (M +1)ltg — Tl | ¢,
Analogamente se t < ty. Da qui la conclusione. [ |

Si potrebbe dimostrare un risultato piu generale, che qui solo enunciamo.

Teorema 18 Sia f : Q@ — R localmente lipschitziana rispetto alla seconda
variabile. Indichiamo con u la soluzione del problema (PC'), definita sull’inter-
vallo massimale |a, B[ . Allora per ogni e > 0 e ogni intervallo compatto [a,b] C
la, B[, contenente al suo interno ty, esiste un & > 0 tale che, se (ty, 1) € Q e

f e C(Q,RN) soddisfano
[0 — tol + @0 — woll + || f = flloo <6,

allora ogni soluzione @ del problema di Cauchy

(PC) {Z;Z%?

si puo estendere al dominio [a,b] e

|la(t) —u(t)|| <e, per ognit € [a,b].

6 Sistemi lineari
Studiamo un “sistema lineare” del tipo
u' = At)u+b(t), (6)

dove A(t) & una matrice N x N e b(t) un vettore di RY, entrambi dipendenti
in modo continuo da ¢t € R. Quindi, se indichiamo con My l'insieme delle
matrici N x N, le due funzioni A : R — My e b: R — R sono continue.
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Dalla teoria generale possiamo subito affermare che i problemi di Cauchy
associati all’equazione (6) avranno soluzione unica e globalmente definita.

Necl caso in cui sia b = 0, avremo ’equazione autonoma associata
v =At)u. (7)
Nella pratica puo essere utile la seguente semplice osservazione.
Proposizione 19 Sia u(t) una soluzione particolare di (6). Allora ogni altra
soluzione u(t) di (6) si ottiene come somma u(t) = u(t) + v(t), dove v(t) é

una qualsiasi soluzione dell’equazione autonoma associata (7).

Dimostrazione. Se u(t) = u(t) + v(t), con v(t) soluzione dell’equazione (7),
allora

u'(t) = @(t) +v'(t) = [At)u(t) + b(t)] + A(t)o(t)

A)(a(t) + (1) + b(t) = At)u(t) +b(t)

Viceversa, se u(t) ¢ una soluzione di (6), allora u = u + (u — u), e

(u—a)'(t) = [A()u(t) + b(t)] — [At)u(t) + b(t)] = A(t)(u — a)(t)

per cui v — @ ¢ soluzione di (7). [

6.1 L’equazione autonoma

Indicheremo con S 'insieme di tutte le soluzioni dell’equazione autonoma (7).
Ricordiamo che ogni u € S & definita su tutto R.

Proposizione 20 L’insieme S delle soluzioni di (7) é un sottospazio vetto-
riale di C'(R,RY). Esso ha dimensione N.

Dimostrazione. E facile vedere che, se u1,us : R — RY sono soluzioni di (7) e
a, B € R sono due costanti, allora anche au; + fus € una soluzione. Pertanto
S ¢ un sottospazio vettoriale di C*(R, RY).

Fissato ty, consideriamo la funzione &;, : S — RY che a ogni soluzione
w di (7) associa il valore u(tg). Si tratta di un’applicazione lineare. Inoltre,
per 'unicitd delle soluzioni dei problemi di Cauchy, per ogni uy € RY esiste
un’unica soluzione u di (7) tale che u(ty) = ug. L’applicazione dy, ¢ quindi
biiettiva, dunque un isomorfismo tra spazi vettoriali. Di conseguenza, dim S =
dimRY = N. [ |

Puo essere utile la seguente

Proposizione 21 Date ¢1,...,¢, € S, le sequenti affermazioni sono equi-
valenti:
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(i) ¢1, ..., ¢, sono linearmente indipendenti;
(i1) esiste to € R tale che ¢1(to), ..., ¢p(to) sono linearmente indipendenti;

(i11) per ognit € R si ha che ¢1(t),. .., ¢,(t) sono linearmente indipendents.

Dimostrazione. E chiaro che iii) implica 7).

Dimostriamo che (i¢) implica (7). Sia to; € R tale che ¢1(to), ..., ¢p(to)
sono linearmente indipendenti. Se una combinazione lineare c1¢y + - - - + ¢,
¢ nulla, per definizione si avra che ¢1¢1(t) + - -+ 4+ ¢,¢,(t) = 0 per ogni t € R,
quindi in particolare ci1¢1(to) + -+ + ¢pdp(to) = 0. Da (i) segue allora che
¢ =---=c¢,=0,dacui (7).

Verifichiamo infine che (i) implica (i7¢). Supponiamo che valga (i) e che
per assurdo non valga (iii). Allora esiste tp € R per cui ¢1(to), ..., ¢p(to)
sono linearmente dipendenti, cioe esistono c,...,c, non tutti nulli tali che
c11(to) + -+ cpdp(to) = 0. Poniamo u = ¢1¢1 + - - - + ¢,¢,. Essendo S spazio
vettoriale, si ha che u € &, per cui u ¢ soluzione del problema di Cauchy
u = A(t)u, u(ty) = 0. Ma siccome anche la funzione nulla ¢ soluzione di tale
problema di Cauchy, per unicita si ha che v = 0, ossia ¢1¢1 + -+ + ¢, = 0,
in contraddizione con (7). n

Definizione 22 Si chiama “funzione matrice fondamentale” (brevemente “ma-
trice fondamentale”) associata a (7) una qualsiasi funzione ® : R — My tale
che, indicati con ¢1(t),...,on(t) @ vettori corrispondenti alle colonne della
matrice ®(t), si ha che ¢y, ..., ¢n : R — RN sono una base di S.

Proposizione 23 Se ® : R — My ¢é una matrice fondamentale associata
a (7), allora
(1) = A1) (1),

per ognit € R. Inoltre, ogniu € S puo essere rappresentata come u(t) = ®(t)c,
per un certo ¢ € RY.

Dimostrazione. Fissata una matrice fondamentale ®(t) = (¢1(¢), ..., on(t)), si
ha

'(t) = (1(1), ... On (1)) = (A[t)d1(D), ..., At)on (1)) = A(H)D(2) -
Si vede poi che, se u(t) = ®(t)c, per un certo ¢ € RV, allora
u'(t) = @' (t)e = [AR)2(t)]c = A)[(t)c] = A(t)u(t)

per cui u € una soluzione di (7). Viceversa, presa una soluzione u di (7), sia ad
esempio u(ty) = ug. Allora, ponendo ¢ = ®(tg) ug, la funzione w(t) = ®(t)c
¢ una soluzione di (7) tale che w(ty) = ®(to)P(to) *ug = ug e quindi, per
I'unicita delle soluzioni del problema di Cauchy, deve coincidere con u(t). m
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6.2 L’equazione non autonoma

Il seguente teorema di Lagrange illustra il metodo della “variazione delle
costanti”.

Teorema 24 [l problema di Cauchy

{qﬂ—Amu+MQ, (8)

U(to) = Ug

ha come soluzione

ult) = ®(t) <®(t0)*1u0 + / t B(s)~1b(s) ds) .

to

dove ®(t) ¢ una qualsiasi matrice fondamentale relativa al sistema autonomo
associato (7).

Dimostrazione. La generica soluzione dell’equazione autonoma associata u =
A(t)u & del tipo u(t) = ®(t)c, dove ®(t) & una qualsiasi matrice fondamentale
associata a (7) e ¢ & un generico elemento di RY. Cerchiamo una funzione
derivabile ¢ : R — R tale che la funzione u(t) = ®(t)c(t) sia soluzione del
problema (8). Anzitutto dovra essere ®(tg)c(ty) = ug, da cui c(ty) = ®(tg) L up.
Inoltre,

& O(t)d(t) = b(t)
& d(t) = d(t) " b(t)
Allora
c(t) = cto) + /t d(s)ds = D(tg) " ug —l—/t (s)'b(s)ds,
da cui la tesi. n

Esempio. Vogliamo risolvere il problema di Cauchy

v +4x = 3t,
{MMme@:L (9)

Lo scriviamo nella forma canonica come

=y

y = —4x + 3t,

#(0) =0, 1)
y(0)=1.
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Una matrice fondamentale associata al sistema autonomo ¢

<I>(t):< sin(2t)  cos(2t) )

2cos(2t) —2sin(2t)
Calcoliamo l'inversa, osservando che il suo determinante e —2:

31(t) = 1 ( —2sin(2t) — cos(2t) ): ( sin(2t) 3 cos(2t) ) ‘

—2\ —2cos(2t)  sin(2t) cos(2t) —2sin(2t)

La soluzione u(t) = (x(t),y(t)) & data quindi da
()= (ot 52 )2 ) (5
_ < sin(2t) cos(2t) ) ( 3¢ sin(2t)

2cos(2t) —2sin(2t) 3t cos(2t)
_( Lsin(2t) + 3¢
O\ jeos(2t)+2 )
La soluzione di (9) ¢ quindi z(t) = £ sin(2¢) + 3¢.

Un modo equivalente: scriviamo la soluzione cercata u(t) = (x(t ) di (10)

come u(t) = ®(t)c(t), e cerchiamo di trovare la funzione ¢ : R — R?. Indicando
con ¢;(t), ca(t) le componenti di ¢(t), avremo che

x(t) = sin(2t)cy (t) + cos(2t)ca(t),  y(t) = 2cos(2t)ci(t) — 2sin(2t)ea(t) .

Derivando la prima, abbiamo che
2/ (t) = 2 cos(2t)cy (t) + sin(2t)c] () — 2sin(2t)ea(t) 4 cos(2t)ch(t) .
Essendo 2/(t) = y(t), vediamo che deve essere
sin(2t)c} (t) 4 cos(2t)ch(t) = 0.

Procediamo quindi derivando una seconda volta:

2" (t) = —4sin(2t)ey (t) + 2 cos(2t)c) (1) — 2 cos(2t)ca(t) — 2sin(2t) (1),
e imponendo che x(t) sia soluzione dell’equazione differenziale, otteniamo che

2 cos(2t)c(t) — 2sin(2t)cy(t) = 3t .

Risolvendo il sistema

{ sin(2t)c

[ (t) + cos(2t)cy(t) =
2 cos(2t)c)

() — 2sm(2t)c’2(t) = 3t,

troviamo che
i (t) = 3tcos(2t), h(t) = —3tsin(2t),
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da cui
cr(t) = 3tsin(2t) + 2 cos(2t) + 71,  co(t) = 3tcos(2t) — Lsin(2t) + 2,
dove 1 e 7, sono costanti da determinarsi. Troviamo cosi

z(t) = (3tsin(2t) + 2 cos(2t) + 1) sin(2t) + (3t cos(2t) — 2 sin(2t) + o) cos(2t)
= 3¢ + 71 8in(2¢) + 7o cos(2t) .

Imponendo la condizione x(0) = 0 abbiamo che 75 = 0. Inoltre, imponendo
che sia 2/(0) = 1 abbiamo che 7, = 3. La soluzione del problema (9) ¢ quindi
x(t) = 2t + & sin(2¢).

Si noti che ¢’ un procedimento molto piu rapido per trovare la soluzione
di (9). Infatti, si vede subito che una soluzione particolare dell’equazione
2’ +4x = 3t & z(t) = 3t. Allora tutte le soluzioni dell’equazione sono del tipo

z(t) = asin(2t) + [ cos(2t) + 3¢.

Imponendo la condizione z(0) = 0 vediamo che deve essere § = 0. Inoltre,
imponendo la condizione 2/(0) = 1 troviamo a = §. Quindi, a soluzione del

problema (9) & x(t) = §sin(2t) + 3t.

Nota. Una particolare matrice fondamentale ¢ data da®
CID(t) _ efttOA(s)ds '

Si puo quindi scrivere una soluzione del problema (8) nella forma

t t o
u(t) = elo A1 (uO +/ e~ i M) dsy ) da> |

to

che ¢ analoga alla formula trovata nel caso scalare.

5Per far questo, bisogna perd definire 'esponenziale di una matrice. Lo si pud fare in
modi diversi, ispirandosi alle note formule

T\"™ Lz
e’ = lim (1+7> , 6“6:5 —.

A

Se A ¢ una matrice N x N, si puo in effetti definire la matrice e® in uno di questi due modi:

1 \" =
et = lim (I+7A> . =3,
n n=0

1
con A° = I. 1l calcolo esplicito della matrice potrebbe perd non essere agevole.
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6.3 Equazioni lineari di ordine N

Consideriamo un’equazione diferenziale lineare di ordine /V:
2™ a1 (O™ 4o ay ()2 + ag(t)r = h(t). (11)
Possiamo riscriverla nella forma

u' = At)u+b(t),

con u = (uy,usg,...,uy), ponendo
u =, ups =2x', ... uy =NV,
e
0 1 0 0 0
0 1 0 0
A= : : : : : ) b(t) = :
0 0 0 1 0
—Go(t) —a (t) —CZQ(t) cee —CLN,1<1€) h(t)

Spesso in questo caso una matrice fondamentale ®(¢) prende il nome di “ma-
trice wronskiana” e si denota con W (t).

Proposizione 25 Se x;,...,2, : R = R sono funzioni linearmente indipen-
denti, di classe C"1, allora le funzioni ¢y, ..., ¢, : R — RY definite da
() (1)
s-| " e Y
S0 S0

sono linearmente indipendenti, e viceversa.

Dimostrazione. Siano zi,..., 2, linearmente indipendenti, e sia a;¢y + -+ +
ap¢, = 0. Allora anche aqzy + -+ opxy, = 0, dacui g = --- = o = 0.
Pertanto, ¢1, ..., ¢, sono linearmente indipendenti.

Viceversa, siano ¢, ..., ¢, linearmente indipendenti, e sia ayx; + --- +

a,x, = 0. Derivando, si trova che

oy -, =0, .., ™Y +---—|—osz1(3”_1) =0,
per cui aj¢y + - + opp, = 0. Ne segue che oy = --- = o, = 0, per cui
x1,...,%p sono linearmente indipendenti. [ ]
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Quindi, se z1,...,zy : R — R sono soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione autonoma

e™ fay  ()a™ Y 4 ay ()2 + a(t)r = 0.

potremo scrivere la matrice wronskiana

W(t) _ xl:(t) xN(t>
Ve o ANV

7

C i concentreremo sul caso particolare “a coefficienti costanti
e tan_ 2™V b faga’ 4+ agr = h(t). (12)
L’equazione autonoma associata e
™ +ay_ 2™ 4o +agr=0. (13)
Si definisce il “polinomio caratteristico”
pN) =X +an A fay AN+ a A .
Se p(A) ha n radici reali distinte Ay, Aa, ..., Ay, si vede facilmente che sono

soluzioni linearmente indipendenti di (13) le seguenti:

eMt et et

At

Se invece )\, € una radice reale di molteplicita vy, alla funzione e*** bisognera

sostituire
et peMt L et

I

Se p(A) ha un autovalore complesso A = o + if3, con  # 0, automaticamente
ha anche I'autovalore complesso coniugato o — i3. In questo caso, al posto di
e bisogna considerare le soluzioni

e“ cos(ft), e sin(pBt).
Quindi, se 'autovalore A\ ha molteplicita v, bisognera considerare le seguenti:

e cos(Bt), te*cos(Bt), ..., t" tecos(Bt),

e“sin(Bt), te*sin(Bt), ..., t" e sin(pt).
Per quanto riguarda una soluzione particolare dell’equazione (12), si puo
utilizzare il metodo della variazione delle costanti (Teorema di Lagrange). In

alternativa, c’e il cosiddetto “metodo per simiglianza”, che puo essere applicato
quando h(t) € un polinomio P(t), oppure ¢ del tipo

P(t)e™, P(t)e" cos(ut), P(t)e"sin(ut).

Caso 1: h(t) = P(t) ¢ un polinomio di grado m. Allora una soluzione partico-
lare z(t) puo essere cercata tra

23



la. i polinomi Q(t) di grado m se 0 non ¢ radice dell’equazione caratteristica;

1b. i polinomi della forma t*Q(t) con Q(t) polinomio di grado m, se 0 & radice
di molteplicita v dell’equazione caratteristica.

Caso 2: h(t) = P(t)e", con P(t) polinomio di grado m. Allora cerchiamo x(t)
nella forma

2a. Q(t)e" con Q(t) polinomio di grado m, se v non ¢ radice dell’equazione
caratteristica;

2b. t"Q(t)e", con Q(t) polinomio di grado m, se v & radice di molteplicita v
dell’equazione caratteristica.

Caso 3: h(t) = P(t)e" cos(ut) oppure h(t) = P(t)e" sin(ut), con P(t) poli-
nomio di grado m. Allora cerchiamo z(t) nella forma

3a. Q(t)e" (acos(ut) 4+ bsin(ut)), con Q(t) polinomio di grado m, se v + iu
non e radice dell’equazione caratteristica;

3b. t*Q(t)e(acos(ut) + bsin(ut)), con Q(t) polinomio di grado m, se v + ip
e radice di molteplicita v dell’equazione caratteristica.

Se h(t) dovesse essere combinazione lineare di alcune delle formule prece-
denti, si cerchera x(t) come combinazione lineare delle rispettive funzioni qui
sopra evidenziate.

6.4 1l fenomeno della risonanza

Consideriamo ’equazione del secondo ordine
"+ =elt), (14)

dove e : R — R e continua e T-periodica, mentre A > 0 e un numero reale.

Siccome A\ > 0, le soluzioni dell’equazione
2+ =0 (15)
sono tutte periodiche di periodo \2/—7% :
2(t) = acos(VAt) + bsin(V/\t).

Se scriviamo il sistema equivalente

=y
y/:_/\xa

vediamo che le orbite nel piano delle fasi sono ellissi di equazione 22 + \y? = ¢,
con ¢ > 0, che circondano l'origine, il quale pertanto ¢ un centro isocrono.
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Consideriamo ora, sempre per A > 0, 'equazione (14) e scriviamo il sistema

equivalente
=y
y =—dx+e(t).

Ponendo u = (y) la soluzione con punto iniziale u(0) = ug ¢ data da
ut) = W <u0+/w ( ) )
dove W (t) & la matrice wronskiana con W (0) = I :

cos(V/At) ﬁsin(\/Xt)
—VAsin(vV/At) cos(vVAt)

Scrivendo uy = (*°) e sviluppando, essendo
0 Yo )

cos(V/A s) —% sin(v/\ s)
Wi(s) = ,

VAsin(v/As)  cos(v/As)

W(t) =

troviamo

z(t) = cos(\/_t uo - / ) sin(V/A s) ds) +

—l—Tsm(\/_t)(vo—i—/O e(s) cos( ds

o) ds)
y(t) = —sin(VA 1) (\/Xuo — /te( ) sin( d$> +

0

+ cos(VAt) <Uo + /te(s) cos(VA ) ds).

0

Y

Distinguiamo due casi con caratteristiche completamente diverse.

I caso. Se \ = (@)2, per un certo intero positivo N, considerando i coeffi-

cienti di Fourier ©

2 [T 2rN 2 [T 2N
aN:T/O e(s)cos(? s)ds, bN:T/O e(s)sin(? S>d87

si vede che

T?by
47N’
Quindi, in questo caso, ci sono soluzioni T-periodiche di (14) se e solo se
ay = by = 0. In tal caso, tutte le soluzioni di (14) sono 7T-periodiche.

x(T) = ug —

6Ricordiamo che si ha

e(t) ~ % + i (ak cos (#t) + by sin (#t)) .

k=1
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Al contrario, se ay # 0 0 by # 0, tutte le soluzioni di (14) sono illimi-
tate, sia in passato che in futuro. Si vede infatti che, per k € Z,

TQbN TCLN
.CE(]{?T) _uo_kélﬂ'—N’ (kT) —U0+k—

II caso. Se A > 0 ¢ tale che \ # (2“?”)2, per ogni n € N, poniamo

:_/ ) cos(VAs)ds 6A:%/0Te( )sin(vVAs) ds .

Cerchiamo una soluzione T-periodica di (14) imponendo che sia u(T") = uo.
Risolvendo il sistema {u(T") = ug, v(T) = vy}, ossia

Ty = cos(\/XT) (mo — %BQ + % Sin(\/XT) (yo + %0@\>,

Yo = — sin(\/XT) <\/Xa:0 — gﬁ,\) + cos(\/XT) (yg + %a,\>,

troviamo

To =

sin(vAT) T 1+ cos(vVAT)
\/_<6/\ 1—COS(\/XT)OQ\>7 o= 4< sin(vAT) br—o >

Quindi, in questo caso, esiste un’unica soluzione T-periodica di (14). La
denotiamo con z, .(t). Tutte le altre soluzioni di (14) sono del tipo

2(t) = 2r (1) + acos(VAL) + bsin(VAt)

e sono pertanto tutte limitate su R.

Notiamo infine che, se )\ tende a (2}]\[ )2, per un certo N € N, allora a, —

ay , B — by e 'ampiezza di ) (t) tende all’'infinito se ay # 0 o by # 0.

7 Stabilita degli equilibri
Consideriamo un’equazione differenziale autonoma
u'= f(u), (16)

con f : Q — RY continua. Si dice che uy € € ¢ un “equilibrio” o “punto
stazionario” dell’equazione differenziale (16) se f(ug) = 0. In altri termini, la
funzione costante u(t) = ug € una soluzione dell’equazione differenziale (16).

Definizione 26 Diremo che un punto di equilibrio ug ¢ “stabile” se per ogni
e > 0 esiste un § > 0 con la sequente proprieta: se per una soluzione u e per
un certo T € R si ha che ||u(T) — uo|| < 9§, allora

lu(t) —wol| <e, perognit>r.
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Diremo che un equilibrio uy € “asintoticamente stabile” se e stabile ed esiste
un 0" > 0 con la sequente proprieta: se per una soluzione u e per un certo
7 € R si ha che ||u(T) — up|| < 0, allora

tggloo U(t) - Yo

Nel caso in cui f: Q — R sia di classe C', abbiamo il seguente.

Teorema 27 Sia ug un equilibrio per l’equazione differenziale (16). Se gli au-
tovalori della matrice jacobiana J f(ug) hanno tutti parte reale negativa, allora
ug € asintoticamente stabile. Se esiste un autovalore con parte reale positiva,
tale equilibrio non e stabile.

7.1 L’equazione del pendolo

Analizziamo la ben nota equazione del pendolo matematico

19"+cz9’+%sin1920,

dove g e la costante di gravita e £ e la lunghezza del pendolo. Qui ¢ > 0 € un
coefficiente di attrito.

Ponendo a = g/¢, passiamo al sistema equivalente nel piano delle fasi

=y,
y = —cy—asinx.
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Troviamo facilmente gli equilibri: sono i punti del tipo (k7,0), con k € Z.
Siccome la funzione seno e 27-periodica, ci sono due punti di equilibrio ge-
ometricamente distinti, (0,0) e (m,0), mentre tutti gli altri si ottengono da
questi per 2m-periodicita. Studiamo la stabilita di questi due punti di equili-
brio. Calcoliamo

Jf(o,O)_<_Oa _1(;) Jf(w,O)_<2 _10)

Gli autovalori di Jf(0,0) sono le soluzioni di A*> + ¢\ +a = 0. Se ¢* > 4a,
sono entrambi reali e negativi: Ao = 2(—c+ v/ —4a); se ¢ €]0,4a[, sono
complessi coniugati, con parte reale negativa: ;o = %(—c + iv4a —c?); Se
¢ = 0, sono uguali a +i+/a, quindi hanno parte reale nulla.

Gli autovalori di Jf(,0) sono le soluzioni di A*> + ¢\ —a = 0. Essi sono
entrambi reali, uno positivo e uno negativo: \j o = %(—c + V2 +4a).

Possiamo quindi concludere che equilibrio (m,0) non ¢ stabile, mentre
I'equilibrio (0,0) & stabile se ¢ > 0. Il caso ¢ = 0 va trattato a parte: analizzi-
amo le soluzioni (z(t),y(t)). Le loro orbite si trovano lungo le linee di livello
nel piano delle fasi della “funzione hamiltoniana”

H(z,y) = 3y* —acosz,

e sono visualizzate in figura. Siccome la funzione coseno e 2m-periodica, le linee
di livello della funzione hamiltoniana presentano questo tipo di periodicita nella
variabile x.

II punto di equilibrio (0,0) & un “centro”: tutte le soluzioni vicine sono
periodiche. Esso ¢ pertanto stabile. Se indichiamo con 7(a) il periodo della
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soluzione con punto iniziale x(0) = «, y(0) = 0, si vede che, al variare di « in
10, [, il periodo T(a) & strettamente crescente, e

27
lim 7(a) = —, lim 7(a) = 4o00.
a—0t ( ) \/5 a—T ( )
I punto di equilibrio (7,0) ¢ una “sella”. Esso ¢ il punto di arrivo asintotico
di una soluzione (z*(t),y*(t)), detta “eteroclina”, per la quale si ha

lim z*(t) = —7, lim 2*(t) =7, e y*(t) >0, per ogni t € R.

t——o0 t——+o0

Abbiamo anche la soluzione eteroclina simmetrica (z.(t), y.(t)), tale che

tgr_noox*(t) =, tl}inoox*(t) = —7, e y.(t) <0, per ognit e R.
Le soluzioni la cui orbita attraversa I'asse verticale al di sopra del valore 2/a
o al di sotto di —24/a non sono periodiche. Esse corrispondono alla situazione
fisica in cui il pendolo continua a ruotare in senso antiorario oppure orario,
rispettivamente.

Nel caso in cui il pendolo venga sollecitato con una forza esterna periodica,
esso puo reagire in diversi modi. Il problema, di carattere prettamente nonlin-
eare, e tuttora in fase di studio. Riportiamo il seguente interessante risultato,
ottenuto da J. Mawhin e M. Willem nel 1984.

Teorema 28 Sia e: R — R una funzione continua e T'-periodica, tale che

allora l’equazione differenziale

v+ % sind = e(t)

ha almento due soluzioni T-periodiche geometricamente distinte.
Chiaramente, se ’equazione ha una soluzione T-periodica (), tutte le
funzioni che si ottengono da questa aggiungendo un multiplo intero di 27 sono

ancora soluzioni T-periodiche. Si dice che due soluzioni sono geomericamente
distinte se non si possono ottenere I'una dall’altra in questo modo.

7.2 Dinamica delle popolazioni

Vogliamo studiare alcuni modelli di distribuzione di specie (animali o vegetali)
in un ecosistema. Cominciamo esaminando la crescita della popolazione umana
mondiale negli ultimi due secoli.
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Una prima interpretazione, per quanto imprecisa, ci fa pensare a una crescita
di tipo esponenziale. Uno dei primi modelli di crescita, proposto da Malthus
nel 1798, prevede proprio questo tipo di sviluppo. Esso si basa sulla semplice
ipotesi che il tasso di crescita sia proporzionale alla numerosita della popo-
lazione.”

Indichiamo con u(t) una misura di densita della numerosita della specie u al
tempo t. Per poter trattare piu facilmente il problema con i metodi dell’analisi
matematica, si suppone che u(t) vari in modo continuo al variare di t. Questa
ipotesi potrebbe sembrare strana, visto che il numero di individui € sempre un
intero, ma diventa ragionevole se tale numero e molto elevato e i cambiamenti
(nascite, morti o migrazioni) avvengono in modo casuale.

Il modello di Malthus e allora esprimibile con ’equazione differenziale

!/
u = au,

che, com’e noto, ha la soluzione
u(t) = upe™.

Una crescita di questo tipo si puo verificare in laboratorio osservando una
coltura di batteri. Questi si riproducono duplicandosi, a intervalli di tempo
regolari, pertanto il loro numero segue una legge di tipo esponenziale. A un
certo punto, pero, la loro quantita tende a stabilizzarsi verso un limite, noto
come capacita portante. Ecco che un modello piu preciso deve tener conto di
una competizione intraspecifica, dovuta alle risorse limitate. Nel 1838, Verhulst
ha proposto ’equazione differenziale

u
,: 1——)
“ ““( K/’

"Questo modello si applica piuttosto bene a diverse situazioni, sia della biologia che di
altre discipline.
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nota come equazione logistica. Essa si puo risolvere esplicitamente:
Kuge*
u(t) = - ,
K+ UQ(GO‘t — 1)

e un possibile grafico ¢ rappresentato nella sottostante figura.

=2 2 & & @ @ @ @ @
[~ n Lral - o = e - ) a0 e
|
o
1

7.3 Interazione tra popolazioni

Passiamo ora a discutere un sistema in cui ci sia interazione tra diverse specie.
Si possono presentare diverse situazioni: le specie possono essere 1'una preda
dell’altra, oppure competere per la sopravvivenza, o ancora cooperare, essere
in simbiosi. Analizzeremo questi tre casi separatamente supponendo dapprima
di avere a che fare con due sole specie. Anche in questa lezione supponiamo
che non ci sia dipendenza dalla posizione x.

1. Modello preda-predatore

Il primo modello che presentiamo, forse il piu semplice, e quello di Lotka—
Volterra per un sistema preda-predatore. Indichiamo con u(t) e v(t) la quantita
di prede e di predatori, rispettivamente. Il modello e il seguente:

{ v =z(a—Py),
Y =y(—y+ox).

Qui le costanti «, 3,7, d sono tutte positive. Notiamo che, in assenza di preda-
tori, le prede seguono 'equazione di Malthus ' = ax, per cui la loro crescita e
di tipo esponenziale. Introducendo i predatori, il fattore di interazione —gGzy
limita la crescita delle prede. Al contrario, in assenza di prede, i predatori
seguono l'equazione 3y’ = —dy, per cui il loro numero decresce esponenzial-
mente, e sono destinati a estinguersi. Qualora ci siano prede in giro, il fattore
dxy ravviva i predatori, che possono cosi crescere di numero.

Esamineremo ora il sistema preda-predatore, limitandoci allo studio delle
soluzioni positive. Si osserva subito che esiste un punto di equilibrio, precisa-

mente o
(373)'
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Uno studio della matrice jacobiana in questo punto ci mostra che gli autovalori
hanno parte reale nulla. Per studiarne la stabilita, dobbiamo pertanto usare
qualche altro stratagemma.

Siccome abbiamo deciso di studiare le soluzioni con z(t) > 0 e y(t) > 0,
definiamo le funzioni uy(t) = Inxz(t), us(t) = Iny(t). Abbiamo che

Per questo sistema c¢’e¢ una funzione hamiltoniana:
H(uy,ug) = de™ — yuy + fe*? — aus .

Le soluzioni stanno sulle linee di livello di questa funzione, che sono tutte curve
chiuse. Tornando al piano delle fasi iniziale, abbiamo il seguente diagramma.

Le soluzioni sono periodiche e ruotano attorno al punto di equilibrio, in
senso antiorario. Vediamo un possibile grafico di x(t) e di y(t).

Prede
Predatori

Questo semplice modello, formulato intorno al 1920, puo essere reso piu
realistico usando le idee introdotte nello studio di una singola popolazione.
Ad esempio, la crescita alla Malthus delle prede potrebbe essere sostituita con
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una crescita alla Verhulst, o con funzioni di crescita piu sofisticate. Potrebbero
essere introdotti anche un ritardo, costante o di tipo integrale, e perturbazioni
stagionali. Lo stesso vale per i predatori, naturalmente. Questi modelli sono in
fase di studio e alimentano molta ricerca attuale. Si possono trovare soluzioni
periodiche, o quasi periodiche, studiarne la stabilita al variare dei parametri
e delle condizioni iniziali. In alcuni casi si ¢ persino evidenziato il fenomeno
del caos, parola usata in situazioni di estrema instabilita, per cui piccolissime
variazioni iniziali possono portare a un evolversi delle soluzioni del tutto im-
prevedibile.

Risulta molto importante, in questo contesto, il problema della persistenza
di tutte le specie. Le oscillazioni osservate potrebbero infatti portare, nella
realta, all’estinzione delle prede o dei predatori.

2. Due specie in competizione

Supponiamo di avere due specie che competono per la sopravvivenza (ad es-
empio, hanno le stesse risorse di nutrimento, che sono limitate). Possiamo
assumere che, in assenza dell’altra specie, ciascuna abbia una crescita di tipo
logistico. Un modello plausibile & il seguente:

:c’zax(l——x+b12y)
1 Kl )
Yy 2y K, .

Anche qui le costanti aq, aig, K1, Ko, bio, ba; sono tutte positive. In particolare,
b1o misura l'effetto della specie v sulla crescita di u, mentre by; misura 'effetto
di u sulla crescita di v. A seconda dei parametri

possono verificarsi essenzialmente quattro situazioni diverse.

I caso: a1 < 1eay < 1. Quic’e un equilibrio stabile nel primo quadrante
del piano delle fasi: le due specie possono coesistere.

II caso: ajp > 1 e as; > 1. Anche qui c¢’¢ un equilibrio, ma ¢ instabile. A
seconda delle condizioni iniziali, una delle due specie si estinguera.

oy '}.
, -

III caso: a2 < 1 e as; > 1. Non ci sono equilibri nel primo quadrante, la
specie v si estingue, mentre la w si stabilizza verso la sua capacita portante K.
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IV caso: a;p > 1 e as; < 1. Anche qui non ci sono equilibri nel primo
quadrante, la specie u si estingue, mentre la v si stabilizza verso la sua capacita
portante K.

8 Risonanza non lineare

Ci proponiamo ora di studiare su un paio di esempi semplici il comportamento
di un oscillatore non lineare, nel caso in cui venga sollecitato da una forza
periodica nel tempo. Ci interessa in particolare capire se sia ancora possibile
definire il concetto di “risonanza’.

8.1 L’oscillatore asimmetrico

Per dare una risposta parziale alla nostra domanda, affrontiamo lo studio degli
oscillatori asimmetrici. Consideriamo ’equazione differenziale scalare

2"+ pxt —vrT =e(t), (17)

dove e : R — R e una funzione continua e T-periodica e > 0, v > 0 sono due
numeri reali. Qui

+

T :max{x’o}:m’ —z+a|

2 2

Si noti che x = ™ — 27, mentre |z| = 2+ + 2. Se u = v, abbiamo 'equazione
lineare, che e stata studiata nella sezione precedente. Essendo p e v positivi,
le soluzioni dell’equazione

r~ =max{—z,0} =

2"+ prt —vu =0 (18)

sono tutte periodiche di periodo

Una soluzione ¢ data da

_ ﬁsin(\/@;) sete {0, %} :
o(t) = 1 - T T o7
ﬁsjn(ﬁ(ﬁ_t» seté{ﬁ,ﬁ-i-ﬁ} ,

estesa a tutto R in modo da risultare 7-periodica. Tutte le altre soluzioni
di (18) sono del tipo z(t) = pp(t +0), con p > 0e 6 € [0, 7].

34



Se scriviamo il sistema equivalente

=y,
Yy =—pat vz,

vediamo che le orbite nel piano delle fasi sono curve chiuse che circondano
I'origine, il quale pertanto € un centro isocrono. Ognuna di queste curve e
ottenuta incollando assieme due semi-ellissi, ossia

{(xay):$206y2+ﬂ$2:C}U{(1’,y):ngeyZ—kny:c},

con c > 0.

Come nel caso lineare abbiamo considerato gli autovalori dell’operatore
differenziale, cosi qui possiamo considerare l'insieme 3 delle coppie (i, ) per
cui 'equazione (18) ha soluzioni T-periodiche non nulle. Si vede allora che
Y. contiene, oltre ai due assi cartesiani {u = 0} e {v = 0}, una successione
(Cn)n>1 di curve:

CN—{(u,u)6R2zu>O,V>O,N<%+%>—T}.

L’insieme X e spesso chiamato “spettro di Fucik”.

A differenza dell’equazione lineare, non e pensabile di scrivere le soluzioni
T-periodiche di (17) in modo esplicito. Possiamo comunque enunciare alcuni
risultati sulla dinamica delle soluzioni dell’equazione (17). Ecco il risultato di
Fuéik, pubblicato nel 1976.

Teorema 29 Se (u,v) € X, allora Uequazione (17) ha almeno una soluzione
T'-periodica.

Si noti che la soluzione non ¢ necessariamente unica. Ad esempio, pren-
dendo e(t) = 1, costante, abbiamo un punto di equilibrio x = l% In un intorno
di questo punto, le soluzioni risolvono I’equazione lineare

2 +pr=1,

e sono pertanto periodiche di periodo \2/—% . D’altra parte, le soluzioni di grande

ampiezza hanno un periodo che si avvicina a 7. Supponiamo che sia v < u. Se
n ¢ un intero positivo tale che

2T - T - s . m

- = - - = = )
troviamo in corrispondenza una soluzione T-periodica, di periodo minimo % .
Di tali n ce ne possono essere molti.
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Supponiamo ora che sia (i, ) € X, per cui esiste un N € N tale che

—\/ﬁ+\/E—N'

Nel 1976, Dancer ha introdotto la funzione

() = /OTe(t)gb(t+0) it

e ha dimostrato il seguente risultato.

Teorema 30 Se
o) £0, per ogni O € R,

allora l'equazione (17) ha almeno una soluzione T-periodica. Inoltre, tutte le
soluzioni sono limitate.

Diversa ¢ la situazione se la funzione ® cambia segno. Faremo l'ipotesi che
essa abbia solo zeri semplici, ossia che, se ®(#) = 0, allora ®’'(f) # 0. Osservi-
amo che, in questo caso, essendo T-periodica, la funzione ® avra nell’intervallo
[0, 7[ un numero pari di zeri. Nei lavori di Alonso—-Ortega e Fabry—Fonda del
1998, e stato dimostrato il seguente

Teorema 31 Se gli zeri della funzione ® nell’intervallo [0, 7[ sono tutti sem-
plici ed il loro numero é di almeno quattro, allora l’equazione (17) ha almeno
una soluzione T-periodica. D’altra parte, in questo caso, tutte le soluzioni di
grande ampiezza sono illimitate.

Ci sono effettivamente degli esempi in cui la funzione ¢ ha esattamente
due zeri semplici nellintervallo [0, 7| e I'equazione (17) non ha soluzioni 7-
periodiche.

8.2 Ponti sospesi

Un ponte ¢ una struttura complessa, le cui componenti sono soggette a varie
forme di sollecitazioni. I piu lunghi al mondo sono tutti di tipo ponte sospeso.
Attualmente il ponte di Akashi, in Giappone, detiene il record di lunghezza
della campata centrale, con i suoi 1991 metri.

Scorrendo la lista dei ponti sospesi piu lunghi, vedi ad esempio
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_longest_suspension_bridge_spans

si trovano al sedicesimo e al diciassettesimo posto il Ponte di Verrazzano a
New York (1298 metri) e il Golden Gate Bridge a San Francisco (1280 metri).
E notevole il fatto che quest’ultimo sia stato costruito nel 1937, piu di ottanta
anni fa, ed e tuttora in uso. Tre anni dopo fu costruito un altro ponte, che
pero non ebbe altrettanta fortuna.
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Inaugurato il 1° luglio 1940, il Ponte di Tacoma Narrows divenne subito
famoso per la sua caratteristica di oscillare verticalmente, in presenza di vento
trasversale, con oscillazioni di uno-due metri di ampiezza. Questo comporta-
mento inusuale era dovuto al fatto che il ponte aveva una sezione molto stretta
e di piccolo spessore, per cui risultava molto flessibile rispetto ai ponti costruiti
fino ad allora.

Il mattino del 7 novembre 1940 il ponte stava oscillando, come al solito,
quando improvvisamente le oscillazioni verticali si trasformarono in oscillazioni
trasversali. Queste aumentarono in ampiezza fino a superare ’angolo di 45° e,
alle ore 11:10, la struttura cedette precipitando nel mare sottostante. Il breve
documentario su

www.youtube.com/watch?v=KVc7oBKzq9U

mostra la sequenza delle oscillazioni del ponte prima del crollo, e ne attribuisce
la causa al fenomeno della risonanza.

Questo fenomeno € ben noto per i sistemi lineari. Esso entra in gioco
quando la frequenza di un termine forzante periodico risulta uguale alla fre-
quenza delle oscillazioni libere della struttura. Si e allora ipotizzato che la
forza periodica agente sulla struttura fosse provocata dai vortici di von Kar-
man, che si alternano in modo periodico al passare del fluido lungo la struttura.
Un rapido calcolo permette pero di vedere che la frequenza delle oscillazioni
del ponte di Tacoma non era strettamente correlata con la velocita del vento,
e quindi con la frequenza dei vortici da esso generati.

D’altra parte, un modello lineare presuppone che la struttura presenti pic-
cole oscillazioni, mentre le oscillazioni del ponte di Tacoma, quel 7 novembre
del 1940, erano evidentemente di grande ampiezza. Inoltre, la struttura stessa
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di un ponte sospeso ¢ asimmetrica: le funi che lo sostengono agiscono da una
sola parte del ponte, per cui una trazione verso il basso incontra una forza di
richiamo elastica nel verso contrario, mentre un sollevamento del ponte verso
I’alto potrebbe far allentare le funi, per cui non ci sarebbe alcuna forza di
richiamo.

Viene allora spontanea una domanda: esiste una risonanza nonlineare?
Come la si puo definire?

Analizziamo un possibile modello di ponte sospeso, per quanto molto sem-
plificato. Si tratta di un oscillatore in verticale, soggetto alla forza di gravita,
sostenuto da una molla, con questa caratteristica: se lo si solleva al di sopra
di un’altezza h, la molla si allenta e non esercita piu alcuna forza. Misurando
la posizione u(t) verso il basso, avremo 'equazione differenziale

"+ F(x) =e(t),

dove

[ wlx+h)—g sex>—h,
F($>_{ —g sex < —h.
Osserviamo che, per ragioni di continuita, deve essere uh = g, per cui ’equazione

si puo scrivere brevemente come
o [ Y~ B] = eft). (19)

Iniziamo a studiare le oscillazioni libere, quando cioe il termine forzante e nullo.
Prendendo una soluzione con condizioni iniziale z(0) = o > 0 e 2/(0) = 0, si
puo vedere che essa e sempre periodica. Abbiamo due casi, a seconda che sia
« minore o maggiore di h. Infatti, se a < h, la soluzione rimane nella zona

lineare, e il suo periodo e
21

7() N

Se invece o > h, la soluzione esce dalla zona lineare, e si puo calcolare che

o) = % [arccos (—g) + (%)2 - 1] .

Si nota che il periodo 7(«) € una funzione crescente di a, strettamente crescente
sea>h,e

lim 7(a) =+00.
a——+00

Come si puo allora ancora parlare di risonanza in questo caso?

Per quanto riguarda le soluzioni periodiche per I’equazione differenziale (19),
avendo osservato che i periodi delle oscillazioni libere tendono a +o00 al crescere
delle ampiezze, si puo ipotizzare 'esistenza di soluzioni subarmoniche, ossia
soluzioni kT -periodiche, dove k e un intero positivo sufficientemente grande.
In effetti, vale il seguente risultato, provato da Ding e Zanolin nel 1992.

Teorema 32 Esiste un numero naturale k tale che, per ogni k > k, lequazione
differenziale (19) ha almeno due soluzioni subarmoniche di periodo minimo kT .
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8.3 Moto in campo gravitazionale

Affrontiamo il problema del moto di un corpo in un campo gravitazionale
Newtoniano, dove la forza e data dalla nota formula

mM

F=G—

In altri termini, se usiamo la notazione z = (1, xs), 'equazione del moto &°

GM

T(t) = — BE T

Per trovare la traiettoria del moto, passiamo a coordinate polari:

x(t) = (p(t) cosO(t), p(t) sin(t)) .
Abbiamo allora
i(t) = (p(t) cos O(t) — p(t)0(t) sin O(t), p(t) sin O(t) + p(t)A(t) cos O(t))
e quindi

i = (p cos 0—2p0 sin — pf sin O — pb? cos 0, j sin O+2pf cos O+ pf cos — pb? sin 6).

L’equazione differenziale diventa pertanto

peos® — 2p0sinf — psin O — ph? cos = G cosf,

2

sind.

. . . GM
psin® + 2p0 cos 0 + pf cos @ — p? sinf = — 5
p

Moltiplicando la prima equazione per cos#, la seconda per sinf e sommando,
otteniamo
GM

2
D’altra parte, moltiplicando la prima equazione per sinf, la seconda per cos 6
e sottraendo, si ha che

p—pb* = —

—2p0 — ph = 0.

A questo punto, notiamo che

75 (0°0) = 2pp0 + 0 = p(256 + pf) = 0,

il che significa che la quantita p := p2(t)0(t) & costante nel tempo t. Essa si
chiama momento angolare scalare. Supporremo ad esempio p > 0, e pertanto

8Useremo qui la notazione di Newton per indicare le derivate rispetto a t: scriveremo ad
esempio (t) invece di '(t), e Z(t) invece di =" (t).
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avremo che 9(15) > 0, per ogni t. Sostituendo nella prima equazione, abbiamo
quindi
> GM

0,

Supponendo che una tale funzione esista, introduciamo anche la funzione ausil-
iaria G(0) = 1/F () e abbiamo

) = F0)00) = F00) 5 = FO0) 5077 = —#9 (0(0),

e quindi, ricordando che 1/p(t) = G(6(t)),

pt) = —nG"(O()A(E) = —uG" (0(8) =5 = —°G"(B()G(O(1))*.
Sostituendo nell’equazione, otteniamo che

—1*G"(0(t))G(0(1))* — 1*G(0(1))* + GMG(0(t))* =0,

da cui
GM
=—.
1
Questa e I'’equazione di un oscillatore armonico con un termine forzante costante,
di facile soluzione: si ha

g"(0(t) +G(6(1))

G(6(1)) = GMM Ty cos(B(t) — o).

dove v e fy sono costanti da determinarsi a partire dalle condizioni iniziali.
Vista la simmetria del problema, fissiamo per semplicita #y = 7. Abbiamo
cosl I'equazione

(0 !
p(t) = :
‘;—Af + v cos6(t)
Ponendo ) )
[ — % e — m=ry
GM’ GM’
otteniamo
(=— "t
P 1 —ccosf(t)’

che ¢ '’equazione di una conica in coordinate polari.
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Ricaviamo ’equazione di un’ellisse in coordinate polari, supponendo che uno dei due ]
fuochi sia posizionato nell’origine, e ’asse maggiore sia orizzontale.
Com’¢ noto, se indichiamo con

a la lunghezza del semiasse maggiore,
b la lunghezza del semiasse minore,
c la semi-distanza tra i due fuochi,

I’equazione cartesiana di questa ellisse e

(z—0¢? v

Ricordiamo inoltre che si ha
a®> =b> 4+ 2.

Scrivendo un punto P dell’ellisse in coordinate polari

P = (pcosb,psind),

abbiamo che

p+/(peosf —2¢)2 + (psind)? = 2a,
da cui, facendo i calcoli,
b2
" a—ccosf

Se denotiamo con

2
{ = — il semilato retto,
a

c ., L
e = — 'eccentricita,
a
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o 32
S Sq
= ey
Asse maggiore |E |
F1 e F2
[}
<C
si ha ’equazione
_ 12
SO pp—

In seguito ci sara utile conoscere la formula dell’area dell’ellisse:

a 72 /2
A:2/ b2<17—2)dz:2b/ acos®udu = wab.
—a a —7/2

| (Abbiamo usato la sostituzione x = asinu.) ]

La Prima legge di Keplero afferma che un oggetto attratto da una massa
fissa si deve muovere lungo un’ellisse con uno dei fuochi posizionato nel punto
attrattore. In realta, questo succede se 'eccentricita ¢ € minore di 1. In
particolare, se € = 0, si ha un’orbita circolare.

Se € = 1 'orbita ¢ una parabola, mentre se € > 1 si ha un’iperbole. Questo
tipo di orbite non erano state predette da Keplero.

La Seconda legge di Keplero descrive la velocita di movimento di z(t) lungo
ellisse. Indichiamo con A(t) l'area spazzata dal vettore z(7) al variare di 7
da 0 a t. Scrivendo z(7) = (p(7) cos@(7), p(7)siné(7)), abbiamo che p(7r) =
F(0(7)), per cui

0(t) F(9) o(t)
A(t) = / / rdr | dd = / %]—"(19)2 do .
6(0) 0 6(0)

Ricordando che y = p(7)20(7) & costante, e supponendo z > 0, abbiamo che
T — 0(7) e strettamente crescente, per cui possiamo effettuare un cambio di
variabile nell’integrale:

9(75) )
At) = / V)2 dd = ft LF(O(1))%0(7) dr = fot to(7)20(7) dr = St
6(0)

Ecco quanto afferma la seconda legge: 'area A(t) cresce linearmente in ¢, per
cui la sua derivata A’(t) € costante.

La Terza legge di Keplero fornisce una relazione tra il periodo di rotazione
e il semiasse maggiore dell’orbita ellittica. Sia T il tempo impiegato dal nostro
oggetto per compiere una rotazione attorno alla massa fissa. Abbiamo quindi
(vedi la formula per 'area dell’ellisse) che

%MT = mab.
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Da ciod, essendo b = al e u? = GM/, troviamo la formula

2
4r=

GMa .

T? =

E interessante notare che il periodo dipende solo dalla lunghezza del semiasse
maggiore, ed ¢ indipendente dalla lunghezza del semiasse minore.

Le tre leggi sono state trovate da Johannes Kepler studiando il moto dei pi-
aneti attorno al sole. Le prime due furono enunciate nel 1609, la terza nel 1619.
Isaac Newton ne ha poi dato un’interpretazione generale nei suoi Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, pubblicati nel 1687. Una spiegazione origi-
nale delle leggi di Keplero si puo trovare qui:

www.youtube.com/watch?v = ge06Znj7hyk
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