
Foglio di esercizi 1
Metodi Matematici per l’IA 13-10-2021

Esercizio 1. Provare che ∀z, w ∈ C:

• |Re z| ≤ |z| e |Imz| ≤ z,

• z + w = z̄ + w̄, zw = z̄w̄,

• se |z| = Rez allora z ∈ R+ = [0,∞),

• arg (z1z2z3) = arg z1 + arg z2 + arg z3, ∀z1, z2, z3 ∈ C,

• arg (zw̄) = arg z − argw,

• Provare induttivamente che∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|zj | , zj ∈ C,

Esercizio 2. Si determini e rappresenti graficamente l’insieme degli z ∈ C tali che

a) 1 <
∣∣∣ z
z−i

∣∣∣ < 2,

b) |iz + 1| > |2z̄ + i|,

c) z2 + z̄2 = 2i |z|2,

d) |z + z̄| ≥ zz̄.

Esercizio 3. Si determino le soluzioni (z, w) ∈ C2 del sistema di equazioni{
z2 + iw + z = 0,

w − iz + 1 = 0.

Esercizio 4. Si consideri la funzione
f (z) =

z − z̄
i (z + z̄)

2 ,

provare che:

1. f (z) ∈ R per ogni z ∈ C,

2. Determinare l’insieme degli z ∈ C tali che f (z) > 0.

Esercizio 5. Dimostrare la formula di De Moivre

(cos θ + i sin θ)
n

= cos (nθ) + i sin (nθ) .

Esercizio 6. Sia u : R→ C, T > 0, n ∈ N e ω = 2π
T , trovare le soluzioni dell’ODE

u′′ + (nω)
2
u = 0.

Esercizio 7. Definiamo il prodotto scalare

〈f, g〉L2 =

∫ T/2

−T/2
f (x) g (x)dx (1)

1. Cosa vuol dire che la famiglia (fα)α∈I è ortonormale rispetto al prodotto scalare (1)?

2. Dimostrare che le famiglie(
1√
T
ei nωx

)
n∈Z

,

(
1√
T
,

√
2

T
cos (nωx) ,

√
2

T
sin (nωx)

)
n≥1

,

sono ortonormali.
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Esercizio 8. Si consideri la funzione

f (z) =
|z| − 1

z2 − i
,

si rappresenti nel piano di Gauss

1. Dom (f),

2. f−1 ({0}).

Esercizio 9 (importante). Calcolare la serie di Fourier dell’estensione 2π–periodica della restrizione in [−π, π]
delle funzioni

f (x) = |x| , g (x) = x2.
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