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4. Sottospazi, combinazioni lineari, basi e dimensione

In questo capitolo denoteremo con V' uno spazio vettoriale su un campo K
(K = Q,R, oppure C).

1 Sottospazi vettoriali

Definizione 1. Un sottoinsieme non vuoto W C V' si dice sottospazio vetto-
riale di V' se valgono le sequenti condizioni:

1) Ywi,we € W, w1 +wy € W,
2)YweW eVae K, aweW.

Osservazione 1. 1. Nella precedente definizione, wi +wo € la somma di wy e wo
considerati come vettori di V. Analogamente il prodotto per scalari aw e quello
in V. Quindi, affinché W C V sia un sottospazio vettoriale di V', deve essere non
vuoto e deve contenere la somma di ogni coppia di vettori che gli appartengono,
e deve contenere il prodotto di ogni suo vettore per ogni scalare. In questo caso si
dice anche che W & chiuso per le operazioni di somma e prodotto per scalari di V.

2. Se W C V & un sottospazio vettoriale, allora possiamo definire in W una
operazione di somma come segue. Per ogni scelta di wi,ws € W, si considerano
wp e wy come vettori di V, e si definisce wy + wo come la somma in V. La
condizione 1) garantisce che wy + we € W. Analogamente, possiamo definire
in W un prodotto per scalari: per ogni w € W e per ogni a € K, si considera
w come vettore in V| e si definisce aw come il prodotto per scalari in V. La
condizione 2) garantisce che aw € W.

Osserviamo che, per la proprieta 2), 0 = Qw € W. Quindi W contiene il
vettore nullo di V, ed inoltre 0 & elemento neutro anche per la somma di W.
Quindi in W vale la proprieta (SV2) della definizione di spazio vettoriale.

Per ogni vettore w € W, —w = (—=1)w € W, per la 2). Quindi in W vale
anche (SV3).

Le proprieta (SV1), (SV4)—(SV8) della definizione di spazio vettoriale valgono
in V e quindi valgono anche in W. Concludiamo quindi che W & uno spazio
vettoriale su K con queste operazioni.

3. Sia W C V un sottospazio vettoriale di V. Se U e un sottospazio vettoriale
di W, allora U & anche un sottospazio vettoriale di V.

Se U & un sottoinsieme di W ed un sottospazio vettoriale di V, allora U & un
sottospazio vettoriale di W.



Esempio 1 (Sottoinsiemi che non sono sottospazi vettoriali). 1. In R?,
consideriamo I’'insieme

SZ{<SI>€R2|—51+282:1}
52

delle soluzioni dell’equazione lineare —x1 + 2x2 = 1. Risolvendo tale equazione,
si vede che S ¢ 'insieme dei vettori della forma

<i> +a <§> , alvariaredi a€R.

Quindi S corrisponde all’insieme dei punti di R? che si trovano sulla retta passante

1 . 2
per { | con direzione 1)

Chiaramente S # (), tuttavia S non & un sottospazio vettoriale di R%. Ad esempio
1 -1 1 -1 0
(1)- () s (1) + ()= (1) 25

Notiamo anche che il vettore nullo di R?, , non appartiene ad S, quindi

0
0
per losservazione precedente S non pud essere un sottospazio vettoriale di R2.

2. Sia
SZ{(?)ER2|S%+(52—1)2=1}.
2

In questo caso S corrisponde ai punti di R? che si trovano sul cerchio di centro

(1) o
1) ¢ raggio 1.



Notiamo che (8

B esm(Q-(2)es

Esempio 2 (Sottospazi vettoriali). 1. Il sottoinsieme formato dal vettore
nullo, {0}, & un sottospazio vettoriale di V. V stesso ¢ un sottospazio vettoriale
di V. Questi sono detti sottospazi banali di V.

> € S, ma S non ¢ un sottospazio vettoriale di R?. Ad esempio

2. Perogniv € V,sia W = {av|a € K} C V. Allora W & un sottospazio
vettoriale di V.

Ad esempio, se V=R%2 e v = (_21), allora

W = { <—a> \(LER}
2a
corrisponde all’insieme dei punti di R? che si trovano sulla retta passante per

(o) v (2)




3. Sia A -z = 0 un sistema lineare omogeneo di ordine n a coefficienti in K. Sia
W C K™ il sottoinsieme formato dalle soluzioni di A -z = 0,

S1
W:{s: : EK”]A~s:0}.

Sn
Allora W e un sottospazio vettoriale di K™. Questo segue direttamente dal
teorema di struttura per le soluzioni dei sistemi lineari.

4. Sia d € N, e sia K[t|q C K[t] il sottoinsieme formato dai polinomi di grado
< d. Poiché la somma di due polinomi di grado < d & un polinomio di grado < d
ed il prodotto di un polinomio di grado < d per uno scalare ¢ un polinomio di
grado < d, K[t]4 € un sottospazio vettoriale di K[t].

Dati due sottospazi vettoriali U, W C V, e facile verificare che I'intersezione
UNW C V & un sottospazio vettoriale di V' (la verifica ¢ lasciata per esercizio). In
generale, 'unione U UW C V non & un sottospazio vettoriale di V. Ad esempio,

se V= R2,
U = {a<_21> |a€R},
W = {a<1> \GGR},
2
allora U UW non ¢ un sottospazio vettoriale di R?. Infatti <_21> , (

o (2) 4 (2) = (3) evow

1

2) e UUW,

Qt+---

I B \V]

La somma di U e W si definisce come

U+W: ={utwluelU,weW}.



Verifichiamo che U + W C V & un sottospazio vettoriale di V. Siano quindi
ut+w, v +w €U+ W, dove u,u’ € U, w,w' € W; sia a € K. Allora abbiamo:

(utw)+ W +w)=(u+u)+(w+w')eU+W,
alutw)=aut+awelU+W,

quindi U + W ¢ sottospazio vettoriale di V. Si verifica facilmente che U + W ¢ il
piu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene sia U che W (quindi contiene
anche U U W).

La somma U + W si dice somma diretta, se U N W = {0}. In tal caso si
scrive U & W. Ad esempio la somma dei sottospazi vettoriali U e W nella figura
qui sopra ¢ una somma diretta, in questo caso si ha che U @ W = R? (verifica
per esercizio).

Dati due sottospazi vettoriali U e W di V, essi si dicono supplementari in
ViseV=U®W.

Proposizione 1. Siano U, W C V due sottospazi vettoriali di V. La somma
U+ W é una somma diretta <= ogni vettore v € U + W si esprime in modo
unico comev=u—+w, conu €U ew € W.

Dim. (=) Sia v € U + W, e supponiamo per assurdo che v si possa esprimere in
due modi diversi come somma di un vettore di U ed un vettore di W: v = u + w,
v=u+w, conuv € U, wyaw € W, eu # u oppure w # w’. Allora
u+w = v +w, da cui segue che u — v = w — w. Siccome u —u € U e
w' —w € W, segue dalla precedente uguaglianza che u — v/, w' —w € UNW.
Siccome UNW = {0} per ipotesi, u = v’ e w = w’, che & assurdo perché abbiamo
supposto che u, 1/, oppure w,w’, sono distinti.

(<) Supponiamo ora che ogni vettore di U + W si possa esprimere in un solo
modo come somma di un vettore di U e di un vettore di W. Dimostriamo che
UNW = {0}. Se per assurdo esistesse un vettore v € U N W, v # 0, allora
potremmo esprime 0 € U + W come 0 + 0, ma anche come v — v. Siccome
0,v € U e 0,—v € W, si ha una contraddizione, quindi U N W = {0} e la somma
¢ diretta. ]

La somma diretta di due sottospazi vettoriali & collegata con la nozione di
prodotto cartesiano di spazi vettoriali. Siano U e W due spazi vettoriali sul
campo K. Ricordiamo che il prodotto cartesiano di U e W & l'insieme U x W
delle coppie ordinate (u,w), dove u € U e w € W. In U x W possiamo definire
una operazione di somma ed un prodotto per scalari nel seguente modo:

(u,w) + (v, w') = (u+ v, w+w'),

a(u,w) = (au, aw) ,

per ogni (u,w), (v, w') € U x W ed a € K. Si verifica facilmente che U x W,
con queste operazioni, & uno spazio vettoriale su K, il vettore nullo ¢ (0,0) e
lopposto di (u,w) & (—u,—w). Chiameremo tale spazio vettoriale il prodotto
cartesiano di U e W.



Vediamo ora che U x W ¢ somma diretta di due suoi sottospazi vettoriali.
Siano
U:

W .

Osserviamo che U, W C U X w ~sono sottospazi vettoriali di U x W. Inoltre,
per ogni vettore (u,w) € U x W, si ha che (u,w) = (u,0) + (0,w), quindi
UxW =U+ W. Infine, UNW = {(0,0)}, quindi la somma ¢ diretta:

{(u,0) eUxW|ueU},
{(0,w) eU xW |we W}.

UxW=UasW.

Esempio 3. Siano m,n € N. Lo spazio vettoriale K™ pud essere considerato
come il prodotto cartesiano di K™ e K", K™ = K™ x K"™. Per la prece-
dente osservazione, possiamo esprimere K™ come somma diretta di due suoi
sottospazi vettoriali, K™*t" = K™ ¢ K".

2 Combinazioni lineari

Definizione 2. Siano vy,...,v; € V.
1) Una combinazione lineare dei vettori vy, ..., vy é un vettore di V della
forma sequente:
A1+ Aovg + ..+ AU,

dove A, Ao,..., A\ € K sono scalari, detti i coefficienti della combinazione
lineare.

2) Il sottoinsieme di V' formato da tutte le combinazioni lineari di vy, ..., vy
si denota con Span(vy,...,v). Quindi

Span(’l)l,...,’l)k):{)\11}1+)\2v2+...+)\k’l}kEV‘)\1,>\2,...,)\]€€K}.

Esempio 4. 1. SiaV =R? esiav = <1> Per ogni A € R, il vettore Av = (;}\

2

€ una combinazione lineare di v. In questo caso abbiamo solo un coefficiente, \.

Il sottoinsieme di R? formato da tutte le combinazioni lineari di v, Span(v),
corrisponde alla retta passante per 'origine ed avente direzione v.



2__,,,

2. Siano V = R?, v = <;> e vy = ( 1 > Per ogni A1, A2 € R, il vettore

AL — A2 2
A1 + Aovg = eR
101 2V2 A1 + Ao
¢ una combinazione lineare di v; e vy, con coefficienti A1, As. In particolare
V] — 2U9 = <O ¢ combinazione lineare di v1 e wvg, 1 coefficienti sono A; = 1,

A = —2.
a

b
come combinazione lineare di v1 e vy (i coefficienti sono A\; = HT‘I, Ay = b‘%)

Osserviamo che, in questo esempio, ogni vettore ( > di R? si pud esprimere
Proposizione 2. Span(vy,...,v;) €V & un sottospazio vettoriale di V.

Dim. Osserviamo che Span(vy,...,v;) # 0. Ad esempio esso contiene il vettore
nullo di V', poiché 0 = Ovy 4+ Ovg + ... + Ovg.

Siano ora A\jv1 + Aov2 + . .. + AgUg, 101 + pove + . . .+ pgvr € Span(vy, ..., vg)
due combinazioni lineari di vq,...,vg. Dalle proprieta SV1, SV4 ed SV6 della
definizione di spazio vettoriale, deduciamo che vale la seguente uguaglianza:

()\1v1+)\202+. . .+)\kvk)+(u1v1+u2@2+. . .—i—ukvk) = ()\14-,[1,1)1]14-. . .—i—()\k—l-uk)vk R
quindi
(A1v1 + Agvz + oo+ Agug) + (p1v1 + pove + .o+ pgvy) € Span(vi, ..., ) -

Siano ora a € K e A\jv; + Aava + ... + A\gvg € Span(vy,...,v). Usando le
proprieta SV5 ed SV7 deduciamo che vale la seguente uguaglianza:

a(Mv1 + Agvg + ...+ Agvg) = (adr)vr + (ad2)vy + ... + (aXg)vg ,

quindi a(Av1 + Agvg + ... + Agvg) € Span(vy, ..., vg).
Questo dimostra che Span(vi,...,v;) soddisfa le condizioni 1) e 2) della
definizione 1, quindi € un sottospazio vettoriale di V. O



Osservazione 2. 1. Per ogni i = 1,...,k, v; € Span(vy,...,v;). Questo segue
dalla seguente uguaglianza:

v; =001 +...4+0v;—1 + 1v; + 0v;41 + ... + Ovg .

Si verifica facilmente che Span(vy,...,v;) coincide con l'intersezione di tutti i
sottospazi vettoriali di V' che contengono v, ..., vg.
2. Se ¢ < k, allora Span(vy,...,vs) C Span(vy,...,v). Infatti, per ogni combi-
nazione lineare A\jv1 + Agva + ... + Apvg € Span(vy, ..., vp), abbiamo che

Avr + Agve + .o+ Apvp = Aqug + Agva 4+ ..o+ Apvp 4+ Ovpgy + ..o+ O
Quindi A\v; + Ave + ... + A\pvg € Span(vy, ..., k).

Vediamo ora una applicazione ai sistemi di equazioni lineari.

Proposizione 3. Sia A-x = b un sistema di m equazioni lineari di ordine n a
coefficienti in K. Esso ¢ compatibile <= b € Span(AM, ... AM) C K™,
51
Dim. (=) Sias= | : | € K" una soluzione di A-x = b, in altre parole A-s = b.
Sn

Dalla definizione di prodotto righe per colonne, si ha che

a1181 + a1282 + ... + A1nSn

a2181 + a2282 + ...+ aops
A-s= _ S (1)

Am1S1 + Ama282 + ... + AmnSn

dove A = (ajj)i1<i<m. Osserviamo che il vettore nel lato destro dell’'uguaglianza
1<<n

(1) & una combinazione lineare delle colonne di A, esplicitamente si ha:
a1181 + @1289 + ...+ A1nSn
a2181 + ages2 + ...+ az,s

T =AW + AP gy 4 A,

Am181 + Gm282 + ... + QmnSn

Quindib = A-s = AWM+ AP 594, . +AM s, da cuisegue che b € Span(AD), ..., AM).

(<) Viceversa, se b € Span(A(l), .. ,A(”)), b si puo esprimere come combi-
nazione lineare delle colonne di A. Quindi esistono dei coefficienti A1, ..., A, € K,
tale che

b=MAD £+, AM .

Osserviamo che il lato destro di questa uguaglianza coincide con il prodotto righe
per colonne

A1



A1

Quindi, postos = | : | € K", abbiamo che A-s = b, da cui segue che il sistema
An

lineare € compatibile. O

3 Basi

Definizione 3. 1) Siano vi,...,v; € V. Diremo che vy,...,v; generano V se

V = Span(vy,...,vg).
2) Diremo che V ¢ finitamente generato se esiste un numero finito di
vettori v, ...,v; € V che generano V.

Osservazione 3. [ vettori vy,...,v; € V generano V se e solo se per ogni vettore
v € V esistono dei coefficienti Aq,..., A\ € K tali che v = A\v1 + ...+ \pvg.

Esempio 5. 1. Nel precedente esempio abbiamo visto che ogni vettore di R? &

. . (1 -1 o . . :
combinazione lineare di <2> , < 1 ) € R?. Quindi questi vettori generano R?, in
particolare R? ¢ finitamente generato.

2. Nell’esempio 2.3. abbiamo visto che, dato un sistema lineare omogeneo
A-xz =0, di ordine n, a coefficienti in un campo K, I'insieme W delle sue soluzioni
¢ un sottospazio vettoriale di K™. Vedremo in questo capitolo che W ¢ finita-
mente generato. Per trovare un insieme di generatori, si risolve il sistema lineare
esprimendo le soluzioni in funzione di alcuni parametri liberi, aysy + ... + apsg,
dove ay,...,ar € K sono parametri liberi, ed si,...,s; € K™ sono soluzioni di
A-z=0. Allora W = Span(si, ..., sk). (Si vedano i seguenti esempi.)

3. Sia W C R3 il sottospazio delle soluzioni dell’equazione 2z + vy + z = 0.

a
Ogni soluzione di tale equazione ¢ del tipo b , al variare di a,b € R.
—2a—1b
a 1 0
Osserviamo che b =al|l O | +b| 1 |. Quindi
—2a—0 —2 -1

1 0
W—Span( 01],] 1 )
—2 —1

. - o . . r+y+z= 0
4. Sia W C R3 I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo Y 0
r—z=
a
Risolvendo il sistema lineare, si trova che le sue soluzioni sono del tipo | —2a |,
a



al variare di ¢ € R. Quindi

1
W = Span | —2
1
Definizione 4. 1) I vettori vi,...,vx € V si dicono linearmente dipendenti
se esistono k scalari Ay, ..., A\ € K non tutti nulli tali che

Avr+ ..+ Agup = 0.

2) I vettori vy, ...,vx €V si dicono linearmente indipendenti se essi non
sono linearmente dipendents.

Osservazione 4. 1. Un vettore v € V ¢ linearmente dipendente se e solo se
v =0.

2. Due vettori vi,v2 € V sono linearmente dipendenti se e solo se sono pro-
porzionali tra di loro. Infatti, per definizione, essi sono linearmente dipendenti
se e solo se esistono due coefficienti A1, Ao € K, non entrambi nulli, tale che

Av1 + Aovg = 0. Se, ad esempio, Ao # 0, allora vy = —:\\—;ful. Analogamente, se
)\1 75 07 allora v = —%Uz.
3. Siano vi,...,vr € V. Se esiste un indice i € {1,...,k} tale che v; = 0,
allora v1, ..., v sono linearmente dipendenti. Per dimostrare questa affermazione
definiamo, per ogni j =1,...,k,
0, sej#1;
Aj = ' ’ 4
1, sej=1.
In questo modo Adjvi+. . .+ X101+ A0+ A 1001+ - -+ AV = v; = 0. Siccome
A1, ..., Ar non sono tutti nulli, i vettori vy, ..., v; sono linearmente dipendenti.
4. Siano vy, ...,v; € V. Seesistono due indicii,j € {1,...,k}, coni # j, tale che
v; = vy, allora vy,...,v, sono linearmente dipendenti. Infatti, se si definiscono
Al,..., A\ € K come segue,
0, sel#i,j,
=11, se =1,
-1, sel=yj,
si ottiene una combinazione lineare dei vettori vy, ..., v, a coefficienti non tutti

nulli, uguale al vettore nullo.

5. Nel caso in cui lo spazio vettoriale V sia K™, per qualche m € N, possiamo
stabilire se k vettori vy,...,vr € K™ sono linearmente dipendenti studiando un
sistema omogeneo di equazioni lineari. In particolare, se esprimiamo i vettori
v1,...,V, in componenti,

aii a12 a1k
v = : , Vo = : O : e K™,

am1 am2 Amk



allora una loro combinazione lineare si puo scrivere come segue:

ail a2 a1k
AMUL+ Xovo+ ... A\gu = N + A9 4+ A
Am1 am?2 Ak
air a2 ... Gk A
as1 Qo ... Q9 Ao
Gml Am2 ... Qmk Ak
A1
A2
= A . )
Ak
dove A = (ajj)icicm € M, ,x(K) € la matrice che ha come colonna j-ma le
1552k
componenti di v;, per ogni j = 1,...,k. Quindi vy,...,v; sono linearmente

dipendenti, se e solo se il sistema di equazioni lineari omogeneo A -z = 0 ha una
soluzione non banale.

Esempio 6. V = R3,

1 -2 1
v=12],u=| 0 |,v3=1|-1
3 1 1

Dall’osservazione precedente, v, v2, v3 sono linearmente dipendenti se e solo se il
sistema di equazioni lineari omogeneo

1 —2x9+2x3 =0
2ZE1 — I3 =0
3r1+22+23 =0
ha una soluzione non banale. Usando i metodi del precedente capitolo si vede che

tale sistema di equazioni ha un’unica soluzione, quella banale. Quindi vy, ve, v
sono linearmente indipendenti.

Il seguente risultato caratterizza insiemi di vettori linearmente dipendenti.

Proposizione 4. Dati k vettorivy,...,vx € V. Essi sono linearmente dipendenti
<= almeno uno di essi st puo esprimere come combinazione lineare degli altri vet-

tori, cioe se esiste un indicei € {1,...,k}, tale che v; € Span(vy, ..., Vi—1,Vit1,. ..

Dim. (=) Se vy, ..., v sono linearmente dipendenti, per definizione esistono dei
coefficienti Aq,..., A € K non tutti nulli, tale che

AL+ ...+ Ao =0. (2)

11



Siai € {1,...,k} tale che \; # 0. Dividendo ambo i membri dell’'uguaglianza (2)
per \; otteniamo

y A1 y Ai—1 . Ait1 y Ak y
;] — — — ) I —1 — —V—Ug+1 — oo — — k .
' Ai i P A
Quindi v; € una combinazione lineare di vy, ..., Vi1, Vi1, .., Vk.
(<) Viceversa, se v; € Span(vi,...,0—1,Vit+1,-- ., Uk), esistono dei coefficienti

Plye ooy i1y Mit1s - - -, Ug € K, tale che
Vi = @101 + oo+ Ui—1Vi—1 + Mit1Vi41 oo UEVE
Portando v; a destra di questa uguaglianza, otteniamo
M1V F o i—1Vim1 — U i1 Vig1 oo v =0,

cioeé una combinazione lineare dei vettori vq, ..., v, con coefficienti non tutti nulli
uguale al vettore nullo. Ne segue che v1, ..., v, sono linearmente dipendenti. [J

Definizione 5. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Un sottoinsieme B =
{v1,...,v,} CV & una base (finita) di V, se valgono le sequenti proprieta:

1) vi,...,v, generano V;
2) vi,...,v, sono linearmente indipendenti.

Proposizione 5. Un sottoinsieme {vi,...,v,} C V é una base di V <= per
ogni vettore v € V esistono e sono unici dei coefficienti A1, ..., \, € K, tale che
v=ANv1+ ...+ Avn. In tal caso, A1,..., A, sono le coordinate di v rispetto
alla base B.

Dim. (=) Sia v € V, poiché V = Span(vi,...,v,), esistono dei coefficienti
AM,...,A\p € K tale che v = A\v1 + ... 4+ A\yv,. Supponiamo per assurdo che
A1, ..., Ap NON siano unici, e siano 1, ..., u, € K altri coefficienti tale che v =
iU + ...+ vy Quindi

AU+ F AUy = 101 e Vs .

Da questo segue che (A — p1)v1 + ...+ (An — pn)vn, = 0. Poiché vy, ..., v, sono

linearmente indipendenti, A\; = p1,..., Ap = ln, che & assurdo.

(«<=) Viceversa, se ogni vettore di V & combinazione lineare dei vettori
V1,...,0p, allora V = Span(vy,...,v,). Per dimostrare che vy,...,v, sono lin-
earmente indipendenti, osserviamo che 0 = Ovy + ... + Ov,, e, per ipotesi, questa
¢ I'unica combinazione lineare di vy, ..., v, uguale al vettore nullo. ]
Esempio 7. 1. (Base canonica di K") Per ogni i = 1,...,n, sia e; € K™ il
vettore che ha per componente j-ma d;;, per ogni j = 1,...,n, dove

{0, sej i,
0ij = o
1, sej=1,

12



in altre parole

1 0 0
0 1 0
e = 0 s €y = 0 yeoey Ep = 0
0 0 1
Si verifica facilmente che {ey, ..., e,} ¢ una base di K", chiamata la base canonica

di K™
2. Sia K][t]4 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti in K, nella indeter-
minata ¢, di grado < d. Siccome ogni polinomio P € K|t]; € della forma P =

agt®+ ag_ 1t + ... 4 art + ag, per qualche scelta dei coefficienti ag, . .., aq € K,
K[t]q & generato dai vettori 1,t, . ..,t% Siccome aqt®+ag_1t%'+.. . +ayt+ag =0
se esolose ag =a; = ... =aq = 0, segue che {1,%,...,t%} & una base di K[t]4.

3. K]Jt] non ¢ finitamente generato. Infatti, per ogni collezione finita di polinomi
Py,..., P, € K[t], posto D = max{gr(P1),...,gr(Px)}, si ha che

Span(Pl,...,Pk) Q K[t]D 7é K[t]

Dove, per ogni polinomio P, gr(P) denota il grado di P.

5. (Base canonica di M,, ,(K)) Per ognii=1,...,m e perogni j=1,...,n,
sia F; j € My ,(K) la matrice m x n a coefficienti in K il cui elemento di posto

k, £ ¢ dato da
1, sek=iedl =7,
(Eij)ke = . o
0, sek #ioppurel #j.

Si verifica facilmente che {E; j |[i =1,...,m, j =1,...,n} ¢ una base di My, ,,(K).

Proposizione 6. Sia V' uno spazio vettoriale su K,V # {0}, e siano vy,..., v €
V wettori che generano V. Allora esiste una base B di' V' tale che B C {vy,...,v;}.

Per dimostrare questa proposizione utilizzeremo i seguenti lemmi.
Lemma 1. Siano uy,...,ug € V e sia u € Span(uy,...,us). Allora
Span(ui,...,us) = Span(uy, ..., up,u) .

Dim. (C) Questa inclusione segue direttamente dalla Osservazione 2. 2.

(2) Sia v € Span(uy,...,up,u). Per definizione di Span(ui,...,us,u), es-
istono dei coefficienti Ay, ..., Ay, u € K tali che

v =AU+ ..o+ Apug + pu. (3)

Siccome u € Span(ug,...,uy), esistono dei coefficienti aq,...,ay € K, tali che

u=aiui + ...+ agug. Sostituendo questa espressione per u in (3), otteniamo

Vo= AUl F .. Aty + pogug .+ oy
= ()\1 + ,uozl)ul + ...+ ()\g + ;L()ég)Ug .
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Quindi v si puo esprimere come combinazione lineare di u1, ..., uy, in altre parole

v € Span(uq, ..., up). O
Lemma 2. Siano uy,...,uy € V wvettori linearmente indipendenti. Sia u € V
con u & Span(uy, ..., up). Allora uy,...,ug,u sono linearmente indipendents.

Dim. Supponiamo per assurdo che uq,...,uy, v siano linearmente dipendenti.

Allora esiste una combinazione lineare
Aut + .o+ Aug +pu =0 (4)

con coefficienti A1,..., Ay, 0 € K non tutti nulli. Osserviamo che p deve nec-
essariamente essere diverso da 0, altrimenti si avrebbe Ajui + ...+ Apup = 0,
e quindi \;y = ... = Ay = 0, perché uy,...,up sono linearmente indipendenti
per ipotesi. Ma questo contraddice il fatto che Aq,..., Ay, u non sono tutti nulli.
Quindi p # 0 e, dividendo ambo i membri di (4) per u, otteniamo la seguente
uguaglianza:

A1 Ae
U=——uU] —...— —Uy.
Quindi u si puo esprimere come combinazione lineare dei vettori uq, ..., up, cioe
u € Span(uy, ..., up), che contraddice I'ipotesi u ¢ Span(uy, ..., up). O

Dimostrazione della Proposizione 6. E possibile trovare B come il sottoinsieme
di {v1,...,vx} composto dai vettori che sono scelti con il seguente procedimento.
Sia ¢ € {1,...,k} il piu piccolo indice j tale che v; # 0, allora v; € B. Notiamo
che, essendo V' # {0}, esiste un vettore vj € {v1,...,v;} tale che v; # 0. Inoltre
v; € linearmente indipendente perché # 0.

Consideriamo ora v;41. Se viy1 € Span(v;), allora v;y; & B; altrimenti v;41 €
B. Osserviamo che, nel primo caso Span(v;) = Span(v;, vi+1) (Lemma 1) e v;, v;11
sono linearmente dipendenti, mentre nel secondo caso v; e v;11 sono linearmente
indipendenti (Lemma 2).

Ora prendiamo in considerazione vy e, come per v;11, distinguiamo due casi:
se viyo € Span(v;, vi+1), allora v;1o & B; altrimenti v;49 € B. Osserviamo che,
nel primo caso Span(v;, vi+1) = Span(v;, viy1, vite) (Lemma 1), e che i vettori di
B scelti fino a questo punto sono linearmente indipendenti (Lemma 2).

Continuiamo in questo modo considerando in ordine tuttii vettori v;ys, .. ., Vk.
Quindi, per ogni ¢ € {i+3,...,k}, v;rp € Bseesolosev,yp & Span(vy, Vi1, ..., Vite—1).
Alla fine di questo procedimento, B ¢ composta dai vettori wq,...,w, €
{v1,...,vx}. Per come sono stati scelti, wy, ..., w, sono linearmente indipendenti,
e sono dei generatori di V', quindi B € una base di V. ]
1 2 5
. . 2 1 4 4 .
Esempio 8. Sia V = Span | v1 = ol 2=111=1, C R*. Vogliamo
2 0 2

trovare una base B di V seguendo il procedimento della dimostrazione della
Proposizione 6.
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Siccome vy # , poniamo v; € B. Ora osserviamo che vo ¢ Span(vy),

0
0
perché ogni vettore appartenente a Span(v;) ha come terza componente 0. Quindi
v9 € B. Adesso consideriamo v3. Si vede facilmente che vs = v1 +2v9, quindi v3 €
Span(vi, v2). Per il Lemma 1, V' = Span(vi,ve). Poiché v1, vy sono linearmente
indipendenti, B = {v1, v2}.

Osserviamo che {vj,v2} non & l'unica base di V composta da vettori di
{v1,v2,v3}. Ad esempio {v1,v3} e {v2,v3} sono delle basi di V' contenute in
{Ul, V2, U3}.

Corollario 1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Se V ¢é finitamente generato e
diverso dallo spazio vettoriale banale {0}, allora ha una base finita.

Dim. Siccome V & finitamente generato, esistono vy,...,v; € V, tali che V =
Span(vi,...,vx). Poiché V' # {0}, per la Proposizione 6 esiste una base B di V,
con B C {vy,...,vx}. O

Proposizione 7 (del completamento). Sia V' uno spazio vettoriale finitamente
generato su un campo K. Siano vi,...,vp € V vettori linearmente indipendents.
Allora esiste una base B di V tale che {vq,...,vp} C B.

Dim. Per ipotesi V ¢ finitamente generato, quindi esistono dei vettori uq, ..., u;, €
V' che generano V. Notiamo che anche i vettori vy, ..., vg, u1, ..., Uy generano V,
ed inoltre V' # {0} perché contiene i vettori linearmente indipendenti vy, ..., vg.
Applicando il procedimento della dimostrazione della. Proposizione 6 ai vettori
Vlyeve, Vg, UL, - - ., Uy troviamo una base B di V, e siccome v, ..., v sono linear-
mente indipendenti, vy, ..., v € B. O

Esempio 9. Siano dati i seguenti vettori di R*:

cR*.

=W N =

1
0

V1 = 1 ) V2 =
0

Si verifica facilmente che v, v2 sono linearmente indipendenti. Vogliamo com-
pletare vq, vy fino ad ottenere una base di R*. A tale scopo consideriamo i vettori
e1, es, e3, e4 della base canonica di R%. Procedendo come nella dimostrazione della
Proposizione 6, estraiamo dall’insieme {v1, va, €1, €2, €3, €4} una base B di R*. Sic-
come vy e vy sono linearmente indipendenti, vy, v € B. Ora consideriamo e;. Si
verifica direttamente che e; ¢ Span(vy,v2), quindi e; € B. Poi consideriamo es.
Da una verifica diretta si vede che es & Span(vy, v, e1), quindi ez € B. Passiamo
ora ad e3. Si ha che eg € Span(vy,v9, €1, e2), quindi e ¢ B. Infine si verifica che
eq4 € Span(vy,vg,e1,es), quindi eq € B. Concludiamo che B = {vy,v9,e1,e3} €
una base di R* che contiene i vettori v; e vs.
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Proposizione 8. Sia V wuno spazio vettoriale sul campo K. Se V ha una base

formata da n vettori, allora, Ym > n, e per ogni scelta di m vettori wy, ..., Wy, €
V', si ha che w,...,w, sono linearmente dipendenti.
Dim. Per ipotesi esiste una base {v1,...,v,} di V composta da n vettori. Per
ogni j = 1,...,m, esprimiamo il vettore w; come combinazione lineare dei vettori
di questa base:
Wi = a1V + ...+ QpjUp, (5)

dove aqj,...,a,; € K.

Consideriamo ora una combinazione lineare dei vettori w1, ..., Wy, Ajwy +
... F AWy, Sostituendo in questa combinazione lineare le espressioni di wy, . .., wy,
in (5), otteniamo:

MWy + Aqwa + ...+ AWy, = )\1(@111)1 + ...+ anlvn) +

Ao(a1ov1 + ... 4 apnovn) + ... +
Am(@1mv1 + ...+ apmvn)

(Arai1 + Aeai2 + ... + Apaim)v1 +
(AMag1 + Aoaga + ... + Amagm)ve + ... +
(Mant + Aoan2 + - .. + An@pm ) Vn, -

Siccome vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, Ajwy + Aswa +. ..+ Apw, =0
se e solo se
a1iM +apAs+...+aimAn =0

a1\l +agro + ... +aspAm =0 (6)

ApiAl + anodo + ...+ apmAm = 0.

Ora osserviamo che il sistema di equazioni lineari omogeneo (6) ha delle soluzioni
non banali, poiché m > n. Infatti, trasformandolo in un sistema di equazioni
lineari equivalente con matrice dei coefficienti a scala, dalla condizione m > n
si deduce che ci sono delle variabili libere, quindi basta assegnare a qualcuna di
queste variabili libere dei valori # 0.

Concludiamo quindi che w1, ..., w;, sono linearmente dipendenti. ]
Teorema 1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Siano {v1,...,v,} e
{w1,...,wn} due basi di V. Allora n = m.

Dim. Poiché {v1,...,v,} € una base di V, e wy,...,wy, sono linearmente in-
dipendenti, usando la Proposizione 8 segue che m < n. Analogamente, dal fatto
che {wy,...,wy,} & una base, e siccome vy, ..., v, sono linearmente indipendenti,
si ha che n < m. Quindi n = m. O

Definizione 6. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su un campo
K. Sidefinisce dimensione di V', dim(V'), come seque: dim(V) =0 se V = {0};
altrimenti dim(V') ¢é il numero degli elementi di una (e quindi di ogni) base di V.
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Esempio 10. 1. 1. dim(K"™) = n, poiché la base canonica di K™ ha n vettori.

2. dim(K[t]q) = d+1. Infatti abbiamo visto che i monomi 1,¢,2, ..., t? formano
una base di K|[t]g.

3. dim(M;, ,(K)) = m - n, poiché una base di M, ,(K) ¢ formata dalle matrici
Eij,coni=1,....m,j=1,...,n

Proposizione 9. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n > 0 sul campo K.

Siano vi,...,v, € V vettori linearmente indipendenti. Allora {vi,...,v,} € una
base di V.
Dim. Siccome dim(V) = n, V ¢ finitamente generato. Siccome vy, ..., v, sono

linearmente indipendenti, dalla Proposizione 7 esiste una base B di V tale che B D
{v1,...,vp}. Se per assurdo fosse Span(vi,...,v,) # V, allora B # {v1,...,v,}.
Quindi B conterrebbe almeno n + 1 elementi, e di conseguenza dim(V') > n + 1.
Questo ¢ assurdo perché, per ipotesi, dim(V) = n. L’assurdo e stato generato
dall’aver supposto Span(v,...,v,) # V. Quindi deve valere Span(vy,...,v,) =
V, e quindi {vy,...,v,} & una base di V. O

Proposizione 10. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato sul campo
K. Sia W C 'V un sottospazio vettoriale di V. Allora valgono le sequenti affer-
mazions:

i) W é finitamente generato e dim(W) < dim(V);
i) W=V <<= dim(W)=dim(V).

Dim. 1) Se W non fosse finitamente generato, per ogni k € N esisterebbero
k vettori wy,...,w; € W linearmente indipendenti (Lemma 2). Siccome W &
sottospazio vettoriale di V', wy,...,w, € V sono linearmente indipendenti in V.
Tuttavia, dalla Proposizione 8, segue che wy, ..., wy sono linearmente dipendenti
se k > dim(V'), da questo si deduce una contraddizione. Quindi W ¢ finitamente
generato.

Dimostriamo ora che dim(W) < dim(V). Se W = {0}, allora dim(W) = 0,
quindi dim(W) = 0 < dim(V'). Supponiamo quindi W # {0}, e sia {w1, ..., wn}
una base di W (che esiste per il Corollario 1), m = dim(WW). Osserviamo che
w1, ..., W, € V sono linearmente indipendenti, quindi dalla Proposizione 7 esiste
una base B di V tale che {wy, ..., wp,} C B. Da questo segue che m < dim(V).

ii) (=) Se W =V, allora chiaramente dim(W) = dim(V).

(«<=) Viceversa, supponiamo che dim(W) = dim(V'). Se per assurdo fosse W #
V, allora per la Proposizione 7 esisterebbe una base di V' composta da un numero
di vettori > dim(W). Da cui segue che dim(V) > dim(W), che & assurdo. O

Teorema 2 (Formula di Grassmann). Sia V' uno spazio vettoriale finitamente
generato sul campo K. Siano U, W CV due sottospazi vettoriali di V. Allora

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

In particolare, la somma U+ W ¢ diretta <= dim(U+ W) = dim(U) +dim(W).
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Dim. Sia {vy,...,v;} una base di UNW. Completiamo i vettori vy, ..., v a base
di U, {vi,...,05,u1,...,un}, ed a base di W, {v1,..., v, w1,...,w,}. Quindi,
con questa notazione, dim(U N W) = k, dim(U) = k + m, e dim(W) = k + n.
Dobbiamo dimostrare che dim(U + W) = k + m + n. A tale scopo e sufficiente

provare che {vi,..., Uk, U1, .., Up,W1,..., W, } & una base di U + W.

Iniziamo dimostrando che U + W = Span(vi, ..., Uk, UL, ..., Upm, W1, ..., Wy).
Per definizione di somma di due sottospazi vettoriali, ogni vettore v € U + W ¢
della forma v = u + w, con u € U e w € W. Poiché {vi,...,vp,ur,...,un} €
base di U, esistono dei coefficienti ay,...,ag,b1,...,b, € K, tale che

U=a1v1+...+apvr +biur + ... + bty .

Analogamente

w:allvl+...+a§€vk+clw1+...+cnwn,
con ay,...,a,ci,...,c, € K. Quindi
v o= u+w

= av1+...+apvr +biur + ...+ by, +
a’1v1+...+a§€vk+clw1+...+cnwn
= (a1 +a))vi + ...+ (ar + ay)vk + biug + ...+ bty + crwy + ... + Cpwy, -

Da questo segue che vy,...,vg, U1, ..., Uy, Ww1,...,w, generano U + W.
Per dimostrare che vy, ..., vk, U1, ..., Um, W1, - . . , Wy sSoNO linearmente indipen-
denti, consideriamo una loro combinazione lineare

a1v1 + ... +apvp +biug + ..+ bt + crwr + ..+ cpwy, (7)

e supponiamo che essa sia = 0. Vogliamo concludere che i coefficienti sono tutti
nulli, a1 = ... = ap = by = ... =by, =¢1 = ... = ¢, = 0. A tale scopo,
denotiamo con v = ajvy + ...+ agvg, con u = bjuy + ...+ bpuy, € con w =
cqwi + ...+ cuwy. Quindi la (7) diventa

v+u+w=0. (8)

Adesso osserviamo che w € W e che v4+u € U. Dalla (8) segue che w = —v—u €
U, quindi w € U NW. Da questo segue che ¢y = ... = ¢, = 0, e di conseguenza
abbiamo che ajvi+. . .+agvg+biui+. . .+bnuy, = 0. Poiché vy, ..., v, w1, ..., Uy
sono linearmente indipendenti, concludiamo che ay = ... =ap=b1=... =b,, =

0. O

Proposizione 11. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato sul campo K.
Sia U C V' un sottospazio vettoriale di V. Allora esiste un sottospazio vettoriale
W CV tale che

V=UsoW.
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Dim. Poiché V e finitamente generato, lo € anche U, quindi ha una base finita
{ui,...,um}. I vettori ui,...,un, considerati come vettori di V, sono linear-
mente indipendenti, quindi dalla Proposizione 7 esiste una base B di V' che con-
tiene uqp,...,Un,. Sia essa B = {ui,...,um,wy,...,w,}. Allora basta porre
W := Span(wy, ..., wy,). Osserviamo che UNW = {0} e che V = U + W, quindi
V=UpW. O
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