3 Applicazioni lineari e matrici

3.1 Applicazioni lineari

Definizione 3.1 Siano V e W dei K—spazi vettoriali. Una funzione® f:V — W ¢ detta
applicazione lineare se:

i) Vu,veV, siha flu+v)=f(u)+ f(v);
i) VaeK,VveV, siha flav)=af(v).
Osservazione 3.2 Le due condizioni nella Definizione 3.1 equivalgono alla sequente condizione:

i41) Vv, weV,Va,f e K flav + pw) = af(v) + Bf(w).

Infatti le condizioni i) e ii) sono casi particolari di iii): i) si ottiene ponendo o = 3 =1 e ii)
ponendo 3 = 0. La condizione iii) seque da i) e ii) perché per i) f(av + pw) = f(av)+ f(fw)
e per ii) f(aw) + f(Bw) = af(v) + Bf(w).

Lemma 3.3 Data una applicazione lineare f: V. — W abbiamo che
f(Ov) =Ow.

Dim. Infatti f(Ov) = f(O . Ov) =0- f(Ov) = 0w . |

3.2 Esempi

3.2.1 Applicazione delle coordinate

Sia V' un K—spazio vettoriale con base B = {v1,...,v,}. Chiamiamo applicazione delle coordi-
nate 'applicazione

Fg: V. — K"
a1

Qp,

*Supponiamo noto il concetto di funzione (o applicazione) da corsi precedenti.
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3. Applicazioni lineari e matrici

che associa ad un vettore v = ajv1 + -+ + a,v, € V le sue coordinate *(aq, ..., a,) rispetto
alla base B. Si verifica che Fg ¢ un’applicazione lineare.

i) Compatibilita con +:
Siano u,w € V, che possiamo scrivere come combinazione lineare dei vettori di B:
u=ov;+ - +a,v, (o €K)
w:ﬁlvl+"'+ﬁnvn (ﬁ’LEK)

Allora abbiamo che

Fs(u) = Yay,..., o)

Fe(w) = Y(B1,..., )

Dunque
FB(U) + FB(’IU) = t((al + ﬁl), ceey (Oén + ﬁn))

Inoltre abbiamo che (u + w) = (o + B1)v1 + -+ + (n + Bn)vn €, per definizione, risulta
Fp(u+w) = "((a1 + B1), ..., (an + B)). Abbiamo cosi provato che

Fg(u) + Fp(w) = Fg(u + w).

ii) Compatibilita con - :
Sia z € K. Allora Vu € V, che possiamo scrivere come combinazione lineare dei vettori di
B:
u=oav1+ - +apv, €V

percio
Fg(u) = t(al, cey Q)
2Fg(u) = Y(zaq, ..., zam)
Inoltre zu = zayvy + -+ - + zauv, e Fg(zu) = Y(zaq, ..., za,). Dunque risulta
Fp(zu) = zFp(u).
Concludiamo che Fp ¢ applicazione lineare. |

3.2.2 Applicazione nulla e applicazione identica

Siano V e W K—spazi vettoriali. Chiamiamo applicazione nulla ’applicazione

o: vV — W
v — Ow

Dato V' K—spazio vettoriale, definiamo applicazione identica

Id: v — V

v = v
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3.2.3 Applicazione del prodotto per matrice: L4

3.2.3 Applicazione del prodotto per matrice: L4

Sia A € M},»,,(K) una matrice con h—righe e n—colonne. Denotiamo con Al,... A" le colonne
di A. Definiamo

Ly: K" — K"
1 a11x1 + -+ a1y
. 1 (3.1)
— : =A'x1+---+ A"z,
Tn ap1T1 + -+ apnTy

Allora L 4 & un’applicazione lineare. Infatti, dati ‘(x1,...,2,) e *(y1,...,yn) € K" ed a e 8 € K,

La(et(z1,...,zn) + B (Y1, yn)) = La("(ax1 + Byr, ..., anZp + Buyn))
= A1<a$1 +By1) + -+ + A" (axn + Byn)
= oz(Alml 4o+ Alxy) —l—ﬁ(Alyl 44 Ayp)
= aLA(t(xl, . ,xn)) +ﬁLA(t(yl, ... ,yn))

3.2.4 Derivazione di polinomi

Dato K][z],, definiamo l'operazione di derivazione di polinomi come ’applicazione

dj
dx

Lasciamo al lettore la verifica della linearita di tale applicazione.

3.3 Nucleo ed immagine di applicazionti lineari

Definizione 3.4 Sia f: V — W wun’applicazione lineare con V,W K—spazi vettoriali. Chiami-
amo

e nucleo (o kernel) di f insieme ker f = {v €V : f(v) =0}; si haker f CV;
o immagine di f Uinsieme Imf ={w e W :Jv eV : f(v) =w}; si halm f CW.

Osservazione 3.5 Sia T:V — W un’applicazione lineare di K—spazi vettoriali. Allora si ha

T <Z aivi> = ZO@T(’UZ)

Quindi T(L (v, ...,v,)) ={T(v) :v € L (v1,...,05)} = L(T(v1),...,T(vy)). Se 'V é finitamente
generato, ImT" & un sottospazio vettoriale di W finitamente generato.
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3. Applicazioni lineari e matrici

Lemma 3.6 Sia f: V — W applicazione lineare di K—spazi vettoriali. Allora ker f ¢ sot-
tospazio vettoriale di V e Im f ¢ sottospazio vettoriale di W.

Dim. Iniziamo con il nucleo di f. Grazie a 3.3 abbiamo che 0y € ker f e quindi ker f # (). Se
a,b € ker f, allora

fla+b)=f(a)+ f(b)=0+0=0
e quindi @ + b € ker f. Inoltre, dati k € K e a € ker f, abbiamo
f(ka)=Fkf(a) =k0=0

e dunque ka € ker f. Concludiamo che ker f C V' & sottospazio.

Per quanto riguarda I'immagine di f, grazie a 3.3 sappiamo che f(0y) = Oy e quindi
Ow € Im f. Datia e b € Im f esistono w e v € V tali che a = f(v) e b = f(w). Cio implica
che

a+b= f(v)+ f(w) = f(v+w)

e quindi @ + b € Im f. Inoltre, dato k € K e a € Im f e dato v € V tale che a = f(v), vale
ka = kf(v) = f(kv)

e quindi ka € Im f. Concludiamo che Im f C W e sottospazio. |

Definizione 3.7 Siano V e W K—spazi vettoriali e sia f: V — W wun’applicazione lineare.
Chiamiamo

o nullita di f la dimensione dello spazio vettoriale ker f;

e rango di [ la dimensione dello spazio vettoriale Im f.

Lemma 3.8 Siano V e W K—spazi vettoriali e sia f: V — W un’applicazione lineare. Valgono
le sequenti relazioni:

i) f é suriettiva se e solo se Im f = W;

ii) f ¢é iniettiva se e solo se ker f = {0}.
Dim.

i) e ovvia;

ii) Per quasiasi f sappiamo che f(0y) = Oy grazie al Lemma 3.3. Se v € ker f allora f(v) =0
e quindi f(v) = Oy = f(Oy). Ora, se f ¢ iniettiva segue che ker f = {0y }. Viceversa se
u,v € V sono tali che f(v) = f(u) allora f(v —u) = Oy e quindi u — v € ker f. Percio
u — v = 0y e dunque u = v, ovvero la tesi.

Proposizione 3.9 Siano V e W K—spazi vettoriali e sia f: V. — W un’applicazione lineare.
Allora valgono le sequenti affermazioni:
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3.3 Nucleo ed immagine di applicazioni lineari

i) f & iniettiva se e solo se manda vettori linearmente indipendenti in vettori linearmente
indipendenti;

it) f € suriettiva se e solo se manda sistemi di generatori in sistemi di generatori.

Dim.

i) Dimostriamo l'implicazione diretta. Siano {wvi,...,v,} linearmente indipendenti: allora
> a;v; = 0 se e solo se o; = 0 per ogni 4. Per la linearita di f, abbiamo che

Zalf(vz) =0 — f (Z Odi’vi> =0

ovvero » . a;v; € ker f. Poiche f & iniettiva, segue che ), a;v; = 0 e quindi a; = 0. Segue
che {f(v1),..., f(vn)} sono linearmente indipendenti.

Dimostriamo I'implicazione inversa. Se v #% 0 allora v € linearmente indipendente. Quindi
{f(v)} & linearmente indipendente per ipotesi. Poiche f(v) # 0 (Lemma 3.3) segue che
v ¢ ker f. Pertanto ogni v # 0 non appartiene a ker f: segue che ker f = {0}, ovvero f &
iniettiva.

ii) Dimostriamo 'implicazione diretta. Per ogni w € W esiste v tale che f(v) = w. Sia
{v1,...,v,} un sistema di generatori. Allora

w=f(v)=f (Zaivi> = Zaif('vi) =w

ovvero {f(vi1),..., f(v,)} € un sistema di generatori.

L’implicazione inversa & ovvia.

Corollario 3.10 Dati V e W K—spazi vettoriali, un’applicazione lineare f: V. — W ¢ biiettiva
se e solo se manda basi in basi. In tal caso, dimV = dim W.
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3. Applicazioni lineari e matrici

3.4 Teorema di Nullita pitt Rango

Teorema 3.11 (Nullita pitt Rango) Siano V e W K—spazi vettoriali, V' abbia dimensione
finita e sia f: V — W un’applicazione lineare. Allora ker f e Im f hanno dimensione finita e

dimV = dimker f + dim Im f.

Dim. Poiche V ha dimensione finita anche ker f C V e Im f (per I’Osservazione 3.5) hanno
dimensione finita.

Sia {vi,...,vs} una base di ker f: la completiamo ad una base {vi,...,v,} di V. Per
dimostrare il teorema ¢ sufficiente mostrare che {f(vsy1),..., f(v,)} € base di Im f, perche cosi
risulta dimIm f = n — s, cioe la tesi. Innanzitutto notiamo che {f(v1),..., f(v,)} & un insieme
di generatori di Im f , perche

Im f = f(L(v1,..,00)) = L(f(v1),-., f(vn)) = L(f(Vs41),- -+, fvn)),

poiche wvi,...,vs € ker f. Basta quindi mostrare che f(vsy1),...,f(v,) sono linearmente
indipendenti. Ponendo una loro combinazione uguale a 0 si ha:

n n
0= Z ajf(vj) = f Z ajvj
j:3+1 _]=S+1
percido v = 7. a;jv; € ker f. Quindi si puo scrivere v = Y77, f;v; quindi
n S

> =) Bwi=0

j=s+1 i=1
da cui segue che tutti gli o; (e i §;) debbono essere 0, perche {v1,...,v,} € una base di V

Corollario 3.12 Siano V e W K—spazi vettoriali, con dimV = dimW e sia f:V — W
un’applicazione lineare. Allora f é iniettiva se e solo se [ ¢ suriettiva.

Dim. f & iniettiva se e solo se ker f = {0}, ovvero se e solo se dimker f = 0. Per il Teorema
di nullita piu rango (3.11) cio accade se e solo se dim V' = dim Im f, cioé se e solo se dim W =
dimIm f. Ma Im f C W: dunque per il Teorema 2.23 se e solo se W = Im f, ovvero f &
suriettiva. |

3.4.1 Nullita e rango di matrici

Definizione 3.13 Se A € M}, (K). Definisco

i) il rango per righe di A, denotato rg,(A), come la dimensione del sottospazio di K™
generato dalle righe di A.
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3.5 11 Teorema di Rouché Capelli e sue applicazioni

ii) il rango per colonne di A, denotato rg.(A), come la dimensione del sottospazio di K"
generato dalle colonne di A.

i) la nullita di A, denotata null(A), come la nullita di La: K* — K" (definita come in 3.2.3),
ossia dimker L 4.

Definizione 3.14 Sia A € My«,(K). Definiamo matrice trasposta di A la matrice 'A €
Mnxh(K> tale che (tA)l‘j = (A)]z

Osservazione 3.15 Per definizione si ha ImLy = L (Al,...,A”) dove A',... A" sono le
colonne di A. Il rango per colonne di A é quindi uguale a dimIm L4 e coincide con il mas-
simo numero di vettori linearmente indipendenti nell’insieme {A',..., A"} per il Teorema di
estrazione di base 2.19. In particolare, rg. A < h grazie alla Proposizione 2.22.

Similmente, il rango per righe di A ¢ il massimo numero di righe linearmente indipendenti
di A e vale rg, A < n.

Risulta dal Teorema 3.11 che nullita e rango di A sono legate dalla egquaglianza null(A) +
rg. A =n.

Sia A € My« (K) la trasposta di A. Osserviamo che le righe di *A sono le colonne di A e
le colonne di 'A sono le righe di A. In particolare quindi:

rgT(tA) = rgc(A) rgc(tA) = rgr(A)'

3.5 Il Teorema di Rouche Capelli e sue applicazioni

Sia K un campo. Chiamiamo sistema di m—equazioni nelle incognite X1i,..., X, un sistema
della forma

ann X1 + -+ apX, = b

am1 X1 + - + apnXn = bn

Scriveremo un tale sistema nella forma matriciale Ax = b ove A = (aij) € M, xn(K),

X by
T = : b= :
Xn b

Definiamo A la matrice incompleta associata a ¥ e definiamo la matrice (A|b) € My (nt1) (K),
ottenuta da A aggiungendo la colonna b, la matrice completa associata a . Un sistema e
detto omogeneo se b = 0.

Diciamo che il sistema ¥ ha soluzione o & risolubile se esiste o = (v, ..., a,) € K" che sia
soluzione simultaneamente di tutte le equazioni date ovvero tale che Ao = b. Scriviamo Sol(X)
o Sol(A, b) per I'insieme delle soluzioni di 3.
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3. Applicazioni lineari e matrici

Definizione 3.16 Sia V un K spazio vettoriale. Un sottospazio affine a V' di dimensione k
e un sottoinsieme della forma

vo+ W ={veV]jv=vy+w perwe W}
dove W & un sottospazio vettoriale di V di dimensione k e vg € V.

Teorema 3.17 (di Rouché Capelli) Sia dato il sistema di m equazioni in n incognite Ax =
b. Allora:

i) il sistema é risolubile se e solo se rg.(A) = rg.(A|b);

it) 'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato Sol(A, 0) coincide conker L4 (vedere
§3.2.3) ed é un sottospazio vettoriale di dimensione n —r conr =rg.(A);

i) se il sistema Ax = b ¢é risolubile, allora, data una soluzione particolare oy € K", l'insieme
delle soluzioni Sol(A, b) é il sottospazio affine di dimensione n —r definito da

Sol(A,b) = ap + Sol(A4, 0)

Dim.

i) Ricordiamo che a@ € K" ¢ soluzione di Az = b se e solo se a1 A' + -+ + @, A" = b dove
Al ... A" sono le colonne di A. Il sistema Ax = b & percid risolubile se e solo se b &
combinazione lineare delle colonne di A, cioe se e solo se b € L (Al, . ,A”), cioe se e solo
se

dim £ (A',...,A") =dim £ (A',..., A", D).
Tuttavia, per definizione abbiamo che

dim £ (4',..., A") = rg.(A) dim £ (A',..., A", b) = rg.(Alb)

ii) Per definizione La(a) = Aa, quindi Sol(A,0) = ker L4 e inoltre Im L4 & generato dalle
colonne di A percido dimIm Ly = rg.(A). Quindi, per il teorema della nullita piu rango,
abbiamo che

n = dimker L4 + dimIm L4 = dim Sol(4, 0) + 7.

iii) Sia ora ap € K" una soluzione di Az = b. Mostriamo che
Sol(A,b) C ag + Sol(A, 0)

Per ogni o € Sol(A,b) abbiamo che A(a — ap) = b — b = 0 e quindi @ — g € Sol(A4,0).
Viceversa, dato w € Sol(A4, 0) abbiamo che A (ap +w) =b— 0 = b e quindi

o + Sol(A,0) C Sol(A,b)

Dalle due inclusioni appena dimostrate segue la tesi.
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3.5 11 Teorema di Rouché Capelli e sue applicazioni

Corollario 3.18 Dato un sistema lineare AX = b, lo spazio delle soluzioni é un sottospazio
vettoriale di K" se e solo se b =0 ovvero se e solo se il sistema é omogeneo.

Dim. Se Sol(A,b) & un sottospazio vettoriale allora 0 € Sol(A,b). In particolare, A0 = b.
Poiche ¢ A0 = 0 ho quindi b = 0.

Viveversa se il sistema & omogeneo, segue allora dal Teorema di Rouche Capelli 3.17 che
Sol(A, 0) ¢ un sottospazio vettoriale di K. [ |

Proposizione 3.19 Data una matrice A € My, (K) vale rg,(A) = rg.(A) < min{h,n}.

Dim. La seconda disuguaglianza della tesi segue dalla Osservazione 3.15. Osserviamo che
basta dimostrare che rg.(D) < rg,(D) per ogni matrice D. Infatti per D = A otteniamo
rg.(A) <rg.(A) e per D ='A otteniamo, grazie alla Osservazione 3.15:

rg,(A) =rg.("A) <rg,('A) = rg.(A).

Resta da dimostrare che rg.(A) < rg,(A) per ogni matrice A. Siarg,(A) =r esia B € M, «,(K)
le cui righe sono ottenute prendendo r righe linearmente indipendenti di A. Osserviamo che ogni
altra riga di A & combinazione lineare delle righe di B e quindi le matrici A e B definiscono
sistemi lineari omogenei equivalenti, ovvero Sol(A4,0) = Sol(B, 0).

Consideriamo le applicazioni lineari gia note L4: K* — K" e Lg: K* — K. 1l nucleo di
Ly (risp. di Lp) coincide con Sol(A4, 0) (risp. con Sol(B,0)). Quindi ker(L4) = ker(Lpg). Per il
teorema di nullita piu rango applicato ad L4 abbiamo:

dimImL4 =n — dimker L 4.

Ma (n — dimker L4) = (n — dimker Lp) in quanto ker L4y = ker L. Applicando ancora il
teorema di nullita piu rango ad Lp abbiamo che

n —dimker Lp = dimImLp.
Poiché ImLg C K" abbiamo che dimImLpg < r. Concludiamo che
rg.(A) =dimImLs <r =rg,.(A)

ovvero la tesi. [}
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3. Applicazioni lineari e matrici

3.6 Lo spazio vettoriale delle applicazioni lineari.

Definizione 3.20 Siano V' e W K—spazi vettoriali. Definiamo Hom(V, W) linsieme delle
applicazioni lineari (omomorfismi) da V-a W. Ovvero,

Hom(V, W) =4 {f: V — W f applicazione lineare }

Lemma 3.21 Siano V e W K—spazi vettoriali. Allora, Hom(V, W) ¢é un sottospazio vettoriale
di F(V,W).

Dim.  Verifichiamo che le condizioni della Definizione 1.6 siano soddisfatte. Osservo che
Hom(V,W) # (. Infatti, 'applicazione 0: V. — W definita da v — Oy & una applicazione
lineare. Ricordiamo che questo € I'elemento neutro di F(V,W). Se f: V — W & una appli-
cazione lineare ed a € K allora la funzione af: V. — W, definita da v — «f(v), & ancora
lineare. Infine, se f e g: V — W sono applicazione lineari, la funzione f + g: V — W, definita

da v — f(v) + g(v), & ancora lineare. Lasciamo queste verifiche al lettore.
|

Definizione 3.22 Sia V un K—spazio vettoriale. Si dice spazio vettoriale duale di V lo
spazio V* = Hom(V,K).

Lemma 3.23 Siano U, V e W K—spazi vettoriali. Siano f € Hom(U,V) e g € Hom(V,W).
Allora g o f € Hom(U, W).

Dim. Abbiamo la compatibilita rispetto alla somma:

(goflla+b)=yg(fla+b))=g(f(a)+ f(b) = (g0 f)(a)+ (g0 f)(b)

e la compatibilita rispetto al prodotto per scalare:

(9o f)(ka) = g(kf(a)) = k(go f)(a).

Dunque g o f € Hom(U, W). |
Proposizione 3.24 Valgono le sequenti proprieta:
e (assoctativita) se f € Hom(U,V), g € Hom(V,W) e h € Hom(W, Z) allora:
ho(gof)=(hog)of
o (distributivita) se f e g € Hom(V, W), h € Hom(W, Z) e s € Hom(U, V) allora:
(f+glos=fos+gos e ho(f+g)=hof+hog

La verifica e lasciata al lettore.
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3.7 Matrici e applicazioni lineari.

3.7 Matrici e applicazioni lineari.

Teorema 3.25 (Teorema di esistenza e unicita dell’applicazione lineare) SianoV e W
K—spazi vettoriali. Sia {v1,...,v,} una base di V e siano wi,...,w, € W. Allora esiste
un’unica applicazione lineare T:V — W tale che T(v1) = wq, ..., T(v,) = wy,.

Dim. Dimostriamo 'esistenza di T'. SiaT: V — W esia v € V. Grazie al lemma 2.13 esistono
unici a1, ... o, € K tali che v = ), a;v;. Definiamo allora

def
T(’U) = Z o;W; .
%

Mostriamo che T ¢ lineare. Se a e b € V scriviamo a = ), a;v; e b= ). f;v;. Allora,

T (ya+db) =T (Z(’W + 5,&)%) = (yai+ 6p;)w; =

)

)

=) aiw;+6 Y Bw; =~T(a) + 0T (b)

Infine, come richiesto, abbiamo che T'(v;) = T(0vy + -+ - + v; + - - - + 0vy,) = w;.
Dimostriamo ora 'unicita di T'. Siano F': V — W un’altra applicazione lineare tale che per
ogni i valga F(v;) = w;. Se v € V, scriviamo v = ), ayv;. Allora,

F(v) = Z o F(v;) = Z w; = Z o T(v;) = T(v)
ovvero F' =1T. [ ]

Osservazione 3.26 Come consequenza del teorema 3.25 si ha che, per determinare in modo
unico un’applicazione lineare, é sufficiente fissare 'tmmagine di una base di V.

3.7.1 Matrice associata ad una applicazione lineare.

Siano V' e W dei K—spazi vettoriali. Sia B = {vi,...,v,} una base di V esia C = {wy,...,wp}
una base di W. Data una applicazione lineare f: V — W chiamiamo matrice associata ad f
rispetto alle basi 5 e C la matrice

le cui entrate sono definite da
f(vi) = aywi + -+ - + apywy,.

Ovvero la colonna i-esima di ¢Mg(f) ¢ composta dalle coordinate dell’immagine f(v;) dell’
i-esimo vettore della base B di V' tramite f rispetto alla base C di W.
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3. Applicazioni lineari e matrici

Esempio 3.27 Sia n un intero positivo. Sia A € My,xn(K) e sia La: K" — K™ Uapplicazione
lineare *(a1,...,apn) — A -aq,...,a,) come in §3.2.3. Sia Canp la base canomnica di K"
e Canm la base canonica di K™ . Allora, ¢,, . Mc,, ,(La) = A. Infatti, la i-esima colonna
di CopnMcy, .(La) € definita dalle coordinate rispetto a Canm dell’immagine tramite L dell’
i-estmo elemento di Copnn. Ovvero coincide con A - e; che é I’ i-esima colona di A.

Osserviamo che lapplicazione nulla 0 : K™ : K™ corrisponde alla matrice con tutte le entrate
nulle e che lapplicazione identica su K™ corrisponde alla matrice

1 0 ... ... 0
0 1
I, = ,
1 0
0 0 1

la matrice n x n che ha 1 sulla diagonale e 0 altrove.

Lemma 3.28 Siano V e W K—spazi vettoriali di dimensioni n ed m rispettivamente e con
basi A e B. Allora, data una applicazione lineare f: V. — W, con matrice rappresentativa
A = gM(f) rispetto alle basi A e B, sia ha il sequente diagramma commutativo

cioé
FBOf:LAOFA.

Dim. Verifichiamo 'uguaglianza
Fpof=LaoFu

applicando le funzioni ai vettori della base A := {v1,...,v,} di V. Per il Teorema 3.25, con-
cludiamo che I'uguaglianza vale per ogni vettore. Ricordando la definizione di matrice associata
valutiamo

(Fgo f)(v;) = Fp(f(vj)) = Fi (Z ai’“’i) = A,

Inoltre abbiamo che
(La o Fa)(v;) = La(Fa(vj)) = Laej = A7

Da queste segue 'uguaglianza voluta ed otteniamo quindi la tesi. |

Proposizione 3.29 L’applicazione ¢Mp: Hom(V,W) — Mpx,(K) é lineare e biettiva. In
particolare, dim Hom(V, W) = dim V' - dim W.
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3.7.2 Composizione di applicazioni lineari e prodotto di matrici.

Dim. Ricordiamo che la struttura di K—spazio vettoriale su Hom(V, W) e definita nel Lemma
3.21 mentre la struttura di K—spazio vettoriale su M}, (K) ¢ definita in §1.3. Osserviamo
intanto che ¢ Mp € biettiva. Infatti, data una matrice A = (i;) € My xn(K), segue dal Teorema
3.25 che esiste un’unica applicazione lineare g: V. — W tale che g(v;) = ajw; + -+ + ap;wy,
ovvero tale che ¢ Mp(g) = A.

Resta da mostrare che ¢ Mp ¢ lineare. Siano fe g€ Hom(V,W)ed a, 5 €Ke

cMp(f) = (aij) e cMp(g) = (bij)

Allora, (af + Bg)(vi) = af(v;) + Bg(vi) per definizione di somma e prodotto per scalare in
Hom(V, W). Quindi abbiamo che:

(af + ﬂg)('vz) = (aali + ﬁbh‘)wl + -+ (ozahi + ﬂbhi)wh

ovvero ¢ Mp(af + Bg) = acMg(f) + BeMp(g) per definizione di somma e prodotto per scalare

Ssu Mth(K).
L’asserzione sulla dimensione segue dal fatto che dim M}y, (K) = h - n come mostrato in
§2.2.3 e che spazi vettoriali isomorfi hanno uguale dimensione grazie al Corollario 3.10. |

3.7.2 Composizione di applicazioni lineari e prodotto di matrici.
Definizione 3.30 Siano A = (a;j) € Mpxn(K) € B = (bs) € Myx:(K). Definiamo
A-B=C= (Cozﬁ) € Mpxt(K)

il prodotto delle matrici A e B come la matrice la cui entrata cog sulla riga 1 < a < h e
sulla colonna 1 < 8 <t ¢ definita

Cap = aalblﬂ + 4+ aanbnﬁ
ovvero il prodotto della riga o di A per la colonna 3 di B.

Osservazione 3.31 Sinoti che K" = M,,x1 e dati A = (aij) € Mpun(K) e :=t (ag,...,0p) €
K™ 4l prodotto matrice per vettore ¢ esattamente il corrispondente prodotto tra matrici.

Proposizione 3.32 Valgono le sequenti proprieta:

e (associativita) se A € Mpxn(K), B € Myxs(K) e C € Msy+(K) allora

(AB)C =A(BCQC)
o (distributivita) se A, D € Mp«,(K), B,C € M,«s(K) allora
AB+C)=AB+AC ¢ (A+D)B=AB+DB;
e per ognin ed h € N ed ogni A € Mpy,(K) si ha [LA=A=Al,.
La verifica e lasciata al lettore.
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3. Applicazioni lineari e matrici

Lemma 3.33 Siano A = (aij) € Mpun(K) e B = (bsr) € Myui(K) e Ly: K — K" e
Lp: Kt — K" le corrispondenti applicazioni lineari. Allora

LpoLp=Lgg.
Dim. Basta verificare 'ugualianza sui vettori della base canonica di K.
LA ) LB(ej) = LA(B Ej) =A (B ej)

Lag(e;) = (AB)e; = A(Bej)

per la proprieta associativa del prodotto tra matrici. |

Proposizione 3.34 Siano U, V e W K—spazi vettoriali non nulli, di dimensione finita t, n ed
h rispettivamente con basi A, B e C rispettivamente. Siano f € Hom(U,V) e g € Hom(V,W).
Allora

cMa(go f) =cMp(g) - BMa(f).

Dim. Osserviamo che g o f € Hom(U, W) grazie al Lemma 3.23 quindi ha senso parlare di
matrice associata. Inoltre,

cMa(gof) € Mpui(K)  BMa(f) € Mypxi(K)  ¢Mg(g) € Mpxn(K)

Quindi il prodotto di matrici ¢ Mg(g)-gM4(f) €& ben definito e definisce una matrice in M+ (K)
come segue dalla Definizione 3.30.
Dimostriamo ora la formula. Scriviamo le basi:

A=A{uy,...,u} B={vy,...,v,} C={w,...,wp}

Siano ¢ Mp(g) = (aij) e BMa(f) = (bsr). L'entrata sullariga 1 < o < hesullacolonnal <3<t
di ¢ My (g of ) ¢ definita dalla coordinata di g( f (u5)) rispetto a w,. Calcoliamo

n n h
g(f(uﬁ)) = g(bw’m + -+ bnﬁvn) = Z bxﬁ g(vx) = Z Z b:cﬁ Ay Wy
=1

rz=1y=1

Quindi, la coordinata di ug rispetto a wo € Y. aazbsp, € coincide con Pentrata sulla riga a e
la colonna (3 di A - B come volevasi dimostrare.
|

3.7.3 Matrici di cambiamento di base.

Sia V un K—spazio vettoriale non nullo di dimensione finita n. Siano A e B basi di V. Definisco
matrice di cambiamento di base dalla base A alla base BB la matrice sgM4(Id) ove Id: V — V
e applicazione identica definita in §3.2.2.

Lemma 3.35 Sia A := gM(Id) la matrice del cambio di base dalla base A alla base B. Se
v € V ha coordinate o« = '(auy, . .., ) Tispetto alla base A, allora il vettore B delle coordinate
di v rispetto alla base B ¢ B = Ac.
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3.7.3 Matrici di cambiamento di base.

Dim. Siano A = {vy,...,v,} e B={uy,...,u,}. Per definizione di matrice di cambio di base,
v; = au] + -+ iy, Ma v = aqvy + - + apv, e quindi

n n n
v = E o;V; = E E Q;A5;Uj
i=1 i=1 j=1
Quindi, la coordinata j-esima di v rispetto a B ¢ Y | ajc; ovvero lentrata j-esima di Ac,

come volevasi dimostrare. [ ]

Corollario 3.36 Sia V un K—spazio vettoriale con basi A e B, W un K—spazio vettoriale con
basi C e D. Sia f € Hom(V,W). Allora

pMa(f) =p Mc(Idw) cMp(f) sMa(Idy)
Dim. Usando la proposizione 3.34 calcoliamo
pMc(Idw) eMp(f) sMa(Idy) = pMce(Idw) cMa(f o Idy) =
= pMy(Idw of oldy) = pMa(f)
|

Proposizione 3.37 Siano V,W K-—spazi vettoriali e sia f € Hom(V,W) con dimV = n,
dimW =h edimIm f =r. Allora esiste una base A di V e una base B di W tale che:

I O sn—
BMa(f) = < ' e > € Mpxn(K)
Ohfrxr Ohfrxnfr

dove

0O ... 0

Oaxb = el € Maxb(K)-

0O ... 0
Dim. Procediamo analogamente a quanto fatto nella dimostrazione del teorema di nullita
pit rango. Sia C = {¢y41,...,¢,} una base di ker f, la completiamo ad una base A =
{e1,...,¢en} di V. Come nella dimostrazione del teorema di nullitd pitt rango si verifica che

{z1:= f(e1),...,2r == f(c;)} € base di Im f. La completiamo ad una base B ={z1,...,2z,} di
W. Abbiamo quindi che
Ci| f(cl) = Zz1
Cr — f(cr) = Zr
cry1+ f(erp1) =0
Concludiamo dunque che:

I Opxn—
aMah) = (o, ) € M0
h—rxr h—rxn—r
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3. Applicazioni lineari e matrici

3.8 Isomorfismi e Matrici invertibili

3.8.1 Isomorfismi

Definizione 3.38 Siano V e W K—spazi vettoriali. Un’applicazione lineare f: V — W biettiva
¢ detta isomorfismo di K—spazi vettoriali.

Ricordiamo:

i) Una funzione f: V — W ¢ detta invertibile se esiste G: W — V tale che fo G = Idw e
Go f=1dy. G & detta inversa di f

ii) Se f ammette un’inversa, essa & unica ed & denotata f~!. Infatti, dette G e G le inverse
di f, risulta

GlZGloldW:Glo(fOGg)Z(Glof)OGQZIdVOGQZGQ.

iii) Un funzione f ammette un’inversa se e solo se & biettiva e la sua inversa f~! soddisfa

fH(w) = v se e solo se w = f(v).

Sia infatti f invertibile. Se f(v) = f(w) si ha che v = f~!o f(v) = f~!o f(w) = w e quindi
v = w, ossia f & iniettiva. Se b € W si ha f o f~1(b) = b, ossia ogni b € W & immagine di un
vettore di V. Quindi, f & quindi suriettiva.

Viceversa sia f biiettiva. Definiamo I'applicazione G: W — V' che associa a w € W 'unico
vettore v € V tale che f(v) = w. Allora, f o G(w) = w per definizione. Inoltre, dato v € V
esso e 'unico vettore tale che f(v) = w e quindi G o f(v) = v, quindi f & invertibile e G & la
sua inversa.

Proposizione 3.39 Sia f € Hom(V, W) e supponiamo che f ammetta un’inversa G. Allora G
e lineare.

Dim. Supponiamo che f ammetta un’inversa G. Siano v e w € W ed a e § € K. Siano
a=G(v) eb=_G(w). Allora

f(aa + Bb) = af(a) + Bf(b) = af (G(v)) + Bf (G(w)) = av + pw

Quindi, aa+ Bb & 'unico vettore la cui immagine tramite f sia av+ Gw. Quindi, G(ow+ﬂ'w) =
aa + (b alla luce del precedente richiamo. |

Proposizione 3.40 Siano V e W due K—spazi vettoriali finitamente generati. Allora, esiste
un isomorfismo f: V. — W se e solo se Ve W hanno uguale dimensione.

Dim. L’implicazione diretta segue da 3.12. Viceversa, supponiamo che V' e W abbiano uguale
dimensione. Sia A = {v1,...,v,} una base di V e sia B := {wy,...,w,} una base di W. Per
il Teorema di esistenza e unicita 3.25 esiste (unica) l'applicazione lineare f: V' — W tale che
f(v;) = w;, per ogni i 1 <i <n, ed & un isomorfismo per il Cor.3.10 perché manda basi in basi.

|
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3.8.2 Inversa dell’applicazione delle coordinate e di ¢ Mp

3.8.2 Inversa dell'applicazione delle coordinate e di ¢ Mjp

Sia V' un K—spazio vettoriale. Sia B = {v1,...,v,} una base di V. Sia Fg l’applicazione delle
coordinate definita in §3.2.1. Risulta che Fp ¢ un isomorfismo (cio¢ invertibile) e la sua inversa
e:

Fglz K™ — 1%

o, .. am) = 3 qiv;

Siano V' e W K—spazi vettoriali di dimensioni n ed m rispettivamente e con basi A e B.
L’applicazione ¢ Mp: Hom(V,W) — M, xm(K) & un isomorfismo per la Prop.3.29. L’inversa ¢
I’ applicazione

eMp™: Myxm(K) — Hom(V, W)
A — F;'oLpoFg.

Osservazione 3.41 Siano V e W due K—spazi vettoriali finitamente generati della stessa di-
mensione n. Siano A = {v1,...,v,} una base di V, B := {w,...,w,} una base di W e
f: V. — W lisomorfismo definito da f(v;) = w;, per ogni i 1 < i <n, della Prop.3.40. Si noti
che pMA(f) = I, e che f é la composta dell’applicazione delle coordinate Fq: V — K" e dell’
nVersa Fglz K" — W.

3.8.3 Matrici invertibili

Definizione 3.42 Sia M € My xn(K) una matrice quadrata (n € N). La matrice M é detta
invertibile se esiste N € My, (K) tale che M N = I,, = N M. La matrice N ¢ detta inversa
di M e si scrive N = M™1.

Lemma 3.43 Sia V un K—spazio vettoriale non banale di dimensione finita ed A e B basi di
V. Allora, la matrice di cambiamento di base A Mp(1d) é invertibile con inversa gM4(1d).

Dim. Calcoliamo:

AMp(Id) pMA(Id) = 4Ma(Id) = I,  gM4(1d) 4Mp(1d) = gMz(1d) = I,
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3. Applicazioni lineari e matrici

Corollario 3.44 Sia A € My, (K) una matrice di rango r. Esistono allora matrici invertibili
B € Mpxn(K) e C € Myxn(K) tali che

I, Orxn—r
B-A-C =
<Ohr><r 0hr><nr>

Dim. Grazie all’ Osservazione 3.37 esistono una base A di K" e una base B di K" tale che
BM (L) ha la forma cercata. Sia C la base canonica di K e D la base canonica di K. Allora

le matrici di cambiamento di base B := gM¢(Id) e C := pM 4(Id) sono invertibili e, per 3.36:

BMu(La)=B-¢cMp(Ly)-C=B-A-C

Proposizione 3.45 Sia M € M, «,(K). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
i) M ¢ invertibile;

i1) Uapplicazione lineare Lyr: K™ — K™ ¢é un isomorfismo;

i11) M ha rango n (vedere la Definizione 3.13);

iv) M ha nullita O (vedere la Definizione 3.13);
Se una di tale affermazioni vale, allora l'inversa di M é unica.

Dim. L’equivalenza di (ii), (iii) e (iv) segue dall’ Osservazione 3.15.
Sia C la base canonica di K". Osserviamo che ¢ M¢(Lys) = M come mostrato nell’Esempio
3.27. Se Ljs € un isomorfismo allora ammette un’inversa G. Sia N := ¢M¢(G). Allora

M - N =cMc(Ly)eMe(G) = ¢Me(Ly o G) = ¢ Me(1d)
Quest’ultima matrice coincide con I,,. Analogamente
N-M = ¢Mc(G)eMc(Ly) = ¢Mc(G o L) = ¢Me(1d) = I,
Questo mostra che (ii) implica (i).
Supponiamo ora che valga (i) e sia N un’inversa di M. Sia G := Ly: K" — K". Allora
Lyro Ly = L.y per associativita del prodotto di matrici (vedere 3.32). Ma L.y = Ly, = 1d.
Similmente Ly o Ly; = Id. Quindi Lj; € invertibile ovvero un isomorfismo.

L’unicita si mostra come per la dimostrazione dell’unicita dell’inversa di un isomorfismo di
spazi vettoriali. |
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3.9 Appendice

Corollario 3.46 Sia V un K—spazio vettoriale di dimensione finita n. Siano A e B basi di V.
Sia f € Hom(V, V). Allora 4Mp(f) ¢ invertibile se e solo se f é un isomorfismo.

Dim. Supponiamo che f ammetta un’inversa g. Allora

AMB(f) BMa(g) = AMA(f 0 g) = aAM4(1d) = I,,

grazie alla Proposizione 3.34. Similmente,
BMa(g) aAMp(f) = BMg(go f) =p Mp(ld) = I,

Quindi, 4Mp(f) & invertibile.

Viceversa, supponiamo che A = 4Mp(f) sia invertibile. Segue dalla Proposizione 3.45 che
L 4 & un isomorfismo. Allora, f = Fle AFp grazie al Lemma 3.28 ed € un isomorfismo in quanto
composizione degli isomorfismi F;l, Lye Fp. |

Osservazione 3.47 Sia M € M, «,(K) una matrice invertibile. Allora, M ¢ la matrice c Mc(Lyy)
associata all’isomorfismo Lyr: K* — K™ rispetto alla base canonica C di K™.

Possiamo anche vedere M come una matrice di cambiamento di base. Sia infatti A l’insieme
delle colonne di M wviste come vettori di K™. Poiché M ha rango n per 8.45, allora A costituisce
una base di K™. Si calcola che M = ¢ M 4(1d).

3.9 Appendice

3.9.1 Prodotto e somma di sottospazi

Siano U e W sottospazi di V' K—spazio vettoriale e sia U x W lo spazio prodotto come & stato
definito nella (1.2.6). Allora ’applicazione:

foUXxW — V
(a,b) — a+bd

¢ lineare.

i) Compatibilita con +:
Va,u € U, Vb,w € W abbiamo che (a,b) + (u, w) = (a + u, b+ w). Risulta inoltre:

f((a,b)+ (u,w)) = f((a+u,b+w)) =a+u+b+w=a+b+u+w= f(a,b)+ f(u,w)

ii) Compatibilita con -:
Va €K, V(a,b) € U x W abbiamo che

f(a(a,b)) = f(aa,ab) = aa + ab = a(a+b) = af(a,b)

In generale, siano W1, ..., W), sottospazi vettoriali di V. Allora, ’applicazione
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3. Applicazioni lineari e matrici

f: Wix---xW, — %
(a1,...,ap) — ai+---+ay

¢ lineare.

Lemma 3.48 Siano U e W sottospazi di un K—spazio vettoriale V. L’applicazione

fi UxW — V
(a,b) +— a+bd

e suriettiva se e solo se V. =U + W, e iniettiva se e solo se U e W sono in somma diretta ed é
un isomorfismo se e solo se V.=U S W.

In generale, siano dati W1, ..., W}, sottospazi vettoriali di V. Allora, Uapplicazione
fr Wix---xW, — \%4
(ay,...,ap) +— a;+--+ap
e suriettiva se e solo se V.= Wi+ ---+ Wy, é iniettiva se e solo se W1, ..., W}y sono in somma

diretta ed é un isomorfismo se e solo se V.=W1 ®--- o W,
Dim. Notiamo subito che Im f = U+ W. Quindi, f & suriettiva se e solo se U+ W = V. Inoltre
ker f ={(uv,w) e UXxW : u=—-w}={(u,—u) conuec UNW}.

Quindi, f & iniettiva se e solo se ker f = {(0,0)} e dunque se e solo se UNW = {0} ovvero se e
solo se U e W sono in somma diretta.

Nel caso generale ¢ chiaro che Im f = Wi +...4+W}. Inoltre, ker f # {0} se e solo se esistono
wy € Wi, ..., wy € Wy non tutti nulli tali che wy+---+wp = 0. Sia 1 < ¢ < h tale che w; # 0.

Allora
W;> —w; = Z’I.Uj S ZW]'
J#i J#i
e quindi i W; non sono in somma diretta. |
Osservazione 3.49 In questa osservazione vogliamo dedurre la formula di Grassman dal teo-
rema di nullita pit rango. Siano U e W C V sottospazi vettoriali. Sia f definita come

nell’Esempio 8.9.1. Dal Lemma 3.48 sappiamo che Im f = U + W. Risulta dal teorema di
nullita piv rango 3.11 applicato ad f

dimU +dimW =dimU x W =dimker f + dimIm f = dim(U N W) +dimU + W.

La prima uguaglianza seque dalla §2.2.4. Consideriamo applicazione g: UNW — U x W,
definita da w — (u,—u). Si verifica facilmente che tale applicazione ¢ lineare ed iniettiva.
Seque dalla dimostrzaione del Lemma 3.48 che Im g = ker f. Applicando il teorema di nullita
pit rango 3.11 a g e usando che dimker g = dim{0} = 0 otteniamo allora che

dimker f =dimImg =dimU NW.
Mettendo insieme i due risultati otteniamo la formula di Grassman:

dimU +dimW =dimU NW +dimU + W.
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