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5. Rango

Definizione 1. Sia A € M,, ,(K) una matrice m x n a coefficienti nel campo
K. Ilrango di A ¢ la dimensione del sottospazio vettoriale di K™ generato dalle
colonne di A,

rg(A) := dim (Span (A(l), AP ,A(”)>> .

In diversi libri di testo, il rango definito qui sopra viene chiamato “rango per
colonne” di A, mentre il “rango per righe” si definisce come la dimensione del
sottospazio vettoriale di My ,,(K) generato dalle righe di A, cioe

dim (Span (A(l)a A(Q), ey A(m))) .

Osserviamo che il rango per righe di A coincide con il rango della matrice trasposta
di A. In seguito vedremo che rg(A) = rg(*A), quindi il rango per righe di A &
uguale al rango per colonne di A.

Osservazione 1. Span (A(l), A ,A(”)) C K™, perché le colonne di A sono
vettori di K™, quindi rg(A) < dim(K™) = m. D’altra parte rg(A) < n, perché
A ha n colonne. Quindi rg(A) < min{m,n}.

Esempio 1. 1. Se A ¢ la matrice nulla, A = 0, allora rg(A) = 0. Viceversa, se
rg(A) =0, allora A = 0.

2. rg(I,) = n. Infatti le colonne della matrice unita sono i vettori della base
canonica di K™, (In)(l) =e1,..., (In)(n) =e,

1 2 3 -2
3. Calcoliamo il rango della matrice A = | 0 1 1 0 | € M3gy(R). Per
-1 1 0 2
definizione,
1 2 3 -2
rg(A) = dim Span o),(1]),(11],10
-1 1 2

Per calcolare tale dimensione, usiamo il procedimento del capitolo precedente per

trovare una base B di Span (A(l), AR AB) A(4)) costituita da colonne di A.
Siccome A =£ 0, abbiamo che A € B. Ora consideriamo A®), ed osservi-

amo che A ¢ Span (A(l)), perché ogni vettore appartenente a Span (A(l)) deve
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necessariamente avere come seconda componente 0. Quindi A®) € B. Osserviamo
che A®), A<4> € Span (AW, A®)), poiché A® = AL + 4@ ed AW = —240).
Quindi A®), A® ¢ B, da cui segue che B = {A1), AP} e rg(A) = 2.

Osserv1amo che anche AW, A®) sono linearmente indipendenti, cosi come
AB) AW gono linearmente indipendenti. Infatti il rango di una matrice A @ il
massimo numero di colonne linearmente indipendenti, ma ci possono essere pil
collezioni formate da rg(A) colonne di A linearmente indipendenti.

Proposizione 1. Sia A € M, ,(K), e sia A una matrice ottenuta da A tramite
una sequenza di operazioni elementari. Allora valgono le sequenti affermazioni:

1. rg(4) = rg(A);

2. se A ¢ a scala, rg(fl) ¢ uguale al numero r delle righe non nulle di A, ed
inoltre A1) . y Al sono linearmente indipendenti, dove A1,dys- - - Qrd,
sono 1 pivot di A.

3. rg(*tA) =rg(*A).

Dim. 1. Per dimostrare questa affermazione usiamo un risultato che vedremo
piu avanti, il teorema della dimensione. Questo teorema afferma che

rg(A) =n — dim(W), (1)

dove W = {s € K"|A-s = 0} ¢ il sottospazio vettoriale di K" formato dalle
soluzioni del sistema omogeneo di equazioni lineari A-z = 0. Se A si ottiene da A
per mezzo di operazioni elementari, allora il sistema di equazioni lineari Az=0
& equivalente ad A -z = 0, ciot W = W, dove W = {s € K"|A-s = 0} ¢ il
sottospazio di K™ delle soluzioni di A -z = 0. Usando la formula (1) abbiamo
quindi: .

rg(A) =n — dim(W) = n — dim(W) = rg(A).

2. Supponiamo ora che A sia a scala, e sia r il numero delle righe non nulle
di A. Siaa a;; 'elemento di posto 4, j di A. Siccome A ¢ a scala, si ha che @ ay; =0,
se i > r, quindi AW € Span(eq,...,e,) per ogni j = 1,...,n, dove AU ¢ la
colonna j-ma di A ed ey, ..., e, sono i primi r vettori della base canonica di K™.
Da questo segue che Span(fl(l), ..., AM) C Span(ey, . . ., er), quindi

rg(A) = dim Span(AWV) ..., A™) < dim Span(ey, ..., e.) = 7.

Per dimostrare che rg(/i) = r, & sufficiente dimostrare che le colonne A(@) A(d2)

sono linearmente indipendenti, dove aiq4,, 24y, - - -, drq, sono i pivot di A. A tale
scopo, consideriamo una combinazione lineare

MA@ £ A6 ¢\ A6 ¢ gm (2)



e supponiamo che essa sia = 0. Osserviamo che (2) ¢ un vettore della forma

seguente:

)\1&1(11 + >\2&1d2 + ...+ )\r(zldr
)\2d2d2 + ...+ )\rd2dr

Ariird, : (3)

0
0
Siccome @14, ,02dy, - - -, Grd, 7 0, il vettore (3) € 0 se e solo se A\, = A\pq =
... =M = 0. Concludiamo quindi che le colonne A1) Ald2) — Aldr) gono
linearmente indipendenti e rg(A4) = 7.
Dimostriamo ora che le colonne A1), A(d2)  ~A(dr) di A sono linearmente
indipendenti, dove d1, da, . .., d, sono gli indici di colonna dei pivot a4, , G24,, - - - , Grd,

di A. A tale scopo, consideriamo una combinazione lineare

AMAB) L xpAd2) ) Al e g (4)
e supponiamo che essa sia = 0. Consideriamo il vettore s € K™ definito come
S1
52
segue: s= | . |, dove
Sn

{0, se 1#£dy,...,dp,
S; —

Ak, se i1=dy, perk=1,...,r.

Quindi
Acs=0AB) p A ) Al =,

Siccome A ¢ ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari, abbiamo che
A -s=0. Osserviamo che

/I -8 = )\1/1(611) -+ )\2A(d2) + ...+ ATA(dr) ,

e siccome A(@) A(d2) Aldr) gono linearmente indipendenti, concludiamo che
M=X=...=)\ =0, quindi A@) A=) Ald) 5on0 linearmente indipen-
denti.

3. E sufficiente dimostrare I'enunciato nel caso in cui A si ottiene da A per
mezzo di una operazione elementare di tipo 1, rispettivamente di tipo 2 o di tipo
3. Supponiamo dapprima che A sia ottenuta da A scambiando la riga ¢-ma con
quella j-ma, per qualche i # j, i,5 € {1,...,m}. Questo corrisponde allo scambio



della colonna i-ma con la j-ma di A, quindi

(CA®, se k#i,j,
(AW = (AW, se k=1,
(tA)D | se k=3j.

Da questo segue immediatamente che

Span((‘A)M,..., (*4)t) = Span((*A), ..., (*A)™),
percid rg(*A) = rg(*A). .
Supponiamo ora che A si ottenga da A per mezzo di una operazione elementare

di tipo 3, precisamente sostituendo la riga j-ma con A(;)+cA;), per qualche i # j,
i, €{1,...,m},ece K. Allora

(tA)(k) _ {(tA)(k) ) se k 7é Js

ed in questo caso abbiamo:

Span((‘A)M,..., ((A)™) = Span((‘A)W,..., ((A)ID, (A 4P A)@, (AU,

= Span((CA)D, ... (FA)M™),

percid rg(*A) = rg(*A).

Si verifica analogamente che, se A si ottiene da A per mezzo di una operazione
elementare di tipo 2, allora rg(*A) = rg(*4). Questo conclude la dimostrazione
del punto 3. ]

Teorema 1. Sia A € M, ,(K). Allora rg(A) = rg(*A).

Dim. Per i punti 1 e 3 della precedente proposizione, ¢ sufficiente dimostrare che
rg(A) = rg(*A), dove A & una matrice ottenuta da A per mezzo di operazioni
elementari. Sia dunque A una matrice a scala ottenuta da A per mezzo di op-
erazioni elementari. Per il punto 2 della Proposizione 1 abbiamo che rg(A) = r,
dove r ¢ il numero delle righe non nulle di A. Dimostriamo quindi che rg(*A) = r.
A tale scopo, sia

M(EADW 4N (A e KT (5)

una combinazione lineare delle colonne di A, e supponiamo che sia uguale al
vettore 0. Osserviamo che (‘A)+1) = .. = (*A)(™) = 0, quindi omettiamo
queste colonne nella combinazione lineare. Inoltre si ha che la combinazione



lineare (5) ha la seguente forma

0
Aaig,

A1G1dy + A2G24,

)\ldldr + ...+ )\Tdrdr

Siccome aigy, - - -, Grd, 7 0, segue che Ay = ... = A\, = 0. Da questo segue che
(AWM ... (*A)") sono linearmente indipendenti, quindi rg(*A) = r. O

Esempio 2. 1. Determiniamo il rango della matrice

1 2 3 -2
A= 0O 1.1 0 S M3’4(R) .
-1 1 0 2

A tale scopo trasformiamo A in una matrice a scala tramite una sequenza di
operazioni elementari.

1 2 3 -2 1 2 3 -2 1 2 3 -2 B
A = 0 11 0]—=-(011 O0|J—(011 0]=A.
-1 1 0 2 03 3 O 0 00 O

Osserviamo che A & a scala, r = 2, ed i pivot sono aiq,dge, quindi d = 1 e
dy = 2. Dalla Proposizione 1 segue che rg(A) = 2 ed {AM), A®} & una base di
Span(A®), A@) 4B AG).

2. Determiniamo il rango della matrice

024 2 2
444 8 0

A=13 9 o 10 2| €Mas(R).
6 32 9 1

A tale scopo trasformiamo A in una matrice A a scala per mezzo di una sequenza



di operazioni elementari.

0 2 4 2 2 4 4 4 8 0 4 4 4 8 0
A - 4 4 4 8 0 _ 024 2 2 _ 0 2 4 2 2
N 8§ 2 0 10 2 8 2 0 10 2 0 -6 -8 —6 2
6 3 2 9 1 6 3 2 9 1 0 -3 -4 -3 1
4 4 4 80 4 4 4 80
. 0 2 4 2 2 . 0 2 4 2 2
0 0 4 0 8 0 0 4 0 8
0 0 2 0 4 0 00 00O
Per la Proposizione 1 abbiamo che rg(A) = 3 ed A 3) formano una base

di Span(A(M, AP ABG) AM) AG)),

Teorema 2 (Rouché-Capelli). Un sistema di m equazioni lineari di ordine n,
A-x = b, é compatibile <= rg(Alb) = rg(A). In tal caso esso possiede oo™~ "
soluzioni, dove r =rg(A).

Dim. Per la Proposizione 3 del capitolo 4, A -z = b ¢ compatibile se e solo se
be Span(A(l), . ,A(”)). Per il Lemma 1 del capitolo 4, b € Span(A(l), e A(”))
se e solo se Span(A™M, ... A™) = Span(AM, ...  A®™ p). Quindi il sistema di
equazioni lineari & compatibile se e solo se

Span(AM ..., AM™) = Span(AM ... AM ).

Siccome Span(A(l), o ,A(”)) - Span(A(l)7 A b), i due spazi vettoriali sono
uguali se e solo se hanno la stessa dimensione, cioé se e solo se rg(A4) = rg(A|b).

Supponiamo ora che A -z = b sia compatibile. Il teorema di struttura per le
soluzioni dei sistemi di equazioni lineari afferma che

S=5+W,

dove S = {s € K"|A-s = b} & l'insieme delle soluzioni, § & una soluzione
particolare, e W = {s € K"|A-s = 0} ¢ il sottospazio vettoriale di K™ delle
soluzioni del sistema lineare omogeneo associato. Per il teorema della dimensione
(che vedremo nel capitolo 8), dim(W) = n — rg(A) = n — r. Fissiamo una base
{v1,...,vp—r} di W, allora ogni soluzione si scrive nella forma seguente

s=8§+Mvi+ ...+ AM—rVn_r,

al variare dei parametri Ai,..., A\, € K. Quindi le soluzioni di A -z = b
dipendono da n—r parametri, questo significa che A-x = b ha 00" ™" soluzioni. [

Esempio 3. 1. Vogliamo determinare per quali valori del parametro a € R il
seguente sistema di 3 equazioni lineari di ordine 4 € compatibile, e per ogni tale
a l'insieme delle soluzioni.

1+ 229 +3x3 — 224 =1

T2 + T3 =0

—x1 + T2+ 2124 =a.



La matrice completa del sistema lineare e

1 23 -2 1
Ap)=10 11 0 0
110 2 a

Trasformiamo (A|b) per mezzo di operazioni elementari in modo tale da ottenere
una matrice (A[b), con A matrice a scala:

1 23 -2 1 1 2 3 -2 1 .
(Ap)=( 0 11 0 O]—...—~|0 1 1 O 0 = (A|b).
-1 10 2 a 000 0 a+1
Osserviamo che rg(fl) = 2, per ogni a € R, mentre
.- 3 sea # —1
rg(Alb) = ' ’
g(4lb) {2, sea = —1.
Quindi il sistema di equazioni lineari € compatibile se e solo se a = —1, ed in tal
caso ha 0o? soluzioni. Per a = —1, risolvendo il sistema lineare con il metodo di
Gauf} otteniamo
1-— S$3 + 284 1 -1 2
o —S83 . . 0 -1 0
S = 5 .S3,S4€K}— 0 + Span 11710
S4 0 0 1

Il seguente teorema afferma che una matrice quadrata e invertibile se e solo
se ha rango massimo.

Teorema 3. Sia A € M, (K). Allora A ¢é invertibile <= rg(A) = n.

Dim. Come vedremo nel capitolo 8, A & invertibile, se e solo se la funzione
lineare associata ad A, La: K™ — K", La(s) = A- s, & un isomorfismo <= n =
rg(La) = rg(A). 0

Osservazione 2. E possibile dimostrare direttamente che, se A & invertibile,
allora rg(A) = n, come segue. Sia M € M, (K) la matrice inversa di A, quindi
A-M =1,. Osserviamo che quest’ultima equazione si puo riscrivere come segue:
A-MWD =¢;, Vi=1,...,n, dove e; & I'i"mo vettore della base canonica di K.
Come visto nel capitolo 4, questo implica che ey, ..., e, € Span(AM) ... AM)
quindi Span(AM ... AM) = K" erg(A) =n.

Osservazione 3. Se A € M,,(K) ¢ invertibile, per calcolare la sua inversa A1
si puo procedere come segue. Ricordiamo che A~! & quella matrice M € M, (K)
tale che A- M =1,,. Quindi, per ognii=1,...,n, la colonna i-ma di M ¢ 'unica
soluzione del sistema di equazioni lineari

A-z=e,



dove e; € K™ & l'i-mo vettore della base canonica di K™ (l'unicita segue dal
teorema di Rouché-Capelli perché rg(A) = n). Notiamo che & possibile risol-
vere questi sistemi lineari, per ¢ = 1,...,n, “simultaneamente” nel seguente
modo. Consideriamo la matrice (A In) € M, 20 (K). Siccome A ¢ invertibile,
rg(A) = n, quindi ¢ possibile trasformare (A In) tramite una sequenza di oper-
azioni elementari OE1, OE2, OE3, nella matrice (In M ) Siccome le operazioni
elementari trasformano un sistema di equazioni lineari in uno equivalente, segue
che la soluzione di A-2 = e; coincide con la soluzione di I, -z = M®, che & M@,
quindi M = A~L.

1 2
3 4

che rg(A) = 2, quindi A ¢ invertibile. Per calcolare A~!, consideriamo la matrice

Esempio 4. 1. Consideriamo la matrice A = ( > € Mz(R). Osserviamo

34 01
matrice 2 x 2 a sinistra in Iy:

1210_}1210
3 401 0 -2 -3 1

1 21
( 0) € My 4(R), ed usiamo le operazioni elementari per trasformare la

Allora A1 = <_2 1 )

NI
|

1
2. Sia A= |4 € M3(R). Osserviamo che rg(A) = 3, quindi A ¢
3

w o N
—



1

invertibile. Per calcolare A~ procediamo come sopra.

1 2 -3 1 00 1 2 -3 1 00
4 6 1 010 — 0 -2 13 -4 1 0
33 -2 0 0 1 0o -3 7 -3 01
1 2 -3 1 0 O
— 0 -2 13 -4 1 0
25 3
00 - 3 -3 1
1 -3 1 0 0
— 0 -2 13 -4 1 0
-6 3 -2
1 o L 2 -
By Hy o
3 1 4
AR I I
- B ¥
00 1 =35 355 —3
Quindi
_3 _1 4
5 5 5
Al | T s
BT R |
25 25 25
Definizione 2. Sia A = (a;j) € My n(K), esianop € {1,...,m}, g € {1,...,n}.
Siano 1 <ip < ...<ip <m, 1<j1 <...<jq<n. Con A(i1,...,ip|j1,...,7q)

denotiamo la matrice p X q a coefficienti in K il cui elemento di posto k,f ¢ dato
da a;, j,, per ognik =1,...,ped=1,...,q. A(i1,...,0p|J1,.-.,Jq) Si chiama
sottomatrice p x q di A.

0 1 0 2
Esempio 5. 1. Se A= |3 -2 4 5],esei; = 1l,i9 = 3, j1 = 2,j2 = 4,
0O 2 1 1
allora
1 2
A(1,3]2,4) (2 1>
Mentre

[en)

A(212,3) = (-2 4) ,A(1,2,3(3) = |4]| = AB).
1

Proposizione 2. Sia A € M, ,(K), e sia B una sottomatrice px q di A. Allora
rg(B) < rg(A).

Dim. Supponiamo che B = A(i1,...,ip|J1,--.,Jq), per qualche iy,...,i, €
{1,...,p}coniy <...<ipeji,...,J¢ € {1,...,n} con ji; < ... < jg. Conside-
riamo la seguente sottomatrice di A, C := A(1,...,m|j1,...,Jq), ed osserviamo



Clin)
che C = (AUV .. AUd)), Chiaramente rg(C) < rg(A). Inoltre, B = R

Cliy)
quindi rg(B) < rg(C), siccome il rango per righe coincide con il rango per colonne.
Mettendo insieme le due disuguaglianze, rg(B) < rg(C) < rg(A). O

Teorema 4. Sia A € My, ,(K). Allora

rg(A) = max{rg(B)|B é una sottomatrice quadrata di A}

= massimo degli ordini delle sottomatrici quadrate ed invertibili di A.
Dim. Indichiamo con r = rg(A),
r1 := max{rg(B) | B ¢ una sottomatrice quadrata di A},
e con
ro := massimo degli ordini delle sottomatrici quadrate ed invertibili di A .

Per la precedente proposizione r > rq, e per il Teorema 3 r1 > ro. Quindi e
sufficiente dimostrare che r < ry. A tale scopo, siano AUV, ... AUr) r colonne
linearmente indipendenti di A, con j; < ... < j,. Consideriamo la sottomatrice
C=A1,...,m|j1,...,7r) ed osserviamo che rg(C) = r. Siccome il rango per
righe coincide con il rango per colonne, esistono r righe C;,),...,C(;, ) linear-
mente indipendenti. A meno di riordinare possiamo supporre che i1 < ... < i.
Sia ora B := C(i1,...,i|1,...,7) = A(i1,...,ir| j1,.-.,7r). Allora B & una
sottomatrice quadrata di A, di ordine r e rango r. Quindi B & invertibile. Da
questo segue che ro > r. O

Esempio 6. 1. Determiniamo il rango di

1
1
0 S M573(R) .

-1
1

b

Il
W OO
O O = = =

Poiché A & una matrice 5x3, rg(A) < min{3,5} = 3. Osserviamo che A(1,2,3]1,2,3)
¢ una sottomatrice quadrata di A di rango 3. Quindi per il teorema precedente,
si ha che rg(A) > 3. Mettendo insieme le due disuguaglianze otteniamo

3 <rg(A) <3,

di conseguenza rg(A) = 3.
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2. Sia

0 0 1 0
1 0 0 O
10 0 -1 1
A= 00 0 1 S M6’4(R) .
0 1 0 O
2 0 3 5

Si ha che rg(A) < min{6,4} = 4. Inoltre rgA(1,2,4,5|1,2,3,4) = 4, quindi
rg(A) = 4.
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