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e Obbiettivo:
estendere il concetto di probabilita condizionata P(A|B)
prima a quello di speranza condizionata a un evento E[X|B]
poi a quello di speranza condizionata a una o-algebra
E[X|¥]

% = informazione

in particolare, speranza condizionata a una o piu variabili
aleatorie
E[X|Y1,...,Y4]

collegamento con la legge condizionata
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e (Q,.#,P) spazio di probabilita, B € .# con P(B) >0, X va tale
che XelloX>0

si definisce
E[X; B]

P(B)
dove per convenzione E[X;B] = [ XdP = E[X1g]

E[X|B] =

se Ac %, P(A|B) = E[14|B]
ricordiamo che Pg(A) = P(A|B) & una probabilita su (Q,.%);
riesce

E[X|B] = Ep,[X]

dove Ep, = speranza sotto la probabilita Pg
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e Proprieta della speranza condizionata (a un evento)

tutte le proprieta di una speranza (non condizionata)
se X indipendente da B, E[X|B] = E[X]
[disintegrabilita (1)] (B;j); C .# partizione discreta di Q

EXI= Y P(B)EIX|B]
i: P(B;)>0

[disintegrabilita (II)] Y va discreta con determinazioni
.y].?"".yn?"'

EX]= ) P(Y=y)EX]Y =yl
i:P(Y=y;)>0

e L'ultima proprieta non pud essere utilizzata con Y va continua!
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e Esercizio. Lancio di due dadi, X1, X5 risultato del primo e
secondo dado, Z = X1+ Xo, U =min{X1, X2},
V = max{ X1, X2}, calcolare

E[Xi|z=i, i=2,...,12
E[UIV =i, i=1,..6

e Esercizio. Una portafoglio di rischi é classificato in buoni (20%),
normali (45%), mediocri (35%); il danno atteso per sinistri
buoni, normali e mediocri & rispettivamente 500€, 750€ e
1500€. Calcolaore il danno atteso per un rischio estratto a caso
dal portafoglio.
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e [Speranza condizionata - Teorema di Kolmogorov| (Q2,.%#, P)
C

spazio di probabilita, X € L', ¥-sigma algebra con ¥
esiste una va Z su (2,.#, P) tale che

@ Z é %-misurabile
Q@ zZecl!

© perogni Ac¥
E[Z;A] = E[X; A]

inoltre Z & unica: se Z’ & una va che soddisfa (1), (2), (3),
allora Z=2' q.c.

o Z =E[X|¥] ¢ la speranza condizionata di X all'informazione in
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e QOsservazioni

[caso nonnegativo] il teorema vale per X >0 qg.c. con (2)
sostituita da

E[X|¥9]>0q.c.

[medie parziali (1)] la proprieta (3) pud essere scritta come

E[E[X|¥4]|A] = E[X]|A] per ogni A€ ¥
[medie parziali (I1)] (3) pud essere sostituita da
E[E[X|9]Y] = E[XY]

per ogni Y ¢-misurabile tale che le speranze esistono
[probabilita condizionata a una c-algebra] per A€ .#

P(AI%) = E[14]9]
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e Osservazioni

» se 9 =0(Y1,...,Yn) allora la notazione &
EIXI9] = EIX|Yi,..., Vo]

speranza condizionata di X all'osservazione di Yi,...,Y,

> esiste una funzione h:R" — R £" /% misurabile tale che
E[X|Y1,...,Ya] = h(Y1,...,Yn)
e si usa la notazione
h(yr,-...yn) = EX|Yi=y1,..., Yo = yi]
curva di regressione di X su Y1 =y1,...,Yn = Va
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e Proprieta della speranza condizionata: X, Y € L!, 4 c-algebra
con¥ C ¥
[informazione triviale] E[X|{2,Q}] = E[X] q.c.
[linearita] per ogni a, B € R

E[aX + BY|¥] = aE[X|9] + BE[Y|¥] q.c.

[monotonia] se X <Y q.c. allora

EIX|9] < E[Y|9] a.c.
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e Proprieta della speranza condizionata: X, Y € L}, ¥ c-algebra
con¥ C.F

[misurabiliti=costanza] se XY € L' e Y-¢ misurabile
E[XY|¥9] = YE[X|¥] q.c.

e in particolare
E[Y|9]=Y q.c

[proprieta iterativa] se ¥ C # C F
E[E[X|7]|¥9] = E[X|¥] q.c.
in particolare [media della media condizionata=media]

E[E[X|9]] = E[X] q.c.
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e Proprieta della speranza condizionata

[disuguaglianza di Jensen] I intervallo, f : | — R convessa,
B/ B misurabile

X va, X €l q.c. con f(X)e Ll

allora X e !

FEIXIZ]) < EIF(X)¥] ac.

[contrazione] se p>1e X € LP allora E[X|4] € LP e

E[IEX[9]1P] < EIX]"]

[indipendenza] se X € L! indipendente da & allora

E[X|9] = E[X] q.c.
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e Proprieta della speranza condizionata

[teorema di Fubini] X, Y va con Y ¢-misurabile
g :R? » R %?/% misurabile tale che g(X,Y) € L1
Elg(X,Y)19] = Elg(X,y)|4]ly=v

se X & anche indipendente da ¥

Elg(X,Y)|4] = Elg(X;y)lly=v
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e per X, Y € LP (p>1) si pone

I1X||, = E[|X|P]MP lunghezza di X
dp(X,Y) = X=Y]l|p distanza tra X e Y

identificando X con Y se X =Y q.c.
Nel caso p =2 si pone

< X,Y >= E[XY] prodotto scalare di X e Y

e X é ortogonale a Y se < X,Y >=0; quando una delle
variabili ha media nulla, ortogonalita=non correlazione
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e Proprieta della speranza condizionata: ¢ o-algebra con 4 C %

[proiezione ortogonale] se X, Y € L2

X — E[X|¥] ¢é ortogonale a Y

[miglior predittore] se X € L2, E[X|¥] & I'unica soluzione del
problema

i d>(X,Y
Y%-nrnslﬂrabile 2( ’ )
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e Proprieta della speranza condizionata

[speranza condizionata a un evento (I)] se A# @ & un atomo di
¢, cioé
seBeY, BCA=>B=230B=A

e inoltre P(A) >0, allora
E[X|411a = E[X|A]l4 q.c.

quindi E[X|¥] é costante su A ed uguale a E[X|A]
[speranza condizionata a un evento (I1)] se Yi,...,Y, sono va e

Yi,.--,¥n CON
P(Yl :yl,...,Y,,:y,,)>0

allorasu {Yi=y1,...,Yn=yn}
EX|Y1,..., Yo = E[X|Yi=y1,..., Yo =yl
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e Proprieta della speranza condizionata

[partizione] P = (A;); C .# partizione discreta di Q, ¢ = o(P)

E[X|9]= Y. 1xE[X|A]q.c.
i P(A;)>0

mentre su ogni A; con P(A;) =0 si pud definire E[X|¥]
arbitrariamente
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e Dato un vettore di va

X=Xty Xal T = (X1, Xy X1y, Xl T
=X :\)r(//

con fdp congiunta fx e fdp marginale di X" fx»
la densita condizionata di X’ a X" = (xm41,---,X%n) €

)= X (X1, -y Xmy Xmt1se--sXn)

fx/IX”(Xlw'-aXm|Xm+1""’X” fxr (Xm+1 Xn)
m s 9 Xn

se fxn(Xm+1,---,Xn) >0, O altrimenti
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e Proprieta della distribuzione condizionata
per ogni (Xm41,---,%n) €ON Fxr(Xmi1y-.oyXn) >0
Fxrixr (- [Xma1, - - Xn)
& una pdf
congiunta di (X', X”)=marginale di X”+condizionata X'| X"
[speranza e legge condizionata] per ogni (Xm+1,--.,Xn) CON

fxr(Xm+1,---,xn) >0 e ogni g:R™ — R A"/ misurabile tale
che g(X") e L!

ElgOX)IX" =x"] = [ g()F(x[x")dx
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e \arianza e covarianza condizionata; per X, Y € L2

varianza di X condizionata all'informazione in ¥:

VAR[X|4] =E[(X — E[X|¥])*|¥]
=E[X?|9] - E[X|9]>>0 q.c.

covarianza di X e Y condizionata all'informazione in ¥:

COV[X, Y|¥] =E[(X — E[X|9])(Y — E[Y|4])|¥]
—E[XY|¥] - E[X|¥]E[Y|¥]
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e Proprieta della varianza/covarianza condizionata: X, Y, Z € 2
[simmetria]

COV[X,Y|¥9] = COV[Y,X|¥9] q.c.
[varianza e covarianzal
VAR[X|¥4] = COV[X, X|¥]
[bilinearita] se A, B, C sono ¢ misurabili tali che tutte le
speranza sono finite
VAR[AX + B|¢] =A*VAR[X|¥] q.c.
COVI[AX +BY + C,Z|9] =ACOV[X, Z|¥49]+ BCOV[Y,Z|¥] q.c.
[covarianza “between” e “within"]
VAR[X] =E[VAR[X|¥¢]] + VAR[E[X|¥4]] q.c.
COV[X, Y] =E[COV[X, Y|¥]] + COV[[E[X|¥4],E[Y|¥]] q.c.
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e Esercizio. Lanciando una moneta la probabilita di testa &
V ~ U(0,1); si lancia la moneta N ~ Poisson(A) volte; sia X il
numero di teste;
calcolare

Q E[X|N,V]
Q E[X|N]

Q E[X|V]

Q E[X]

@ VAR[X|N, V]
Q VAR[X|N]
Q@ VAR[X]

Q@ COV[X,VI|N]
Q COV[X,N|V]
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e Esercizio. Si sceglie a caso un punto U; nell intervallo (0,1); per

n>1, dato U, si sceglie a caso un punto Upy1 su (0, Uy).
Dimostrare che la successione U, converge gq.c. a 0

Esercizio. [distribuzione composta] Il numero di sinistri in un
portafoglio ¢ N ~ Poisson(4); I'ammontare dell’i-esimo sinistro &
X;; le va

X1,y Xnye o

sono indipendenti e identicamente distribuite (iid) con media i e
varianza 62, e indipendenti da N; il danno totale &

5:X1—|-...—|—XN

Calcolare E[S], VAR[S], COV[S, N].



