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7. Geometria affine

1 Spazi affini

Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Uno spazio affine
su V € un insieme non vuoto A, i cui elementi si dicono i punti di A, ed una
funzione

AxA —- V
(P,Q) — PO,

tale che valgono i sequenti assioms:
SA1: VP e A eVo eV, 3Q € A, tale che v = PO
SA2: YP,Q.R € A, PO+ QR = PR.

Esempio 1. Sia A una retta, un piano, oppure lo spazio tridimensionale in-
trodotti nel Capitolo 1. Ricordiamo che, dati due punti P,Q € A, il vettore
applicato P(Q) & quel vettore con punto di applicazione P e punto finale (), men-
tre il vettore geometrico P() ¢ la classe di equipollenza di PQ. Abbiamo visto che
I'insieme V' dei vettori geometrici ¢ uno spazio vettoriale sul campo dei numeri
reali R. Si osservi che A ¢ uno spazio affine su V, la funzione A x A — V associa
ad ogni coppia di punti (P, Q) € A x A il vettore geometrico ]@

Riportiamo di seguito le prime proprieta di uno spazio affine A che seguono
direttamente dalla definizione.

Osservazione 1. 1. VP € A, ﬁ =0eV.
Infatti, dall’assioma SA2 segue che

PP+ PP=PP,

quindi, sommando ad ambo i membri di questa uguaglianza il vettore —P‘I-%, si
ottiene il risultato.

2. VP,Q € A, QP = —PQ).
Per dimostrare questa uguaglianza, si osservi che, dall’assioma SA2, si ha:

PG+QP = PP,

e dal punto precedente, ﬁ = 0, quindi ]@ + Cﬁ) = 0, in altre parole Cﬁ’ e il
vettore opposto di PQ).



Definizione 2. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. La dimen-
sione di A si definisce come la dimensione di V, dim(A) := dim(V).

Una retta affine ¢ uno spazio affine di dimensione 1. Un piano affine ¢
uno spazio affine di dimensione 2.

Esempio 2. 1. La retta ed il piano introdotti nel Capitolo 1 sono esempi di
retta affine, rispettivamente di piano affine.

2. Sia V uno spazio vettoriale su K. Possiamo definire su V' una struttura di
spazio affine, con spazio vettoriale associato V stesso, nel modo seguente: per
ogni u,v € V, definiamo ud :=v —u € V.

Verifichiamo la validita degli assiomi SA1, SA2.
SAL: siano u,v € V, allora ath = v < w —u = v < w = v + u.
SA2: siano u,v,w € V, allora Wb+ 00 = v —u+w —v =w — u = utb.

3. Se V = R", nel precedente esempio, lo spazio affine che si ottiene si denota
anche con il simbolo A"(R). In questo caso dim(A"(R)) = n.

Piu in generale, se V' = K", si ottiene lo spazio affine A"(K) di dimensione
dim(A"(K)) = n.

4. In A%(R), consideriamo I'insieme delle soluzioni dell’equazione lineare 2z +y =

1,8 = { <‘;) € A2(R) |22 +y = 1}. Notiamo che i punti di S giacciono sulla

1
retta del piano passante per <(1)> e <_1>.
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Sia V = <z> cR%|2z2 4y = O} C R?, il sottospazio vettoriale di R? delle

soluzioni dell’equazione omogenea 2x + y = 0, associata all’equazione 2z +y =1
di S. Allora S ha una struttura di spazio affine su V' definita come segue: VP =



/
(S) ,Q = <S,> € S, poniamo
t t
/_
PO=Q-P= <i,_f> ev.

In seguito vedremo che, pit in generale, I'insieme delle soluzioni di un sistema di
equazioni lineari, se # (), ha una struttura di spazio affine sullo spazio vettoriale
formato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato.

Definizione 3. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Un riferi-
mento affine per A ¢ dato da un punto O € A e da una base {v1,...,v,} di V.
Il punto O é detto l'origine del riferimento.
Sia O,{v1,...,v,} un riferimento affine di A. Per ogni punto P € A, le
coordinate affini di P rispetto al riferimento fissato, si definiscono come le
coordinate del vettore OP € V rispetto alla base {v1,...,v,}. In particolare, se
O? = AU1 + ...+ Ay, allora A1, ..., \, € K sono le coordinate di P rispetto
A1

ad O,v1,...,v,. Useremo frequentemente la notazione vettoriale : e K"
An

per indicare le coordinate di P.

In seguito, un riferimento affine verra anche chiamato sistema di coordi-
nate affini, in relazione al fatto che un riferimento affine permette di assegnare
ad ogni punto le sue coordinate affini.

Osservazione 2. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V', e sia O € A.
Per ’assioma SA1, la funzione

A—-V, PHO?

e biettiva. Quindi, se O,v1,...,v, € un riferimento affine di A, la funzione A —
K™ che associa ad ogni punto P € A le sue coordinate rispetto al riferimento
O,v1,...,v, ¢ una biezione.

Esempio 3. 1. Se A & una retta affine su uno spazio vettoriale V', un riferimento
affine per A e dato da un punto O € A ed un vettore non nullo v € V. Per ogni
punto P € A, O? = v, con A € K. Allora P ha coordinata affine A rispetto al
riferimento O, v.

Ad esempio, un riferimento affine di A'(R) ¢ dato dal punto O =0 € A'(R) =
R e dal vettore e; = 1 € R della base canonica di R:

A'(R) 0 1

0O @

1l riferimento affine O = 0,e; di A'(R) si chiama riferimento affine canonico. Sia
P € AY(R). Ricordiamo che A'(R) = R, come insieme, quindi P ¢ un numero



reale a € R. Allora O? =P -0 =a—-0=a = aey, quindi la coordinata di P
rispetto al riferimento canonico ¢ a.
Scegliendo altri punti O’ € A'(R) e vettori non nulli v € R, si ottengono altri

riferimenti affini, ad esempio O’ = 3,v = —2 & un riferimento affine di A!(R)
diverso da quello canonico.

A'(R) —2 0 2 3

,,,,,,, < — .

e
Sia P € AY(R) il punto corrispondente al numero reale 2. Allora O'P =2 — 3 =
—-1= %v, quindi P ha coordinata % € R rispetto al riferimento O’, v, mentre la
sua coordinata rispetto al riferimento canonico ¢ 2.

2. Se A & un piano affine su uno spazio vettoriale V', un riferimento affine per A
¢ dato da un punto O € A e due vettori v1,v9 € V linearmente indipendenti. Per

ogni punto P € A, OP = \v; + Ayva, quindi P ha coordinate affini <§1> € K2
2

rispetto al riferimento O, vy, vs.

Ad esempio, se A = A?(R), un riferimento affine & dato dal punto O = <8> €

A2%(R) e dai vettori e; = <(1)> €2 = <(1)> € R? della base canonica di R%:

A%(R)

€2

Il riferimento affine O = <O

O> ,€e1,eo si chiama riferimento affine canonico. Sia

P € A%(R). Per definizione A?(R) = R? come insieme, quindi P = <Z) OP =

P—0 = (Z) — (8) = ae; + bes, quindi P ha coordinate (Z) rispetto ad

Oa €1, €2.
Consideriamo ora un altro riferimento affine O',v1,vy di A%2(R), con O’ =

(5= (B) =)



V2

U1

Per ogni P = (Z) € AY(R),

e ;  {a—=3\ _a—b (2 a+2b—9 (1\ a—b a+2b—9
OP-P—O-(b_3>—3 <_1>—|—3 1)~ 3 v+ V2,

quindi le coordinate di P = <a

a=b
b> rispetto al riferimento O’, vy, v9 sono <a+23b—9> .

3

3. Sia K un campo, e sia n > 1 un intero. Il riferimento canonico di A"(K)

0
e il riferimento affine O,eq,...,e,, dove O = | : | € K" ¢ il vettore nullo,

0
ed {e1,...,en} € la base canonica di K. Osserviamo che, per ogni punto P =
A1 A1

€ A"(K), le coordinate di P rispetto al riferimento canonicosono | @ | €

An An
K"

2 Sottospazi affini, equazioni Cartesiane e paramet-
riche

Definizione 4. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Dati un
punto Q € A ed un sottospazio vettoriale W di V, il sottospazio affine di A
passante per QQ e parallelo a W ¢ il sottoinsieme di A

S:={PecA|QPcW).

1l sottospazio W C V si chiama la giacitura di S.



Esempio 4. 1. Il sottoinsieme S C A%(R) dell’Esempio 2. 4. & un sottospazio
affine di A%2(R). La sua giacitura W & il sottospazio di R? formato dalle soluzioni
dell’equazione 2x + y = 0.

w S

Per ogni @ € S (ad esempio Q = <0

1) ), S & il sottospazio affine di A%(R) passante

per @ parallelo a W.

Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V', e sia S C A il sottospazio
affine passante per () € A e parallelo a W C V. Le seguenti proprieta di S
seguono direttamente dalla definizione.

Osservazione 3. 1. Q € S, in particolare S # ().
Infatti, QQ = 0 € V, e siccome W C V & un sottospazio vettoriale, il vettore
nullo di V' appartiene anche a W.

——
2. VP, Pbe S, PLP,eW.
Inﬁi, per Passioma SA2, PP, = PQ + QPQ._}H%@ ricordiamo che m =
—QPy, quindi PiP, = —QP; + QP,. Siccome QP;,QP, € W, segue che PP, €
wW.

3. Dai punti precedenti segue che S ha una struttura di spazio affine sullo spazio
vettoriale W. Infatti S # () per il punto 1, e la restrizione della funzione A x A —
V, (P, P2) — ]TP;, ad S & una funzione S x S — W, (P, P;) — ]TP;, che
verifica gli assiomi SA1, SA2 della Definizione 1.

Definizione 5. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V.. Sia S C A un
sottospazio affine di giacitura W. Diremo che S ¢é un iperpiano, se dim(S) =
dim(A) — 1, dove dim(S) = dim(W).

Vediamo ora due modi per descrivere i sottospazi affini, cioe tramite equazioni
Cartesiane ed equazioni parametriche.



Teorema 1. Sia A -x = b un sistema di m equazioni lineari di ordine n a
coefficienti nel campo K. Se A-x = b & compatibile, allora l'insieme delle sue
soluzioni

S={se K"|A-s=b}

¢ un sottospazio affine di A"(K) la cui giacitura é il sottospazio vettoriale W di
K™ formato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato, W = {s €
K™|A-s=0}. In tal caso, dim(S) = n —rg(A), e per ogni QQ € S, S coincide
con il sottospazio affine di A™(K) passante per Q e parallelo a W.

Dim. Poiche il sistema lineare ¢ compatibile, S # (). Sia dunque § una sua
soluzione. Per il teorema di struttura dell’insieme delle soluzioni di un sistema
lineare,

S=W+5s.

Quindi, posto @ = §, un punto P € A"(K) appartiene ad S, se e solo se P —
Q € W. 1l teorema segue ora dalla Definizione 4 e dal fatto che, in A™(K),
QP =P —-Q.

Per definizione, dim(S) = dim(W), e per il teorema di Rouché-Capelli, dim(W) =
n —rg(A). O

Definizione 6. Sia S C A"(K) un sottospazio affine. Un sistema di equazioni
Cartesiane per S ¢ un qualunque sistema di equazioni lineari A -x = b tale che

S={secAVK)|A-s=b}.

Osservazione 4. 1. Un sottospazio affine S C A™(K') puo essere descritto da
diversi sistemi di equazioni Cartesiane. Infatti, se S = {s € A"(K)|A-s = b},
allora per ogni sistema di equazioni lineari A’ - x = b’ equivalente ad A-z =, le
equazioni di A’ - x = b sono delle equazioni Cartesiane di S.

2. Sia A-x = b un sistema di equazioni Cartesiane per il sottospazio affine
S C A™(K). Allora, il vettore nullo di K™ appartiene ad S se e solo se b = 0,
cioe se e solo se il sistema di equazioni lineari A - x = b & omogeneo.

3. Ogni iperpiano di A"(K) puo essere descritto da una equazione lineare,
a1+ ... +apxy, =0,

con ai,...,a, € K non tutti nulli. Infatti, se A-x = b & un sistema di equazioni
Cartesiane per S, abbiamo che dim(S) =n —1 = n —rg(A). Da questo segue
che rg(A) = 1. Siccome il sistema lineare A -z = b & compatibile, rg(A|b) =
rg(A) = 1. Sia A -z = b un sistema lineare equivalente ad A -z = b con matrice
dei coefficienti A a scala. Siccome rg(A|b) = rg(Alb) = 1, (A|b) ha un’unica riga
# 0, quindi A-x = b & un sistema di equazioni lineari con un’unica equazione
diversa dall’equazione 0 = 0.



Vediamo ora come si possono descrivere i sottospazi affini tramite equazioni
parametriche. Sia S C A"(K) il sottospazio affine passante per il punto @ €

q1
A™(K) e parallelo a W C K™. Supponiamo che @ = | : |, e siano
qn
w11 W1im
wp = yeen Wy = e K"
Wn1 Wnm
dei generatori di W. Allora
x1 1 —q1
P=|:]lesS & OP=P—-Q= : ew,
Tn Tn — 4n
cioe < dty,...,t,, € K, tali che
1 —q1
. =twr+ ...+ tpnwnm,
Tn — dn
se e soltanto se dtq,...,t, € K, tale che
x1 @1 +thwi + ..+ iy,
In Gn tt1wp1 + ... + tnWnm

Definizione 7. Usando le stesse notazioni di cui sopra, le equazioni

r1 =q +Hhwi+ ..o+ pwim

Tn =(gn+tiwp + ...+ tnWnm
sono delle equazioni parametriche per S.

Osservazione 5. Un sottospazio affine S C A™(K') puo essere descritto da diversi
sistemi di equazioni parametriche.

Esempio 5. 1. Sia S = { (i) € A2(R)|x + 2y = 5}. Osserviamo che @ =

(;) € S, e che la giacitura di S ¢ W = { <§> € A’(R) |z + 2y = 0} =



—2
Span ( ) Quindi S ha equazioni parametriche

1
=1-2t
S : v
y =2+t

al variare di t € R.

-9 8 1
o ~1 1 5 .o A
2.SlaW—Span< s ol |6 )CR,est- 1 € A*(R).
2 1 1 0

Allora il sottospazio affine S C A*(R) passante per Q ed avente giacitura W ha
equazioni parametriche

1 =141t — 2ty + 8t3
Ty = —t +ty — 5ts
x3 =14 3t + 6t3
Ty =2t +to + 13

con tq,to,t3 € R. Osserviamo che

1 -2 8
. . -1 1 =5
dim(S) = dim(W) =rg T 2.
2 1 1
1 —2
Quindi S & un piano affine in A*(R). Inoltre, W = Span< _3 , (1) ),
2 1

quindi S ha anche le seguenti equazioni parametriche:

I :1+t1—2t2

g. To = —t1+ 1t
‘ r3 = 1+ 3t1
T4 =2+t

con t1,to € R.

Definizione 8. Sia A uno spazio affine su uno spazio wvettoriale V. Siano
51,59 C A due sottospazi affini di giacitura Wi, Wy C V| rispettivamente.

1) Sy ed Sy si dicono paralleli, in simboli S1||S2, se W1 C Wy, oppure se
Wy C W1

2) Se Si ed So non sono paralleli, essi si dicono sghembi se S; N Sy = 0,
oppure incidenti se S; N Sy # (.



2.1 Passaggio da equazioni Cartesiane ad equazioni parametriche

Sia S C A"(K) un sottospazio affine dato dalle equazioni Cartesiane A - x = b.
Per trovare delle equazioni parametriche per S si risolve il sistema di equazioni
lineari A -x = b, esprimendo le sue soluzioni in funzione di opportune variabili
libere t1,...,t, € K. In altre parole bisogna trovare una soluzione particolare
Q di A-z =0 ed una base wy, ..., w, dello spazio W delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo associato A - z = 0 in modo che

S:Q+W:Q+t1w1—|—...—|—tmwm,
al variare di t1,...,t,, € K.

Esempio 6. Sia S C A*(R) il sottospazio affine dato dalle seguenti equazioni
Cartesiane:
g - 201 —x9 +4x3+x4 =0
' —3x3 + 224 =1.
Risolvendo il sistema lineare, otteniamo le seguenti equazioni parametriche per

S.

2 1 11
Ty =35+ 5ta— GFta
S Tro = t2
) — 14 2
xr3 = 3 + 3l4
Ty = t4.

2.2 Passaggio da equazioni parametriche ad equazioni Cartesiane

Sia S C A™(K) un sottospazio affine dato dalle equazioni parametriche

r1 =q +thwi+.. Fpwim

Tn =¢qnthwpr + ...+ tpWam

al variare di t1,...,t, € K. Quindi S ¢ il sottospazio di A"(K) passante per

qn w11 Wim
Q = | : | ed avente giacitura W = Span (wl = : sy Wy = : )
dn Wn1 Wnm
Ty
Osserviamo che un punto | : | € A"(K) appartiene ad S se e solo se il seguente
T,
sistema lineare
w11 ... Wim t1 1 —q1
Wpl ... Wpm tm Tn — Qn,
A b

10



3]
nelle indeterminate | : | & compatibile. Dai risultati del Capitolo 3, questo &
tm
equivalente all’annullamento delle ultime n — r componenti del vettore I;, dove
(A|b) & una matrice che si ottiene da (A|b) tramite una sequenza di operazioni

b1
elementari ed A & a scala, r = rg(A) = dim(S). Quindi, se b = | : |, allora
bn
delle equazioni Cartesiane per S sono date da
Br—i—l =0
b, =0.

Esempio 7. Sia S C A*(R) il sottospazio affine dell’Esempio 5. 2.,

r1 =141t — 2t + 8i3
To = —t1 4ty — big

S :
I3 :1+3t1+6t3
gy =2t +12+1t3.
Allora
1 -2 8 x1-1
-1 1 -5 T2
(Alb) = 3 0 6 x3—1
2 1 1 Ty

Trasformiamo (A |b) per mezzo di una successione di operazioni elementari in
modo da ottenere

1 -2 8 1 —1
i |0 -1 3 1+ a9 —1
(Alb) = 0 0 0 3z1+6x2+x3—4
0 0 0 3z1+52r24+x4—3

Osserviamo che A ¢ a scala ed otteniamo le seguenti equazioni Cartesiane per S

3r1+6x0+2x3 =4
3r1+dr0+2x4 =3.

3 Geometria in un piano affine

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione 2 su un campo K. Sia A uno spazio
affine su V, quindi A & un piano affine. I sottospazi affini di A sono quelli banali,
cioe i punti ed A stesso, e le rette » C A.

11



Fissato un riferimento affine O, vy, v per A identifichiamo A con A%(K) nel
modo seguente: per ogni punto P € A, siano <:;> € K? le sue coordinate
rispetto al riferimento O, vy, ve, allora identifichiamo P con il punto di A%(K) che
ha coordinate <§> rispetto al riferimento affine canonico (8) ,e1,eo di A2(K).

Osserviamo che, se P,Q) € A sono due punti aventi coordinate rispettivamente

(gl) e (52) rispetto al riferimento O, v, vo, allora il vettore I@ € V ha co-
1 2

ordinate <Z2 B §1> rispetto alla base {v1,v2}. Quindi, relativamente alla prece-
2 — Y1

dente identificazione di A con A?(K), il vettore ]@ € V corrisponde al vettore

($2> — <w1) € K?2. Da questo segue che, studiere la geometria affine in A, &

Y2 Y1
equivalente a studiare quella in A%(K).

Se Q = <zo> € A%2(K) e W = Span (Z) C K? ha dim(W) = 1, allora la
0
retta r passante per () di giacitura W ha equazioni parametriche
r =x9+tA
r
Yy =Yo+tu,
al variare di ¢ € K. Delle equazioni Cartesiane per r si possono ottenere nel

modo seguente. Ricordiamo che, per definizione, un punto P = (g) € AY(K)

appartiene ad r se e solo se Q—}% € W, cioe¢ se e solo se i vettori P — Q) =

— A . . . . .

(i §0> , (M) € K? sono linearmente dipendenti. Ricordiamo che un modo
— %0

per esprimere quest’ultima condizione e richiedere che

T—29 A
det =(x—=x —(y—yo)A=0.
<y o u) ( o)k — (¥ — vo)

Quindi delle equazioni Cartesiane per r sono:
T — YA = Tofh — Yo -

Esempio 8. Sia K = R, e siano () = <_12>, W = Span (;) C R2. Allora la

retta r passante per ) ed avente giacitura W ha equazioni parametriche

r =-241
y =1+4+3t,
al variare di t € R, ed equazioni Cartesiane

3x—y=-T.

12



Siano P = <$1) e Q= (§O> due punti distinti di A%(K). Il vettore Q? =
0

n
P-Q= <:;1 B 50 € K? ¢ diverso dal vettore nullo, quindi genera un sottospazio
1~ Y0

vettoriale di dimensione 1 di K2, W = Span <§1 B :;0>. La retta passante per
1= %0

P e Q &larettar C A?(K) passante per @ ed avente giacitura W. Osserviamo
che r ha equazioni parametriche

x =x+t(x1 — o)
y =vyo+ty1—wvo),
con t € K, ed equazioni cartesiane
(z —x0)(y1 —yo) — (¥ — vo)(z1 — w0) = 0.
Proposizione 1. Siano r,7’' C A?(K) due rette di equazioni Cartesiane

ar+by = c,

/

dz+by = ¢,
rispettivamente. Allora valgono le sequenti affermazioni.

a

1) r||r’ & det <a’ 5,) =abl —ad'b=0.

2) Ser||r' allora r Nr' =0, cioé r ed v’ sono disgiunte se e solo se

a b ¢
1"g<a/ b C/):z‘

3) Ser ed r' non sono parallele allora esse si incontrano in un unico punto di

coordinate (;j) , con

cb’ — b ac —d'c
r=-———o = 7~
abl —a'd’ y ab —a'b

Dim. 1) Siano W, W’ le giaciture di 7,1/, rispettivamente. Ricordiamo che W =
{(5) € K?|ax + by = 0} e W = {<§> € K?|d'z + by = 0}. Siccome
dim(W) = dim(W') =1,

rllf W =W & dim(WnW')=1.
Poiché WNW' coincide con I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

ax+by =0
dr+by =0,

13



b
Penunciato segue dal teorema di Rouché-Capelli, osservando che rg (Z, b’) >1,

perché la matrice non e nulla.
2) Questa affermazione segue direttamente dal teorema di Rouché-Capelli.
3) Per il punto 1) r ed 7’ non sono parallele se e solo se det <§, (?’) #0. In

tal caso il sistema di equazioni lineari

ar+by =c
de+bty =¢

ha un’unica soluzione. L’espressione esplicita di tale soluzione ¢ data dalla regola
di Cramer. O

Esempio 9. Consideriamo le rette r: x + 3y = —1, ed v’ : 2z +y = 2 di A%(R).

Osserviamo che det (1 3

9 1) = —5 # 0, quindi r ed ' non sono parallele. Dalla

7
proposizione precedente, r ed r’ si incontrano nel punto ( _E’é )
5

Sia Q = <§0) € A2(K) esiano 7 : ax + by = ¢, v’ : 'z + b'y = ¢ due rette
0

distinte di A%(K) passanti per Q. Allora, per ogni (A, 1) # (0,0), la retta
Ry s Max +by —¢) + p(d'z + by — ) =0

contiene il punto ). Viceversa, ogni altra retta per () coincide con Ry ,, per
qualche (A, ) # (0,0). Infatti, sia 7’ : a”2 + 0"y = ¢ una retta passante per Q.

Scegliamo un punto P = 51 € r”" diverso da Q. Siccome r # 1/, vale una delle
1

seguenti disuguaglianze:
ax1 +byy —c#0, dx1+by —c #0.

Quindi, per (A, i) = (a’x1 + Vy1 — ¢, —axy — by + ¢) si ha che P € R5 5y Per
l'unicita della retta passante per P e @, segue che r’ = R(j\ i)
Definizione 9. Con le notazioni di cui sopra, linsieme delle rette Ry ., al
variare di (A, p) # (0,0), si chiama fascio proprio di rette per Q.

2
rette per @, Ry ). Osserviamo che r: z =1 ed r’ :y = 2 sono due rette distinte
passanti per Q. Quindi Ry ) : AM(x — 1) + p(y — 2) = 0.

Esempio 10. Sia Q = <1> € A?%(R). Vogliamo determinare il fascio proprio di

Vediamo con un esempio un’applicazione del fascio proprio di rette per un
punto.
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Esempio 11. In A%(R), vogliamo trovare un’equazione della retta r parallela al

vettore v = _1 e passante per v’ Nr”, dove r’ 1z —2y =0, r" : 3x + 2y = 1.

A tale scopo, osserviamo che r appartiene al fascio proprio di rette passanti
per 7/ N " che & dato dalla seguente espressione (osserviamo che ' # r):

Ry s Mz —2y) +pBz+2y—1)=0, (A p)#(0,0).

Per ogni (A, ), la giacitura di R, ¢ l'insieme delle soluzioni dell’equazione
Az — 2y) + pu(3z + 2y) = 0, quindi la retta Ry, ¢ parallela a v se e solo se
—3A—p =0. Per A =1, p = —3, otteniamo r = R(; _3) = 8z + 8y = 3.
Osserviamo che la coppia (A, ) ¢ definita univocamente, a meno di un fattore
moltiplicativo # 0.

4 Geometria in uno spazio affine di dimensione 3

Sia A uno spazio affine di dimensione 3. I sottospazi affini di A sono quelli banali,
cioe i punti ed A stesso, le rette, i piani. Fissato un riferimento affine O, vq, v9, v3
di A, identifichiamo A con A3(K) in modo analogo a come fatto nella sezione
precedente per i piani affini. Anche in questo caso lo studio della geometria affine
di A & equivalente a quello della geometria affine di A3(K).

Zo
Descriviamo dapprima i piani affini in A3(K). Dati un punto Q = | yo | €
20
A1 A2
A3(K) ed un sottospazio vettoriale W = Span< pr | s | e ) C K3 di dimen-
4 V2

sione 2, il piano p passante per () ed avente giacitura W ha equazioni parametriche

=z + t1 A1 +t2)2
= Yo + tip1 + tape
z =2z9+ vy +tare,

con t1,to € K. Per ottenere un’equazione Cartesiana di p ricordiamo che, per

T
definizione, il punto P = |y | € A3(K) appartiene a p se e solo se Q? e W,
z
T — xg A A2
cioe i vettori P—Q = y—vo |, | 1], | p2| sono linearmente dipendenti.
Z— 20 141 %)

Un altro modo di esprimere questa condizione ¢ richiedere che

T—Tg A A2

det {y—yo 1 p2|=0.
Z—20 V1 U

15



Sviluppando tale determinante lungo la prima colonna si ottiene un’equazione
Cartesiana per p:

( — mo)(p1v2 — vip2) — (¥ — yo)(A1v2 — v1A2) + (2 — 20) (A1p2 — pA2) = 0.

Il maniera analoga si ottengono equazioni parametriche e Cartesiane del piano
p passante per 3 punti non allineati Py, P, P, € A3(K). Ricordiamo che Py, Py, P»
non sono allineati se non esiste alcuna retta di A3(K) che li contiene, in altre
parole, se e solo se i vettori PyP;, PoP> sono linearmente indipendenti. In tal

Lo T T2
caso,se Pp= |y |, PA=|y1|,e P»= | y2 |, allora p ha le seguenti equazioni
20 Z1 Z9
parametriche:
x =x0+ti(x1 — x0) + t2(z2 — x0)

y =yo+ti(yr —yo) +ta(y2 — vo)
z =20+ ti(z1 — 20) + t2(22 — 20),

con ty,ts € K. Un’equazione Cartesiana per p ¢ data da

r—Tyg I1— Ty T2 — X0

det {y—yo yv1—% vy2—% | =0.
zZ — 20 Z1 — R0 29 — 20

1 0 2
Esempio 12. 1. Siano Py = (2]|,P = (1], = [0] € A3(R). Os-
0 1 1
N -1 _ 1
serviamo che PP} = | —1|,PyP» = | —2 | sono linearmente indipendenti,
1 1

quindi Py, P;, P» non sono allineati. Allora il piano passante per questi punti ha
equazione Cartesiana

r—1 -1 1
det ly—2 -1 -2 =(x—-1)+2(y—2)+32=0.
z 1 1

2. Sia p C A3(R) il piano dato dall’equazione Cartesiana 2z —y — z = 3.
Vogliamo trovare equazioni parametriche per p. Allora, ponendo come variabili
libere t; = y, to = 2, si ha che x = % + %tl + %tg, quindi otteniamo le seguenti
equazioni parametriche per p:

_ 3 1 1
y =t
z :tg.
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Zo

Descriviamo ora le rette in A3(K). Sia Q = [ yo | un punto di A3(K), e
20
A
sia W = Span | i | € K3 un sottospazio vettoriale di dimensione 1. La retta
v

r C A3(K) passante per @ ed avente giacitura W ha equazioni parametriche

r =x9+tA
Yy =yotitp
z =zy+tv,

con t € K. Per determinare delle equazioni Cartesiane per r procediamo come
x

descritto nella sezione 2.2. In particolare, un punto P = [y | € A3(K) appar-
z

tiene ad 7, se e solo se il seguente sistema di equazioni lineari nell'indeterminata

t & compatibile:

A T — To
plt=1vy—1y
v Z— 20
A b

Con una successione di operazioni elementari, trasformiamo (A [b) in una matrice
(A]b) con A a scala. Siccome rg(A) = rg(A) = 1, le equazioni Cartesiane di r

sSono _
by =0
by =0.

Ad esempio, se A # 0, allora

z— 20— X (v —w0)

quindi 7 ha equazioni Cartesiane

Ay = yo) — plx —z0) =0
Mz —2z0) —v(z—x09) =0.

In maniera analoga si determinano equazioni Cartesiane per r nei casi in cui
u # 0, oppure v # 0.

I i)
Se P= |y ]|,Q = |yo| sono due punti distinti di A3(K), allora esiste
Z21 20

un’unica retta r passante per P e (). Per ottenere equazioni parametriche e
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Cartesiane si osserva che r ¢ la retta passante per () ed avente giacitura W =

T — g
Span(éﬁ) = Span | y1 — o |, allora i precedenti risultati forniscono equazioni
Z1 — 20

parametriche e Cartesiane per r.
Osserviamo che, in generale, una retta affine r C A3(K) puo essere descritta
da due equazioni Cartesiane

ax + by + cz =d
dxr+by+dz =d,

b ¢

yod) = 2. Notiamo che da questa condizione segue 'uguaglianza

a
conr
g o

rg <s, é), Cc/) = rg (Z, :, CC, 5,), quindi il sistema lineare ¢ compatibile.

Geometricamente questo significa che r ¢ I'intersezione dei piani p, p’ di equazioni
Cartesiane p : av +by +cz = dep : dx+Vy+ 2z = d. La condizione

a v J
seguente proposizione).

b
rg <a C) = 2 esprime il fatto che p e p’ non sono paralleli (si veda la

Proposizione 2. Siano p,p’ C A3(K) due piani affini di equazioni Cartesiane
prar+by+cz=dep :adr+by+dz=d. Allora valgono le sequenti
affermazions.

a b c
1) pHp’@rg(a, " c,):l.

2) Se pl||p’, allora p e p’ sono disgiunti se e solo se rg (3, 5, CC, 3,) = 2,

altrimenti p = p'.
3) Se p e p' non sono paralleli, allora essi sono incidenti, e pNp' & una retta.

Dim. 1) Siano W, W’ la giacitura di p, p/, rispettivamente. Ricordiamo che W =

z x
{ Yy |a$+by+cz:0}’eW’:{ Y |a’a:—|—b/y+c’z:0}. Siccome
< z
dim(W) = dim(W') = 2,

pllpf W =W < dim(WnWw')=2.

Il risultato segue ora dal Teorema di Rouché-Capelli, osservando che W N W’
coincide con 'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

ax + by + cz =0
dr+by+dz =0.
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2) Dire che p e p’ sono disgiunti significa che p N p’ = (), in altre parole che il
seguente sistema lineare non ¢ compatibile:

ar +by+cz =d
dx+by+dz =d.

Per ipotesi, p||p/, quindi dal punto 1) abbiamo che rg (5, li)’ CC,> = 1. Siccome
a b c a b ¢ d . . . ..
gl y o <rg d Yl d < 2, per il Teorema di Rouché-Capelli il
. . . . _ a b ¢ d
sistema lineare di cui sopra non ¢ compatibile se e solo se rg Jd YL d)T 2.
3) Se p e p/ non sono paralleli, dal punto 1) segue che rg (3, ll;, CC,) =2,
a b c a b c d
rg ad v o =1g d v oJ d =2.

Dal Teorema di Rouché-Capelli abbiamo che il sistema lineare

quindi

ax + by + cz =d
drx+bVy+dz =d

¢ compatibile, e dal Teorema 1 segue che l'insieme delle sue soluzioni € un sot-
tospazio affine di A3(K) di dimensione 3 — 2 = 1, cio¢ una retta di A3(K). Il
risultato segue ora dal fatto che p N p’ coincide con I'insieme delle soluzione del
precedente sistema lineare. ]

La seguente proposizione esprime le condizioni di parallelismo ed incidenza
tra una retta ed un piano di A®(K) in termini delle equazioni Cartesiane che
li definiscono. La sua dimostrazione ¢ analoga a quella della precedente propo-
sizione ed i dettagli sono lasciati per esercizio.

Proposizione 3. Siano

ax + by + cz =d
e
dr+by+dz =d

una retta, e p : a’z + V'y + 'z = d" un piano di A3(K). Allora valgono le
sequenti affermazioni.

a b ¢
)r|lpedet|d b | =0
a// b// c//

a b ¢ d
2) Ser|lp, allorarNp=0<rg|d V ¢ d | =3, altrimentir C p.
a// b// C// d//



a b c
3) r e p non sono paralleli se e solo se det | @’ b ¢ | #0, ed in tal caso
a// b// C//
r interseca p in un solo punto.

Valgono risultati analoghi per esprimere le condizioni di parallelismo ed inci-
denza tra due rette di A3(K) in termini delle loro equazioni Cartesiane, che non
riportiamo in queste note.

Esempio 13. 1. Determiniamo un’equazione Cartesiana del piano affine p C
1
A3(R) passante per il punto Q = | 2 | e parallelo al piano p’ : x +y + 2 = 1.
3
Osserviamo che la giacitura di p deve coincidere con quella di p’, quindi &
data dall’equazione x +y + z = 0. Ne segue che p ¢ descritto da un’equazione del
tipo & + y + z = d, per qualche d € R. Sostituendo ad z,y, z le coordinate di @,
otteniamo d = 6. Quindip: x4+ y+ 2z = 6.

2. Determiniamo un’equazione Cartesiana del piano p C A3(R) passante per il

1
punto @ = | 0 | e contenente la retta r di equazioni parametriche
-1
r =1+t
= —1+2¢
z =2-—1,

al variare di t € R.
Possiamo procedere in diversi modi. Ad esempio osservando che r & la retta

1 2
passante per i punti Pp= | —1 ] e P, = | 1|, che si ottengono per t =0, t =1,
2 1

rispettivamente. Il piano p deve contenere i punti @), Py, P, ed inoltre essi non
sono allineati. Infatti i vettori

0 1
QR =|(-1]., @pP = |1
3 2

sono linearmente indipendenti. Quindi un’equazione Cartesiana per p € la seguente:

z—1 0 1
det| v -1 1|=-5(x—-1)+3y+2+1=0.
z+1 3 2

Un altro modo per trovare un’equazione di p ¢ il seguente. Troviamo dapprima
le equazioni Cartesiane di r:

—2z4+y+3 =0
r+z-3 =0.
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Ora osserviamo che ogni piano di equazione
P A2z +y+3)+p(z+2-3)=0,

con (A, i) # (0,0), contiene la retta 7. L’insieme dei piani p(y , si chiama fascio
proprio di piani contenente r. In modo analogo al caso dei fasci propri di
rette per un punto nel piano, si pud dimostrare che per ogni piano p’ contenente
r, 3\, 1) # (0,0) tale che p’ = p(y ). Quindi per trovare p, basta determinare
(A, p) tale che Q € P(ru)- Sostituendo le coordinate di @ ad z, y, z nell’espressione
Der p(y ) otteniamo 'equazione A — 3p = 0. Ad esempio, per p =1, A = 3, si ha
I’equazione —5x 4+ 3y + z + 6 = 0 per p.

3. Si vogliono determinare equazioni Cartesiane della retta r C A3(R), passante

1
per il punto @ = | 1 |, contenuta nel piano p :  + 2y = 3, ed incidente la retta
1
P 2
r
Y =0
1 0 1
Osserviamo che det [0 1 0| = —1 # 0, quindi per la Proposizione 3 p ed r’
1 20

non sono paralleli. Allora 7’ Np consiste in un punto P che ¢ diverso da @, perché
le coordinate di @ non soddisfano le equazioni di r’. La retta cercata r coincide
quindi con la retta passante per P e (). Determiniamo le coordinate di P, che
sono date dalla soluzione del sistema lineare

r4+z =2
Yy =0
r+2y =3,
3
P =1 0 |]. In conclusione, r ha equazioni parametriche
-1
r =142t
y =1-—t
z =1-2t,

ed equazioni Cartesiane

r+2y =3
20—z =1.
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