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Calcolo delle probabilita

Il problema dell'incertezza

E’ possibile/corretto misurare l'incertezza?
Come siamo soliti misurare l'incertezza”

Il calcolo delle probabilita, strumento necessario
per un uso corretto della statistica

Saper leggere un risultato, una statistica, un
output di un software, in cui viene valutata
I'incertezza.



Uno strumento utile:

le tavole di contingenza

sappiamo “leggere” questa tavola di 2 x 2?

Dalt. Non Dalt. total

M 60 540 600
F 5 495 500
totali 65 1035 1100




sappiamo “leggere” la probabilita da questi

dati?
Dalt. Non Dalt. totali
M 60 540 600
F 5 495 500
totall 65 1035 1100
“‘Sapendo che”
« P(Dalt.|F)?
. -
. P(Dalt. | F)=P(Dal.) ? Eventi dipendenti !!
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Siamo in grado di completare
guesta tavola di contingenza 2 x 27

Malati Sani totall
M 60%
F 40%

total 10% 90% 100%




Siamo in grado di completare
guesta tavola 2 x 27

Malati Sani totali

M 10% 50% 60%
F 0% 40% 40%
totali 10% 90% 100%
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Siamo in grado di completare

guesta tavola 2 x 27?

Malati Sani total

M 6% 54% 60%
F 4% 36% 40%
total 10% 90% 100%

Se la malattia non dipende dal genere !!!

Ad es. P(F N Sani) = P(F) * P(Sani) = 40% * 90% = 36% ...




Diverse definizioni, o
da applicare in maniera “corretta’... =
@ T~
L ] * v ,f
®y

Definizione classica: casi favorevoli / casi possibili

se ‘eventi elementari” sono “equiprobabili”

Definizione frequentista: =freq. relativa osservata

se abbiamo un numero “suff. grande” di osservazioni

Definizione soggettivista: e il prezzo p (0sp<17) che sono

disposto a pagare in una scommessa equa ...
Il problema della soggettivita ...

e quindi, come fare, in particolare in ambito bio-medico?
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La probabilita P(E) di un evento E € un numero
tale che:

- 0<sP(E)=1;

P(E) = 0 guando E e I'evento impossibile,

P(E) = 1 quando E e I'evento certo;

P(E°) = 1- P(E);

P(EUF) =P(E) + P(F) - P(E N F);

D(E U F) = P(E) + P(F) — Regola della somma
se E e F sono eventi incompatibili;




La probabilita condizionata

La probabilita condizionata — “... Al variare delle informazioni
IN NOStro possesso, puo variare la prob. di uno stesso
evento ...”;

P(ENF)
P(F)

P(E|F)= , P(F)>0

E e F si dicono indipendenti
sse

P(E | F)=P(E)
P(F | E) = P(F)
P(E NF)=P(E) * P(F) 1

Reqgola del prodotto
/



Dalla definizione di probabilita condizionata si puo
ricavare la formula di Bayes ...:

P(E|F)= PI(;IL)E)*P(E), P(F)>0

/ N\

Probabilita a posteriori Probabilita a priori
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Probabilita condizionata e test diagnostici

Valore predittivo pos.: e la probabilita

T+ |T- che una persona sia malata, sapendo
M-+ che e positiva al test
M- Valore predittivo neq.: e la probabilita
che una persona sia sana, sapendo

che e negativa al test

T+NM + _ veri positivi
T+  positivi

T —-nM —  veri negativi
T—-  negativi

Vp+=P(M+|T+) =

Vp—=P(M—|T-) =



Probabilita condizionata e test diagnostici

T+

Sensibilita: e la probabilita che una

M+

persona risulti positiva al test, sapendo
che e malata

Specificita: e la probabilita che una
persona risulti negativa al test, sapendo
che e sana

T+NM +  veri positivi

Se=P(T+|M+) = _
M + malati

Sp=P(T—|M-)= T-nM - _ veri negativi
M — sani

Domanda: In un test con sensibilita del 100%

non ci possono essere falsi positivi o falsi negativi?
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Perché un tampone non basta

'accuratezza diagnostica del test puo aumentare con una raccolta ripetuta dei
tamponi. In uno studio condotto su 51 pazienti affetti da COVID-19, la sensibilita del
primo tampone respiratorio era del 70%; tale valore raggiungeva il 94% e il 98% con

'esecuzione del secondo e del terzo tampone.

... Sul mercato sono oggi disponibili diversi test sierologici, dai piu rapidi e
meno specifici (immunocromatografici) per arrivare all’analisi d’elezione
effettuata su esame da prelievo endovenoso con tecnologie differenti
(ELISA, chemiluminescenza). L'affidabilita di un test sierologico dipende
dalle sue caratteristiche di specificita e sensibilita. E fortemente
raccomandato I'utilizzo di test del tipo CLIA e/o ELISA e/o ELFA che
presentino una specificita non inferiore a 95% e una sensibilita non
inferiore al 90%, come indicato in molte linee guida, per consentire di

ridurre il numero di risultati falsi positivi e falsi negativi.
https://www.aboutpharma.com/blog/2020/07/09/test-tamponi-mutazioni-il-punto-su-sars-cov2-con-un44
microbiologo/ 9 luglio 2020



https://www.aboutpharma.com/blog/2020/07/09/test-tamponi-mutazioni-il-punto-su-sars-cov2-con-un-microbiologo/
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Tempi di risposta (esito)
La risposta arriva in circa 15 minuti in laboratorio. In poche ore all'utente (ma
dipende dai laboratori e da quanti anticorpi vengono cercati).

Affidabilita
La sensibilita arriva fino al 96% quando siano eseguiti dai 21 ai 35 giorni dall'esordio
dei sintomi (piti giorni passano dall'incontro con il virus, piu i sierologici sono
affidabili). Ma secondo una recente ricerca ci sono notevoli variazioni
nell'accuratezza dei test sierologici disponibili in commercio, la cui sensibilita va dal
60,09 all'87,3¢%.

Risultato

A seconda dei kit, il modello piu completo ed esaustivo ci dice se abbiamo
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ESERCIZIO — dati Se, Sp, Pr, calcolare 1 Vp

T+ | T- Se: 60%
Sp. 90%
Pr: 1%

Se= P(T+|M+) = veri pogtm
mal ati

veri negativi
=P(T-|M-)= -
ani

Risulta quindi:
_ positivi = Se* malati =60%*1% =0, 6%
_hegativi = Y0* sanl = 90%*99% =89,1%



T+ T- sens: | 60%

M+ | 0,6%| 0,4% 1,0% spec: | 90%
M- 9,9% | 89,1%| 99,0% Prev: | 1%
10,5% | 89,5%| 100%

Risulta pertanto:
verl pOS.It.IV.I =5 7%
test  positivi

veri _negat.lv.l - 99 6%
test negativi

Vpt+t=P(M+|T+)= Y Nifi
p+=P(M+|T+) Cosa significano

tall valori?

Vp-=P(M-|T-)=



T+ T- sens: | 60%

12,0% 8,0% | 20,0% spec: | 90%

8,0%| 72,0% | 80,0% Prev: | 20%

20,0%| 80,0%| 100%

Ma che accade
se cambia la
prevalenza??

Vp+= | 60,0%
90,0%

<
2
[




Cosa succede se passiamo a Se=95%"

T+ T- Se: 95%
M+ | 0,95%| 0,05%| 1,0% Sp: 90%
M- 9,90% | 89,10% | 99,0% Pr: 1%
10,85% | 89,15% | 100%
Risulta pertanto:
Vpt= P(M+|T+) = += =P = g g5
test positivi
Vp- = P(M = |T-) = veri_negativi _ 99, 9%

test negativi




e se fosse Pr=20%"7

Se: 95%
Sp: 90%
Pr: 20%

T+ T-
M+ 19% 1%| 20%
M- 8% 2%| 80%
27% /3% | 100%
Vp+= 70,4%
Vp- 98,6%




P(M+)

P(M+|T+) P(M+|T-)



la curva R.O.C.
receiver operating characteristic

— come possiamo scegliere un buon cut-
off In un test diagnostico?

— come possiamo scegliere tra due test
diagnostici?



la curva R.O.C.
receiver operating characteristic

Applicazion [mosica | moficavikieso

Le curve ROC furono utiizzate per 1a prima volta durante |a seconda querra mondiale, da alcuni ingegneri elettrotecnici che volevano individuare | nemici utiizzando il radar durante e battaglie

aeree. Recentemente e curve ROC sono utiizzate in medicina ™ radiologia ® psicologia, meteorologial”, veterinaria® fisica e afri ambit, come il machine leaming ed il data mining



la curva R.O.C.

» descrive la Sensibilita e la Specificita
al variare del cut-off

° esempiO: ecograﬁa (R1 normale, R5 anormale)

R1 R2 R3 R4 R5 totale
total
R1 R2 R3 R4 R5 totale
biopsia - 1 123 21 11 1 157
biopsia + 0 1 4 13 10 28
totale




* |la scelta deil cut-off

la curva R.O.C.

da R4 in |negativi| positivi | total
su
biopsia - 145 12 157
biopsia + 5 23 28
totali 150 35 185

cut-off sensibilita | specificita
da R1in su 100% 0%
da R2 in su 100% 1%
da R3insu 96% 79%
da R4 in su 82% 92%
da R5insu 36% 99%
nessun 0% 100%

positivo




la curva R.O.C.

cut-off | sensibilit | specificit
a a

daR1lin 100% 0%
Su

da R2in 100% 1%
Su

daR3in 96% 79%
Su

daR4in 82% 92%
Su

da R5in 36% 99%
Su

Nessun 0% 100%

positivo

sensibilita
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la curva R.O.C.

= ROCCurve{Embedding::sodium::[0|1,13]} |Z||E|r5__(|
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1.0

la curva R.O.C.

Sensitivity
o
N

0.2

0.8

1.0

—— SVRMHC (0.738)
Additive (0.656)
.SYFPEITHI (0.676)
BIMAS (0.661)
——— RANKPEP (0.673)
——— SVMHC(0.651)



Probabilita e
misure del rischio



Che differenza ¢’ é tra

Prevention of Breast Cancer in Postmenopausal uno studio di coorte o
Women: Approaches to Estimating and Reducing uno studio caso
Risk

controllo?

Steven R. Cummings, Jeffrey A. Tice, Scott Bauer, Warren S. Browner, Jack Cuzick, Elad Ziv,
Victor Vogel, John Shepherd, Celine Vachon, Rebecca Smith-Bindman, Karla Kerlikowske

Endogenous Hormone Levels and Estimation of Breast PerChe alcu ne VOIte
Cancer Risk 1 1 I 1
A study (34) that combined data from mnelBrosBective cohortl negll artICOII trOVIamo

studies of breast cancer found that wo Scrltto .

comerone, .22 TS Ol = 159 0 5 10 Dehan hose 3 Rischio Relativo (RR) e
prospeccive scudics altre Odds Ratio (OR)?

the lowest quintile. We TOUTTU S
(32,35-39), all of which found stadistically significant associations

between estradiol or testosterone levels and the risk of breast can-

Injectable and Oral Contraceptive Use and Cancers of the
Breast, Cervix, Ovary, and Endometrium in Black South
African Women: Case-Control Study

Methods and Findings: We analysed data from a South African hospital-based case-control study >f black females age«
18-79 y, comparing self-reported contraceptive use in patients with breast (n=1,664), cervical (n = 2,182), ovarian (n=182)
and endometrial (n = 182) cancer, with self-reported contraceptive use in 1,492 control patients diagnosed with cancers witl
no known relationship to hormonal contraceptive use. We adjusted for potential confounding factors, including age
calendar year of diagnosis, education, smokmg alcohol parltyfage at first birth, and number of sexual partners. Among
controls, 26% had used injectable and 2770 1.0 . 0 (.. ..l l._.. . - ment and more recent users versus neve
users of oral or injectable contraceptives the odds ratios (ORs) fcr breast cancer vere significantly increased in users of ora
and/or |njectable contraceptwes (OR 1.66, 95% CI 1.28-2.18 - among those exclusively using ora

centraceptwes cerrespondmg OR




Fattori di rischio

« Esposizioni, comportamenti o attributi personali
che influenzano il rischio di sviluppare una
malattia

« Fattori che aumentano la probabilita di
comparsa di una malattia o di una determinata

condizione
4 categorie principali:
« Componenti genetiche o ereditarie
« Componenti ambiental
 Fattori nocivi presenti nel’ambiente di lavoro
« Abitudini tipicamente individuali



Associazione tra “esposizione” e
malattia

 |'esistenza della associazione si puo
dimostrare confrontando la frequenza della
malattia in due popolazioni costituite
rispettivamente da persone esposti e non
esposti ad una presunta causa (0
determinante o «fattore di rischio»)

* Per “esposizione" si intende la presenza di
gualsiasi variabile che, in linea di ipotesi, puo
causare un certo effetto



DUE APPROCCI PER LA SCOPERTA DI
UN’ASSOCIAZIONE

STUDIO PROSPETTICO
di COORTE

STUDIO RETROSPETTIVO
CASO-CONTROLLO



Disegno di uno Studio Prospettivo

Reclutamento due gruppi di individui sani
« uno composto da soggetti esposti al fattore di rischio

* Uno composto da soggetti quanto piu possibile simili ai primi,
salvo per il fatto di non essere esposti

Osservazione dei singoli individui per un periodo di tempo

appropriato (follow-up) al fine di stimare I'incidenza di
malattia

nel due gruppi di esposizione (esposti e non esposti).



Studi prospettici

Passato Presente Futuro

si verifica
'evento

Coorte di persone che
non hanno né hanno
avuto |’ evento
suddivisi in esposti e
non esposti ad un

fattore di rischio \ non si verifica

I'’evento

In uno studio prospettico, all’inizio 'evento malattia non € ancora avvenuto;
trascorso un periodo di tempo si determina quanti individui hanno sviluppato la
malattia tra gli esposti o non esposti ad un fattore di rischio



CALCOLO DEL RISCHIO RELATIVO (RR)

Ammalati (M+) Non ammalati(M-) Totale
Esposti a b a+b
Non esposti C d c+d

Numericamente I'associazione tra “fattore di rischio e malattia” e
misurata come rapporto (Rischio Relativo, RR) tra tassi di
Incidenza, ovvero come rapporto tra il rischi negli esposti e
guello nei non esposti .

Rischio negli esposti: a/(a+b)

RR=
Rischio nei non esposti: c/(c+d)



Troppa carne rossa nella dieta?

Rischio del 32% in piu di tumore del seno ...

Sembra essere gquesta la conclusione di uno studio pubblicato dagli
Archives of Internal Medicine, studio che aveva attirato una grande

attenzione.




| ricercatori del Department of Medicine del Brigham and Women'’s
Hospital e della Harvard Medical School hanno analizzato i dati
riguardanti 90.659 donne in fase pre-menopausale dai 26 ai 46
anni di eta.

Il consumo di carne rossa e stato misurato mediante questionari
sul regimi alimentari sottoposti alle pazienti ogni 4 anni nell'arco di
12 anni: i casi registrati di carcinoma invasivo della mammella sono
stati 1021.

Andiamo a leggere con attenzione quanto riportato nell’articolo
scientifico (disegno dello studio, materiali e metodi, ...).



_( Esposti ) T Malati

Popolazione | — _Non malati
in studio

— Malati

—Q\Ion espostD -

— Non malati

Follow-up di 12 anni



esposte
carne rossa >1,5 al giorno
8649 donne

I

non esposte
carne rossa < 1,5 volte alla settimana
26787 donne



esposte

Malate=52 Malate=12
()

I

sane

non esposte



Esposte 52 8597 8649

Non Esposte 121 26666 26787
Totale 173 35263 35436
T rischio nelle esposte 52/8649 e
- Il . - 121 - .

rischio nelle non esposte /26787

Il valore di RR ottenuto - a patto che sia soddisfatta la condizione iniziale di
fondamentale uniformita fra i due gruppi confrontati - ci informa su quanto
aumenta la probabilita di contrarre la malattia se ci si espone al fattore di rischio:

come si interpreta il risultato ottenuto???

P(malate|esposte) / P(malate|non_esposte)



Schema di interpretazione del rischio relativo e dell'odds ratio.

0

F

azzenza d :
az=ociazione| s . . ..
y ds5s50Ccl1aFlone PDSltlFﬂ
associazione
soegre 1 13 17 3 g 20

o
%

debale modesta modetata forte fortizzima F




Studi retrospettivi

Gli studi retrospettivi sono ad esempio basati sempre sul
reclutamento di due gruppi di individui da una stessa
popolazione ma, questa volta, uno di soggetti che hanno
contratto la malattia in studio (casi) e uno di individui che non
I'hanno contratta (controlli) ma con caratteristiche simili ai
casi

Si valuta retrospettivamente la precedente esposizione al
fattore di rischio , sia nei casi che nei controlli: su questi
Individui vengono raccolte informazioni circa |'esposizione
pregressa al fattore di rischio (questionari, interviste).



Caso-conirollo:
studio retrospettivo

Passato Presente Futuro
Esposti
P AN _ Persone che
Casl —— | hanno avuto
/_ I” evento
Non esposti
Esposti
\ _ Persone che
/Controlll — | non hanno né
_ hanno avuto
Non esposti I” evento




Studi di coorte (prospettici)

e studi caso-controllo

Esposti l'

~

.

Non espost

CASI

“\

‘//

Esposti

s

\\‘

Soggetti
dello studio

/

\\
/
CONTROLLI f

//

Non esposti "

-

Direzione dell’osservazione

Esposti <
/ A

\

\\

hS

Con outcome

Senza outcome

Con outcome

1 Non esposti L=V

R

Senza outcome

Caso-controlio

Coorte




Anche negli studi retrospettivi, i risultati possono essere riassunti in una
tabella 2x2 ma non si puo stimare I'associazione tra malattia e
esposizione attraverso il rapporto tra la presenza di malattia negli esposti

e nei non esposti, perche il numero di casi e controlli e scelto dal
ricercatore

L’associazione tra fattore di rischio e malattia € misurata come rapporto

tra odds di esposizione per casi e odds di esposizione per i controlli
(ODDS RATIO) ....

ma cosa sl intende con odds???



...lI'odds...

La parola odds deriva dal mondo delle scommesse
(classicamente anglosassone...) e non e facilmente
traducibile in italiano.

"'/l\«.\k:_x_u

o]

Dal vocabolario 4
ODDS = probabilita, quotazione ZANICHELL

L’'odds, in termini matematici, rappresenta
pertanto il rapporto fra eventi positivi ed
eventi negativi.

L’odds ratio (OR) e un rapporto tra odds



CALCOLO DELL'ODDS RATIO (OR)

Ammalati | Non ammalati | Totale
(Casi) (Controlli)
Esposti a b atb
Non esposti C d c+d
Totale atc b+d

Odds di esposizione nei casi =a/c

Odds di esposizione nei controlli = b/d

odds di esposizione nei casi /. ad
OR = : — , - = =
odds di esposizione nei controlli b/d bc




Esempio

Viene condotto uno studio riguardante |'associazione tra obesita (esposizione)
e urolitiasi (patologia): sono stati selezionati 1014 casi e 1487 controlli; si va a
valutare in entrambi i gruppi il fattore obesita.

Obesita si 383 322 705
Obesita no 631 1165 1796
Totale 1014 1487 2501

Essendo uno studio caso controllo andiamo a calcolare I'odds ratio
Odds casi = a/c =383/631 = 0,607

Odds controlli = b/d =322/1165 = 0,277
Odds ratio 0,607/ 0,277 = 2,19



Clinical course and risk factors for mortality of adult
Inpatients with COVID-19 in Wuhan, China:
a retrospective cohort study — March 11, 2020 -The Lancet

191 patients (135 from Jinyintan Hospital and 56 from Wuhan
Pulmonary Hospital) were included in this study, of whom 137
were discharged and 54 died in hospital. 91 (48%) patients had a
comorbidity, with hypertension being the most common (58 [30%]
patients), followed by diabetes (36 [19%] patients) and coronary
heart disease (15 [8%)] patients). Multivariable regression showed
Increasing odds of in-hospital death associated with older age
(odds ratio 1-10, 95% CI 1-:03-1-17, per year increase), higher
Seqguential Organ Failure Assessment (SOFA) score (5:65, 2-61—
12-23; p<0-0001), and d-dimer greater than 1 ug/mL (18-42,
2:64-128-55; p=0-0033) on admission. ...

Current smoker (vs non-smoker): 2:23, 0-65-7-63 ...

Female sex (vs male): 0-61, 0-31-1-20 ...



Naufragio del Titanic

morti sopravvissuti
U 1364 367
D 126 344
RR=293 ?277?

OR =10,15
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Gauss e ... la gaussiana/ la
normale
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esempio:
pressione

« 2000 donatori di
sangue, eta 35-44.

Histogram of pressione

eeeeeeeee

eeeeeeeee



Ma... non tutti i dati si distribuiscono come una gaussiana!!

£ 8 8
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PROBLEMA: Si suppone che il peso della popolazione maschile
di tesserati di una certa Federazione sportiva italiana di eta mag-
giore di 18 anni si distribuisca secondo una gaussiana di media

75 Kg e deviazione standard 6,5 Kg. E’ noto pure che per tale
sport un atleta con peso maggiore di 90 Kg e da considerarsi

‘sovrappeso’.

Con le informazioni

IN NOStro possesso e
possibile determinare
la percentuale di popo-
lazione sovrappeso?
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ad es. con Excel — DISTRIB.NORM.N

A=0,0105
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Principali proprieta della gaussiana N(|;0)

« Simmetria rispetto a U

* media = moda = mediana

* UW-0el+opunt diflesso

« Trap-0ep+ ostacirca il 68% dei dati

« Trap-20 e+ 20 sta circa il 95% dei dati

e Trap-30 e+ 30 stacircail 99,7% dei dati

* N(O;1) e la cosiddetta “normale standard”
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1.896

-1.95

-2.588

29%




