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Studio di relazioni e predizioni:
metodi di regressione

In generale i problemi di natura chimica utilizzano I'informazione chimica per:

- esplorazione, con lo scopo di migliorare la conoscenza del sistema chimico in vista di
decisioni successive;

- classificazione (chemiometria qualitativa), con lo scopo di assegnare a una classe oggetti
(campioni, individui);

- regressione (chemiometria quantitativa), con lo scopo di calcolare una quantita
(chimica, fisica, sensoriale) da altre quantita piu facilmente misurabili

Michele Forina
http://www.sisnir.org/sisnir/download/fondamenta-per-la-chimica-analitica
4 Chemiometria Parte |



http://www.sisnir.org/sisnir/download/fondamenta-per-la-chimica-analitica

Regressione lineare bivariata

Si considerano:
= una variabile dipendente Y (o risposta);
= una variabile indipendente X ( o predittore, o variabile esplicativa)

tali per cui si vale la relazione:

Y = f(X) + noise

cioe si assume che esista una funzione f che, se applicata a X, consente di ottenere i
rispettivi valori di Y, eccetto che per una quantita random di rumore/errore che non puo

essere modellato dalla funzione f.



Esempi

Calibrazione diretta
| chimici analitici usano la classica regressione univariata con lo scopo di predire una
guantita chimica Y da una quantita fisica misurabile, X.

Quantitative Structure Activity Relationships
Attivita = f(proprieta chimico-fisiche della molecola)

Occhio a

correlazione VS causalita
https://www.jmp.com/it_it/statistics-knowledge-portal/what-is-correlation/correlation-
vs-causation.html



Regressione lineare bivariata (2)

Y = f(X) + noise

in un modello di regressione lineare la formula assume la forma:

Y = intercetta + pendenza*X + noise

ovvero, in termini matematici:

Y=B,+B, *X +€

con € "’N(O,Ge) cioe l'errore ha una distribuzione circa normale con media zero (quindi

gli errori possono essere positivi o negativi) e una certa deviazione standard O,



Regressione lineare bivariata (3)
Y=B,+B, *X +€

Lo scopo del modello di regressione lineare & individuare valori dei parametri By e B, che

minimizzino il valore di € :

AN A N
Y = BO + Bl*x Funzione di fitting

A
Y sono i valori modellati di Y ottenuti utilizzando i rispettivi valori di X nella funzione di fitting



Regressione lineare bivariata (4)

Si calcola la differenza tra i valori sperimentali di Y e i valori modellati:

A
e=Y-Y Residui

A A
In particolare, Bo e B1 vengono scelti in modo da minimizzare la somma dei quadrati dei

residui:

n

Z eiz “tendea"> O

i=1




Least squares

Expectation maximization?



Regressione lineare bivariata (4)

Riassumendo:

Variabile indipendente misurata sperimentalmente

Variabile dipendente misurata sperimentalmente

Y=B,+B; *X+¢€

Funzione VERA ma sconosciuta

€ Quantita VERA ma sconosciuta

A A Funzi APPROSSIMATA iut
- % unzione ma conosciuta

N L

Y Variabile dipendente modellata

e Residui (stima di €)




Proprieta della regressione lineare bivariata

» La soluzione ottenuta é univoca;

> |l punto di coordinate X, Y fa parte della retta di regressione;

Y
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Proprieta della regressione lineare bivariata (2)

n

» La somma dei residui e zero: z e = 0]
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Variabilita totale

Quanta variabilita presente nei valori di risposta Y (variabile dipendente) e
spiegata dalla retta di regressione?

Y-Y= (Q-\_() + (Y-Q)




Variabilita totale

Y Y= (YY) 4 (YY)

Variabilita J ~
totale Variabilita Variabilita
spiegata dalla residua
regressione
n n /\ _ 2 N /\
i Y-V)2= Y (Y-Y)+ ) (YY)
dimostrare che: ( ) -
i=1 i=1 i=1
Variabilita totale variabilita Variabilita

spiegata dalla dipendenza +

, residua o errore
lineare da X

della risposta Y



Variabilita totale

n n

Z(Yi -V} = Z(Qi Y)Y+ Z(Y‘ %
LN

Somma dei Somma dei quadrati Somma dei quadrati
quadrati total relativi alla regressione dei residui
(total sum of squares) (regression sum of squares) (sum of squared errors)

SST =i(\(i -Yf  SSR =i(¢(i ¥) ssE= Z e?
i=1 i=1 i=1



Null hypothesis

La regressione lineare semplice e in

H, : null hypothesis

pratica una comparazione di due

modelli:
______________________ Y
» uno in cui si assume che la variabile 5 A
Y-Y | Y-Y=
dipendente NON esista (ciog, in ¢ By
_ A
guesto caso, SST e spiegata tutta da Y=Y Y
SSE, cioe Y =Y, di conseguenza B, =

0); Non esiste una relazione lineare significativa tra le due
variabili

» uno in cui si utilizza la regressione
lineare di best-fit (minimizzazione

della somma dei quadrati dei

residui). In questo caso una parte di

SST e spiegata da SSR.



SSE = Zn: e’
i=1

SSE

MSE =
d.f.

.

gradi di liberta
(degrees of freedom)

Mean squared error

Somma dei quadrati dei residui
(sum of squared errors)

Media dei quadrati dei residui
(mean squared error)

/ numero di osservazioni

> d.f
I

numero di parametri (B,) che & necessario
stimare per ottenere il modello (constrains)



Root mean squared error

Radice quadrata della media dei
) SSE
RMSE =\ MSE = quadrati dei residui

d f (root mean squared error)

f

N.B.: MSE si trova

anche simboleggiato » € una specie di "deviazione standard" dei residui;
con s? (o 0%2) e RMSE > hal L _
con s (o o). a la stessa unita di misura di Y

&

Quindi c'e necessita di un parametro

univoco (indipendente dall'unita di misura) | segue
che esprima la qualita del modello




R? - Coefficiente di determinazione

SSE var(e)

R2=1- =1 - Coefficiente di determinazione
SST var(y) (coefficient of determination)

Rappresenta la porzione di variabilita di Y spiegata dal modello di regressione,
poiché SSE e la porzione di variabilita di Y non spiegata dal modello.

2
SST= ) (Y-Y)
— SSE R2 rappresenta la qualita del
<1 fitting, piu e prossimo a 1,
L SST migliore e il modello
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t - Test

Il test statistico basato sulla distribuzione t e utilizzato per condurre il seguente test di ipotesi:

Hy:B,=0 H,:B, 20

N
—> standard error di B,

T, viene confrontato con gli appropriati valori presenti nella t-table:



Confidenza: 10% 50% 70% 80% 90% 95% 98% 99%  99.9%

dffa 0.9 0.5 0.3 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01 0.001

1 0.158 1 2 3.078 6.214 2,708 31.821 64 637
2 0.142 0.21e 1.32g 1.826 292 4.303 6.965 10 31.598
A 3 0.137 0.765 1.25 1.638 2353 3182 4541 L84 12.929

4 0134 0.7 1.12 1.533 2.132 2,776 3.747 4.604 8.61
3 0.132 0.727 1.158& 1.47¢ 2.015 2571 3.365 4.032 6.269

/2 a2
[} 013 0718 1.134 1.44 1.8943 244 3.143 3707 5.959

7 013 0rn 1.119 1.415 1.835 2.365 2993 3.493 5.408

8 0.13 0706 1.108 1.397 1.86 2306 2 895 3355 5.041

g 0.129 0703 1.1 1.383 1.833 2263 2 821 335 4781

10 0.129 0.7 1.093 1.372 1.812 2338 2 764 3169 4587

t - ta ble 1 0.129 0.697 1.088 1.363 1.796 2 301 2718 3106 4437
12 0.128 0695 1.083 1.356 1.782 2179 2 681 3.055 4318

(a due COde - two taIlS) 12 0.128 0.654 1.073 1.35 1.771 2 16 7 65 3012 4321
14 0.128 0.532 1.076 1.345 1.761 2145 2624 2977 414

15 0.128 0631 1.074 1.241 1.753 7131 2 602 2947 4073

16 0.128 053 1.071 1.337 1.745 212 2583 2 971 4015

17 0.128 0.583 1.069 1.333 1.74 2.11 2 567 2598 3.965

12 0.127 D528 1.067 1.33 1.734 2101 3552 2378 2.922

19 0.127 E28 1.066 1.328 1.729 2093 2 539 2 861 3,883

20 0127 0.587 1.064 1.325 1.725 2086 2528 2 845 3.85

— Per la regressione lineare a
due variabili (X e y) df =n- 2 21 0.127 0.EEE 1.063 1.323 1.721 208
(Con n= n° di Osservazioni) 22 0127 0.6ER 1.081 1.3 1.717 2074 2.508 2219 3.792
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]

i
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23 0.127 0.685 1.06 1.319 1.714 2.0639 25 2.807 3.767

..continua

Fonte: http://www.sthda.com/english/wiki/t-distribution-table



t - Test (2)

A
Se(B1)

In base alla t-table e scegliendo la percentuale di confidenza che si ritiene opportuna (di
solito 95%) si verifica se T, rispetta o meno a questa condizione:

“tondf<To<tyngs

tOL/ 2,d.f.

VERO FALSO
e anche detto

t

critico

H,:B,=0 H,:B, 20



Esempio t - Test

Esempio 1: T, assume il valore di 3.456, il numero di osservazioni & 10 (quindi d.f. = 8) e si

considera una confidenza al 95%

-2.306 < T, < 2.306

H0®0 H,:B, %20

Esempio 2: T, assume il valore di 1.456, il numero di osservazioni e 20 (quindi d.f. = 18) e si

considera una confidenza al 95%

-2.101<T,<2.101

Hy:B,=0 H0®0



N
Standard error di 3,

{RMSE= MSE =d

SSE
d.f

£ | df



N
Intervallo di confidenza per la pendenza B,

Bl T tOL/Z ' S‘e([/3\1)

AN
Esempio: B, assume il valore di 1.75, il numero di osservazioni € 10 (quindi d.f. = 8) e si
considera una confidenza al 95%, quindi t,,, = 2.306.

Supponiamo che se(gl) =0.131.

175 + 2306 . 0131 Quindi al 95% di confidenza l'intervallo
@ (1.448, 2.052)

contiene la "vera" pendenza della retta
1.75 = 0.302

di regressione.

Da notare che l'intervallo di confidenza NON contiene lo ZERO.



Null hypothesis - conclusioni

La seguente condizione (null hypothesis FALSA):

@

H,:B, %20

avviene se:
1) L'intervallo di confidenza dell'intercetta NON contiene lo ZERO;

[ A
2) Il valore dell'intercetta € < - t_ 1. O > t. itico-



JAN
Intervallo di confidenza per Y

N
Per ogni valore di X; appartenente alle osservazioni utilizzate per generare il modello, Y; &, di

fatto, il valore medio che ci si attende che venga assunto dalla variabile dipendente.

N
Per ogni valore di X; & quindi possibile calcolare un intervallo di confidenza per il relativo Y,

Yi + 1y St

deviazioneAstandard
stimata di Y

L 1 (X -X)

Se(vj) = RMSE -\ | — + —




JAN
Banda di confidenza per Y

Gli intervalli di confidenza generati possono essere rappresentati in grafico tramite le bande

di confidenza:

Y

150 200 250 300 350 400 450
I
Y

160 200 250 300 350 400 450

25 30 35 40 45

Es.: confidenza al 95%



Predizione

N
| modelli vengono costruiti per consentire di predire la risposta Y avendo a disposizione il

solo valore del predittore X. Per un nuovo valore X;:

A A A
Y. = Bo + By*X,

N N AN
Avendo quindi a disposizione i valori assunti dai parametri 3, e B, si puo calcolare Y per un

nuovo valore di X.



TAN
Intervallo di confidenza per Y predetto

YkPred t tOL/Z ' Se(<(\kPred)

}

deviazioneAsta ndard

stimatadi Y .
pred errore relativo al

| \L / modello

e(YkPred)2 = MSE + Se(Yk)

S

errore relativo alla
predizione

. A N . . S N
Quindi Se(YkPred) & sempre maggiore di - Sg(y)

se k & una nuova osservazione, non utilizzata per

costruire il modello.



150 200 250 300 350 400 450

N
Banda di confidenza per Y.,

160 200 250 300 380 400 450

Es.: confidenza al 95%




Predizione: conclusioni

S
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Intervallo di valori di X
utilizzati per costruire il
modello

Non e opportuno utilizzare il
modello per predire valori di Q da
valori di X esterni all'intervallo
utilizzato per il modello,

A

' : :
l'intervallo di confidenza per Y, .4

si allarga sempre piu

allontanandosi dal centroide (7(,\_()



Regressione lineare bivariata in R

Model<-Im(vettoreY~vettoreX)

> attributes (Model)

Snames
[1] "coefficients" "residuals"
[5] "fitted.values" "assign"
[9] "xlevels" "call”

Sclass

[1] "1m"

ModelScoefficients

ModelSfitted.values

ModelSresiduals

Ymod<-ModelSfitted.values
Coef<-ModelScoefficients

Res<-ModelSresiduals

"effects" "rank"
"gr" "df .residual"
"terms" "model"

Vettore contenente valori di intercetta e pendenza
. . . . A
Vettore contenente i valori modellati di Y (Y)

Vettore contenente i valori dei residui (e)



Regressione lineare bivariata in R - grafico

plot(originaleS$SX, originaleSY, type="n")
points(originaleSX, originaleSY, pch=16,cex=1)
points(originaleSX,Ymod,pch="x",cex=1,col="red")
abline(a=Coef[1],b=Coef[2],col="red")

points(mean(originaleSX),mean(originaleSY),pch=3,cex=5,lwd=3,col="blue")

150 200 250 300 350 400 450

25 30 35 40 45



Regressione lineare bivariata in R - predizione

Prediction<-predict.Im(Model, newdata, interval="prediction",level=0.95)

fit lwr uprT
1 211.8279 134.03456 2B89.6213
2 173.7473 894 .66040 2322.834Z2
3 16l1.0538 E£1.45595 240.6317
o /\ \/
Y predettc? per ogni X Intervallo di confidenza in
presente in newdata predizione per ogni Y
predetto

Fonti: https://www.statmethods.net/stats/regression.html; cran.r-project.org » doc » contrib » Frascati-FormularioStatisticaR



Regressione multilineare (MLR — Multi-Linear Regression)

La regressione multilineare € una estensione della regressione lineare bivariata.
Rimane una unica variabile dipendente (proprieta) ma si hanno due o piu variabili

indipendenti (predittori).

Y=B,+B; *X; +B, *X, +..+ B *X +€

(equazione "vera" non nota)

A AN TA) A AN
Y=8,+B; *X; + B, *X, +...+ B, *X

(equazione approssimata ma nota)

AN
In MLR ogni coefficiente B relativo ad una variabile X e interpretato come la stima
della variazione di Y al variare di X di una unita, quando tutti gli altri predittori

sono tenuti costanti.



Regressione multilineare (MLR — Multi-Linear Regression)

Avere piu di un predittore potrebbe non migliorare il modello e la predizione, ma

portare ad una condizione di overfitting.

Puo accadere che alcune delle variabili indipendenti siano correlate tra loro,

qguesta condizione si chiama multicollinearita, e deve essere evitata.

L'idea e scegliere i "migliori" predittori e non "tanti predittori".

Quindi prima della MLR bisogna analizzare i dati delle variabili indipendenti.



Regressione multilineare: assunzioni

INDIPENDENZA degli errori (cioé un errore non deve causarne un altro, es.
mancata pulizia tra una analisi ed un'altra);

Distribuzione NORMALE degli errori;

OMOSCEDASTICITA': la varianza degli errori € costante:

olsrr package:
https://cran.r-project.org/web/packages/olsrr/vignettes/heteroskedasticity.html



1)

2)
3)

4)

5)
6)

Regressione multilineare: sequenza applicativa

Valutare separatamente le relazioni tra ogni predittore e l|a variabile
dipendente (grafici, correlazioni, etc...);

Valutare possibili correlazioni tra i predittori (multicollinearita);

Valutare modelli di regressione lineare bivariata dei singoli predittori vs. |la
variabile dipendente;

Utilizzare i predittori non collineari per costruire un modello di regressione
multilineare;

Valutare tutti i risultati ottenuti;

Utilizzare, per scopi di predizione, il miglior modello ottenuto.



Adjusted R?

/ gradi di liberta
SSE / (d.f. - 1)

SST/ (n - 1)
T numero di osservazioni

RAdjz — 1 -

Adjusted R? corrisponde al coefficiente di determinazione R? aggiustato secondo i
gradi di liberta (d.f. =n - p).

R?, per sua formulazione, aumenta se si aggiungono predittori al modello.

Al contrario RAdj2 che e "pesato" sui gradi di liberta non subisce questo effetto,
quindi in regressione multilineare € un migliore indicatore di best-fit rispetto a R2.

Inoltre la diversita tra R* e R,y® pud dare quindi una indicazione sul reale effetto
che ha l'aggiunta di un predittore sulla qualita del modello. Piu i valori sono lontani

piu e peggiorativa |'aggiunta di un predittore sulla qualita del modello (quindi la
possibilita di overfitting)



F value

SSR Media dei quadrati relativi alla

MSR / d.f regressione

F — (mean squared regression)
0=

MSE \ SSE  Media dei quadrati dei residui
S (mean squared error)

d.f.

Piu F, & elevato, migliore e il modello (perché vuol dire che SSR e elevato).
Puo servire per confrontare modelli con diverso numero/tipi di predittori per

modellare la stessa risposta (Y).



VIF — Variance Inflation Factor

E' un parametro che viene calcolato per consentire di capire se nel modello

esistono problemi di multicollinearita tra variabili indipendenti (predittori).

Viene calcolato per ogni predittore, secondo una regola empirica, se &€ > 10 c'e
una probabilita molto alta di multicollinearita. Se € > 5 bisogna verificare le

correlazioni tra i predittori e decidere se usarli o meno.

library(car)

In R;

vif(Model)



Regressione multilineare in R

Model<-Im(vettoreY~vettoreX1+vettoreX2+vettoreX3)

summary.Im(Model)

coefficienti B

Standard error dei
coefficienti S,

T, per ogni
coefficiente

10 Median 30
-17.363 -1.161 4,848
Cocfficienteas / p-value per
Estinate"Stc Error|lt value|Pri>|t ﬂ Ogrﬂ
(Intercept) —27.622 S.001 —-3.06% 0.00485 ==+ -
H2S 3.953 1.135 3.483 0.00170 ** coefficiente 8
Lactic 19.884 7.970 2.495 0.01902
Signif. codes: 0 “***f 0_001 ‘**' 0.01 “*' 0.05 ‘.7 0.1 ' * 1 Gradi di
/ liberta
RMSE < Fesidual standard error:|9.%4¢ an 27 Hearees of freedom
1] —sguared] 0.6257
é*ﬁﬂgg:ii\\\\§
/ p-value del
F-value del modello

modello




Regressione multilineare: conclusioni

Il modello best-fit viene scelto in base a:

O Attinenza del valore dei coefficienti dei predittori con la "realta" che si sta
indagando;

Alti valori di R* e di Ryy? (€ non troppo dissimili);

Alto valore di F-value;

Basso valore di p-value (almeno <0.05, meglio se < 0.01);

C O 0O DO

Bassi valori di VIF per i predittori

Attenzione!!!Non dimenticare di confrontare il modello multilineare con i modelli

bivariati!!! Uno di questi ultimi potrebbe essere il migliore di tutti!!!



Regressione multilineare: annotazioni

Quanto discusso in questa lezione viene denominato

OLS: Ordinary Least Squares regression

Per modelli piu complessi si puo utilizzare

PLS: Partial Least Squares regression

PLS consente di generare un modello che presenti anche piu di una
risposta Y. Viene anche utilizzata per ridurre il numero di variabili
indipendenti (concettualmente simile a PCA, ma lo scopo &
enfatizzare/massimizzare le differenze tra le osservazioni relativamente

alla/e risposta/e Y). = pls package



PCR

https://www.stat.cmmu.edu/technometrics/90-00/vol-35-02/v3502109.pdf

https://eigenvector.com/chemometrics-the-application-of-mathematical-and-statistical-
methods-for-analysis-of-chemical-data/

https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fchem.2018.00576/full

https://elearning.unito.it/scienzedellanatura/pluginfile.php/79077/mod resource/content/1
JACA%202015%20-%20Marini%20-
%20Validation%200f%20chemometric%20models%20%E2%80%93%20A%20tutorial.pdf
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https://eigenvector.com/chemometrics-the-application-of-mathematical-and-statistical-methods-for-analysis-of-chemical-data/
https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fchem.2018.00576/full
https://elearning.unito.it/scienzedellanatura/pluginfile.php/79077/mod_resource/content/1/ACA%202015%20-%20Marini%20-%20Validation%20of%20chemometric%20models%20%E2%80%93%20A%20tutorial.pdf

