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Studio di relazioni e predizioni: 
metodi di regressione

In generale i problemi di natura chimica utilizzano l’informazione chimica per: 

- esplorazione, con lo scopo di migliorare la conoscenza del sistema chimico in vista di 
decisioni successive; 

- classificazione (chemiometria qualitativa), con lo scopo di assegnare a una classe oggetti 
(campioni, individui);

- regressione (chemiometria quantitativa), con lo scopo di calcolare una quantità 
(chimica, fisica, sensoriale) da altre quantità più facilmente misurabili

Michele Forina
http://www.sisnir.org/sisnir/download/fondamenta-per-la-chimica-analitica
4 Chemiometria Parte I

http://www.sisnir.org/sisnir/download/fondamenta-per-la-chimica-analitica


Regressione lineare bivariata

Si considerano: 

▪ una variabile dipendente Y (o risposta);

▪ una variabile indipendente X ( o predittore, o variabile esplicativa)

Y = f(X) + noise

cioè si assume che esista una funzione f che, se applicata a X, consente di ottenere i

rispettivi valori di Y, eccetto che per una quantità random di rumore/errore che non può

essere modellato dalla funzione f.

tali per cui si vale la relazione:



Esempi

Calibrazione diretta 
I chimici analitici usano la classica regressione univariata con lo scopo di predire una 
quantità chimica Y da una quantità fisica misurabile, X.

Quantitative Structure Activity Relationships
Attività = f(proprietà chimico-fisiche della molecola)

Occhio a 
correlazione VS causalità
https://www.jmp.com/it_it/statistics-knowledge-portal/what-is-correlation/correlation-
vs-causation.html



Regressione lineare bivariata (2)

Y = intercetta + pendenza*X + noise

in un modello di regressione lineare la formula assume la forma:

Y = f(X) + noise

ovvero, in termini matematici:

Y = β0 + β1 *X + ϵ

con ϵ ~N(0,σϵ) cioè l'errore ha una distribuzione circa normale con media zero (quindi 

gli errori possono essere positivi o negativi) e una certa deviazione standard σϵ



Regressione lineare bivariata (3)

Lo scopo del modello di regressione lineare è individuare valori dei parametri β0 e β1 che 

minimizzino il valore di ϵ :

Y = β0 + β1 *X + ϵ

Y = β0 + β1*X
˄ ˄ ˄

Funzione di fitting

Y sono i valori modellati di Y ottenuti utilizzando i rispettivi valori di X nella funzione di fitting
˄



Regressione lineare bivariata (4)

e = Y - Y
˄

Residui

Si calcola la differenza tra i valori sperimentali di Y e i valori modellati:

In particolare, β0 e β1 vengono scelti in modo da minimizzare la somma dei quadrati dei 

residui:

˄ ˄

i=1

n

ei
2 "tende a"

0



Least squares

Expectation maximization?



Regressione lineare bivariata (4)

Riassumendo:

e

Variabile indipendente misurata sperimentalmente

Y = β0 + β1 *X + ϵ

X

Variabile dipendente misurata sperimentalmenteY

Funzione VERA ma sconosciuta

Funzione APPROSSIMATA ma conosciutaY = β0 + β1*X
˄ ˄ ˄

Y
˄

ϵ

Variabile dipendente modellata

Residui (stima di ϵ)

Quantità VERA ma sconosciuta



Proprietà della regressione lineare bivariata

➢ La soluzione ottenuta è univoca;

➢ Il punto di coordinate X, Y fa parte della retta di regressione;
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➢ La somma dei residui è zero:

i=1

n

ei = 0 

Proprietà della regressione lineare bivariata (2)



Variabilità totale

Y
_

˄
Y

Y

Y - Y
_

˄
Y - Y

_
˄

Y - Y = e 

Quanta variabilità presente nei valori di risposta Y (variabile dipendente) è
spiegata dalla retta di regressione?

˄
(Y - Y)  +

_
Y - Y = 

_
˄

(Y -Y) 



Variabilità totale

˄
(Y - Y)  +

_
Y - Y = 

_
˄

(Y -Y)  
Variabilità 

totale Variabilità
spiegata dalla 
regressione

Variabilità
residua

i=1

n

2(Y -Y)   = 
_

i=1

n

˄
(Y -Y) 

2

i=1

n
2˄

(Y - Y)  +
_

Si può 
dimostrare che:

Variabilità totale 
della risposta Y

Variabilità
spiegata dalla dipendenza 

lineare da X

Variabilità
residua o errore= +



Variabilità totale

Somma dei quadrati 
dei residui

(sum of squared errors)

Somma dei 
quadrati totali

(total sum of squares)

Somma dei quadrati 
relativi alla regressione
(regression sum of squares)

i=1

n

2(Yi - Y)   = 
_

i=1

n

˄
(Yi - Yi) 

2

i=1

n
2˄

(Yi - Y)  +
_

i=1

n

ei
2SSE =SST =

i=1

n

2(Yi - Y)  
_

SSR =
i=1

n
2˄

(Yi - Y)  
_



Null hypothesis

Y
_

˄
Y

Y

Y - Y
_

˄
Y - Y

_
˄

Y - Y = e 

La regressione lineare semplice è in

pratica una comparazione di due

modelli:

➢ uno in cui si assume che la variabile

dipendente NON esista (cioè, in

questo caso, SST è spiegata tutta da

SSE, cioè Y =Y, di conseguenza β1 =

0);

➢ uno in cui si utilizza la regressione

lineare di best-fit (minimizzazione

della somma dei quadrati dei

residui). In questo caso una parte di

SST è spiegata da SSR.

_^

˄
Y

Y

Y - Y
_

˄
Y = Y

_

˄
Y - Y = e 

H0 : β1 = 0

H0 : β1 ≠ 0

H0 : null hypothesis

Non esiste una relazione lineare significativa tra le due 
variabili



Mean squared error

i=1

n

ei
2SSE = Somma dei quadrati dei residui

(sum of squared errors)

MSE =
SSE

d.f.
Media dei quadrati dei residui

(mean squared error)

gradi di libertà 
(degrees of freedom)

d.f. = n - p

numero di osservazioni

numero di parametri (βp) che è necessario 
stimare per ottenere il modello (constrains) 



Radice quadrata della media dei 
quadrati dei residui

(root mean squared error)

➢ è una specie di "deviazione standard" dei residui;

➢ ha la stessa unità di misura di Y 

RMSE =
SSE

d.f.
MSE  =

Quindi c'è necessità di un parametro 
univoco (indipendente dall'unità di misura) 

che esprima la qualità del modello 
segue

Root mean squared error

N.B.: MSE si trova 
anche simboleggiato 
con s2 (o σ2) e RMSE 
con s (o σ).



R2 - Coefficiente di determinazione

Coefficiente di determinazione
(coefficient of determination)

R2 =
SSE

SST
1 -

var(e)

var(y)
= 1 -

Rappresenta la porzione di variabilità di Y spiegata dal modello di regressione,
poiché SSE è la porzione di variabilità di Y non spiegata dal modello.

SSE

SST
≤ 1 

i=1

n

ei
2SSE =

SST =
i=1

n

2(Y -Y)  
_

R2 rappresenta la qualità del
fitting, più è prossimo a 1,
migliore è il modello



William Gosset



t - Test

H0 : β1 = 0 H0 : β1 ≠ 0

Il test statistico basato sulla distribuzione t è utilizzato per condurre il seguente test di ipotesi:

T0 =
β1

^

se(β1)
^ standard error di β1

^

T0 viene confrontato con gli appropriati valori presenti nella t-table:



Fonte: http://www.sthda.com/english/wiki/t-distribution-table

t - table

-> ..continua

(a due code - two tails)

Confidenza:     10%      50%       70%       80%     90%        95%         98%       99%       99.9%

→ Per la regressione lineare a
due variabili (x e y): d.f. = n - 2
(con n= n° di osservazioni)



t - Test (2)

T0 =
β1

^

se(β1)
^

In base alla t-table e scegliendo la percentuale di confidenza che si ritiene opportuna (di 

solito 95%) si verifica se T0 rispetta o meno a questa condizione:

- tα/2,d.f. < T0 < tα/2,d.f. 

VERO FALSO

H0 : β1 = 0 H0 : β1 ≠ 0

tα/2,d.f. 

è anche detto
tcritico



Esempio t - Test

- 2.306 < T0 < 2.306

H0 : β1 = 0 H0 : β1 ≠ 0

Esempio 1: T0 assume il valore di 3.456 , il numero di osservazioni è 10 (quindi d.f. = 8) e si 

considera una confidenza al 95%

- 2.101 < T0 < 2.101

H0 : β1 = 0 H0 : β1 ≠ 0

Esempio 2: T0 assume il valore di 1.456 , il numero di osservazioni è 20 (quindi d.f. = 18) e si 

considera una confidenza al 95%



Standard error di β1

^

T0 =
β1

^

se(β1)
^

=se(β1)
^

RMSE

i=1

n
2

(Xi - X)  
_



Intervallo di confidenza per la pendenza β1

^

±β1

^
tα/2 · se(β1)

^

Esempio: β1 assume il valore di 1.75 , il numero di osservazioni è 10 (quindi d.f. = 8) e si 

considera una confidenza al 95%, quindi tα/2 = 2.306.

Supponiamo che se(β1) = 0.131.

^

^

±1.75 2.306 · 0.131

±1.75 0.302

Quindi al 95% di confidenza l'intervallo

contiene la "vera" pendenza della retta 

di regressione.

(1.448, 2.052)

Da notare che l'intervallo di confidenza NON contiene lo ZERO.



Null hypothesis - conclusioni

H0 : β1 = 0 H0 : β1 ≠ 0

La seguente condizione (null hypothesis FALSA):

avviene se:

1) L'intervallo di confidenza dell'intercetta NON contiene lo ZERO;

2) Il valore dell'intercetta è < - tcritico o > tcritico.



Intervallo di confidenza per Y
^

Per ogni valore di Xj appartenente alle osservazioni utilizzate per generare il modello, Yj è, di 

fatto, il valore medio che ci si attende che venga assunto dalla variabile dipendente.

^

Per ogni valore di Xj è quindi possibile calcolare un intervallo di confidenza per il relativo Yj

^

±Yj

^
tα/2 · se(Yj)

^

deviazione standard 
stimata di Ŷ

=se(Yj)
^ RMSE ∙

i=1

n
2

(Xi - X)  
_

2
(Xj - X)  

_

+
1

n



Banda di confidenza per Y

Gli intervalli di confidenza generati possono essere rappresentati in grafico tramite le bande 

di confidenza:
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Predizione

Avendo quindi a disposizione i valori assunti dai parametri β0 e β1 si può calcolare Y per un 

nuovo valore di X.

˄ ˄ ˄

Yk = β0 + β1*Xk

˄ ˄ ˄

I modelli vengono costruiti per consentire di predire la risposta Y avendo a disposizione il 

solo valore del predittore X. Per un nuovo valore Xk:

˄



Intervallo di confidenza per Y predetto
^

±YkPred

^
tα/2 · se(YkPred)

^

deviazione standard 
stimata di Ypred

^

se(Yk)
2^se(YkPred)

2 = ^ MSE +

errore relativo al 
modello

errore relativo alla 
predizioneQuindi se(Yk)

^se(YkPred)
^ è sempre maggiore di

se k è una nuova osservazione, non utilizzata per

costruire il modello.



Banda di confidenza per Ypred

Es.: confidenza al 95%

^



Predizione: conclusioni

Intervallo di valori di X 
utilizzati per costruire il 

modello

Non è opportuno utilizzare il 

modello per predire valori di Y da 

valori di X esterni all'intervallo 

utilizzato per il modello, 

l'intervallo di confidenza per Ypred

si allarga sempre più 

allontanandosi dal centroide (X,Y)

^

^

_ _



Regressione lineare bivariata in R

Model<-lm(vettoreY~vettoreX)

Model$coefficients Vettore contenente valori di intercetta e pendenza

Model$residuals Vettore contenente i valori dei residui (e)

Model$fitted.values Vettore contenente i valori modellati di Y (Y)˄

Ymod<-Model$fitted.values

Coef<-Model$coefficients

Res<-Model$residuals



Regressione lineare bivariata in R - grafico

plot(originale$X, originale$Y, type="n")

points(originale$X, originale$Y, pch=16,cex=1)

points(originale$X,Ymod,pch="x",cex=1,col="red")

abline(a=Coef[1],b=Coef[2],col="red")

points(mean(originale$X),mean(originale$Y),pch=3,cex=5,lwd=3,col="blue")
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Regressione lineare bivariata in R - predizione 

Fonti: https://www.statmethods.net/stats/regression.html; cran.r-project.org › doc › contrib › Frascati-FormularioStatisticaR

Prediction<-predict.lm(Model, newdata, interval="prediction",level=0.95)

Y predetto per ogni X 
presente in newdata

Intervallo di confidenza in 
predizione per ogni Y 

predetto



Regressione multilineare (MLR – Multi-Linear Regression)

In MLR ogni coefficiente β relativo ad una variabile X è interpretato come la stima

della variazione di Y al variare di X di una unità, quando tutti gli altri predittori

sono tenuti costanti.

Y = β0 + β1 *X1 + β2 *X2 +...+ βm *Xm + ϵ

Y = β0 + β1 *X1 + β2 *X2 +...+ βm *Xm
^ ^ ^ ^ ^

(equazione "vera" non nota)

(equazione approssimata ma nota)

La regressione multilineare è una estensione della regressione lineare bivariata.

Rimane una unica variabile dipendente (proprietà) ma si hanno due o più variabili

indipendenti (predittori).

^



Regressione multilineare (MLR – Multi-Linear Regression)

Avere più di un predittore potrebbe non migliorare il modello e la predizione, ma

portare ad una condizione di overfitting.

Può accadere che alcune delle variabili indipendenti siano correlate tra loro,

questa condizione si chiama multicollinearità, e deve essere evitata.

L'idea è scegliere i "migliori" predittori e non "tanti predittori".

Quindi prima della MLR bisogna analizzare i dati delle variabili indipendenti.



Regressione multilineare: assunzioni

✓ INDIPENDENZA degli errori (cioè un errore non deve causarne un altro, es.

mancata pulizia tra una analisi ed un'altra);

✓ Distribuzione NORMALE degli errori;

✓ OMOSCEDASTICITA': la varianza degli errori è costante:

olsrr package:
https://cran.r-project.org/web/packages/olsrr/vignettes/heteroskedasticity.html



Regressione multilineare: sequenza applicativa

1) Valutare separatamente le relazioni tra ogni predittore e la variabile

dipendente (grafici, correlazioni, etc...);

2) Valutare possibili correlazioni tra i predittori (multicollinearità);

3) Valutare modelli di regressione lineare bivariata dei singoli predittori vs. la

variabile dipendente;

4) Utilizzare i predittori non collineari per costruire un modello di regressione

multilineare;

5) Valutare tutti i risultati ottenuti;

6) Utilizzare, per scopi di predizione, il miglior modello ottenuto.



Adjusted R2

Adjusted R2 corrisponde al coefficiente di determinazione R2 aggiustato secondo i

gradi di libertà (d.f. = n - p).

R2, per sua formulazione, aumenta se si aggiungono predittori al modello.

Al contrario RAdj
2 che è "pesato" sui gradi di libertà non subisce questo effetto,

quindi in regressione multilineare è un migliore indicatore di best-fit rispetto a R2.

Inoltre la diversità tra R2 e RAdj
2 può dare quindi una indicazione sul reale effetto

che ha l'aggiunta di un predittore sulla qualità del modello. Più i valori sono lontani

più è peggiorativa l'aggiunta di un predittore sulla qualità del modello (quindi la

possibilità di overfitting)

RAdj
2 =

SSE / (d.f. - 1)

SST/ (n - 1)
1 -

gradi di libertà

numero di osservazioni



F value

F0 =
MSR

MSE

SSR

d.f.

SSE

d.f.

Media dei quadrati relativi alla 
regressione

(mean squared regression)

Media dei quadrati dei residui 
(mean squared error)

Più F0 è elevato, migliore è il modello (perché vuol dire che SSR è elevato).

Può servire per confrontare modelli con diverso numero/tipi di predittori per

modellare la stessa risposta (Y).



E' un parametro che viene calcolato per consentire di capire se nel modello

esistono problemi di multicollinearità tra variabili indipendenti (predittori).

Viene calcolato per ogni predittore, secondo una regola empirica, se è > 10 c'è

una probabilità molto alta di multicollinearità. Se è > 5 bisogna verificare le

correlazioni tra i predittori e decidere se usarli o meno.

VIF – Variance Inflation Factor

library(car)

vif(Model)
In R: 



Regressione multilineare in R

Model<-lm(vettoreY~vettoreX1+vettoreX2+vettoreX3)

summary.lm(Model)

RMSE

T0 per ogni 
coefficiente β

p-value per 
ogni 

coefficiente β

p-value del 
modelloF-value del 

modello

coefficienti β Standard error dei 
coefficienti Se(β)

R2 RAdj
2

Gradi di 
libertà



Regressione multilineare: conclusioni

❑ Attinenza del valore dei coefficienti dei predittori con la "realtà" che si sta

indagando;

❑ Alti valori di R2 e di RAdj
2 (e non troppo dissimili);

❑ Alto valore di F-value;

❑ Basso valore di p-value (almeno <0.05, meglio se < 0.01);

❑ Bassi valori di VIF per i predittori

Il modello best-fit viene scelto in base a:

Attenzione!!!Non dimenticare di confrontare il modello multilineare con i modelli

bivariati!!! Uno di questi ultimi potrebbe essere il migliore di tutti!!!



Quanto discusso in questa lezione viene denominato

OLS: Ordinary Least Squares regression

Regressione multilineare: annotazioni

Per modelli più complessi si può utilizzare

PLS: Partial Least Squares regression

PLS consente di generare un modello che presenti anche più di una

risposta Y. Viene anche utilizzata per ridurre il numero di variabili

indipendenti (concettualmente simile a PCA, ma lo scopo è

enfatizzare/massimizzare le differenze tra le osservazioni relativamente

alla/e risposta/e Y). → pls package



PCR

https://www.stat.cmu.edu/technometrics/90-00/vol-35-02/v3502109.pdf

https://eigenvector.com/chemometrics-the-application-of-mathematical-and-statistical-
methods-for-analysis-of-chemical-data/

https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fchem.2018.00576/full

https://elearning.unito.it/scienzedellanatura/pluginfile.php/79077/mod_resource/content/1
/ACA%202015%20-%20Marini%20-
%20Validation%20of%20chemometric%20models%20%E2%80%93%20A%20tutorial.pdf

https://eigenvector.com/chemometrics-the-application-of-mathematical-and-statistical-methods-for-analysis-of-chemical-data/
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https://elearning.unito.it/scienzedellanatura/pluginfile.php/79077/mod_resource/content/1/ACA%202015%20-%20Marini%20-%20Validation%20of%20chemometric%20models%20%E2%80%93%20A%20tutorial.pdf

