ni @Units

di Meccanica delle Vibrazio

ione dell’esame del corso

opo commerciale e/o di lucro

nte la preparaz

da quello inere

vietato ogni utilizzo diverso

E

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi sc

meccanica delle vibrazioni

laurea magistrale
iIngegneria meccanica

parte 4
analisi macchinario rotante
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica

La maggior parte delle
macchine industriali ha |
. ' :
organi rotanti! | BGLAH
: “‘E-“‘_’!.'
La rotodinamica si occupa P
di macchine in cui una parte | %
(rotore) ruota con un g (D
significativo momento angolare | =2

Lo studio della loro dinamica
si differenzia in base alle
dimensioni e dal regime

di funzionamento

Si considerano acquisiti i concetti
di squilibrio
statico / dinamico / di coppia
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Rotodinamica

Turbocharger

— Bending displacement
- Torsioral angle

Axial displacement 1
——+— MAS bending displacement

- Ring
'5%¥ Bearings '

—— ——

Gax

e e/o di lucro

_\Q dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

TURBINE Brg

COMPRESSOR

WHEEL MOTION

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scq

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la/

Luigi BREGANT
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - semplificazioni

Si definisce un ROTORE un corpo sospeso tramite
una serie di cerniere cilindriche che gli permettono di ruotare liberamente
attorno ad un asse! (statore..non si muove)

Siimmagina che 'asse di rotazione sia fisso nello spazio
(non € vero nelle macchine semoventi automobili, aerei, navi..)

Si immagina che il rotore sia equilibrato
(asse rotazione coincide asse principale d’inerzia), o se non lo &
lo squilibrio sia piccolo e le deformazioni relative piccole

Siimmagina che il rotore sia assial-simmetrico
(le equazioni son piu semplici, € non serve lavorare con
un sistema di rif solidale al rotore)

Siimmagina che il rotore sia “mosso” dall’esterno
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - classificazioni

Vibrazioni Flessionali (-> risonanze flessionali)
'asse del rotore si deforma su un piano (se non c’e smorzamento)

Vibrazioni Torsionali (-> risonanze torsionali)
I'asse del rotore resta coincidente a quello del sistema indeformato

Node 1

First MODE Torsion Pattern ]

A AN A N '{\

=3l (A 11 M\L' |
\ P —l'} } | T] | , I‘I [~ : ' i
~/ J | [ , 1}
Hub \/ J \JJ J \J_J .| /
Cyl 1-2 Cyl 3-4 Cyl 5-6 Cyl 7-8 \
\ { (’
Flywheel

..bisogna considerare entrambi | casi!!!

Universita degli studi di Trieste
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units
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Rotodinamica - risonanze e regimi di funzionamento

Si possono immaginare due condizione di funzionamento:
e g velocita costante (o poco variabile es. alternatore elettrico)
e A velocita variabile (transitorio es. motore automobile)

Il rotore avra un certo numero di frequenze naturali (flessionali - torsionali)..
si deve fare in modo che il/i regimi di funzionamento, siano piu lontani possibili
da tali frequenze... (amplificazione delle deformate...vibrazioni...rotture)

Si utilizza il diagramma di Campbell che rappresenta contemporaneamente
la velocita del rotore e le sue risonanze (flessionali, torsionali, forward, backward,..)
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Rotodinamica - diagramma di Campbell

Nel diagramma di Campbell le rette orizzontali rappresentano

le frequenze naturali del rotore (flessionali e/o torsionali)

L'intersezione tra queste e le rette rappresentanti la velocita del rotore O
(0 le sue armoniche) sono dette velocita critiche!

fr

A

2x()

BT

/U

Joos

N -

Non tutte le critiche creano problemi!
dipende dal valore di smorzamento
associato!

Nel grafico a sinistra si riporta il caso di
freq. naturali fy indipendenti da Q.
(rette rosse)

Non & sempre cosi per effetto dei
momenti giroScopici..

NB alle velocita critiche il rotore

non vibra, ma ruota deformato!
diventando la sorgente di eccitazione
periodica della parte statica

della macchinal!

Luigi BREGANT
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units
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Rotodinamica - diagramma di Campbell

8000

7000 -

6000 -

® Im(s) [rad/s]

5000 -

4000 -

3000

o [rad/s]

2000

1000

-1000

-2000
0

Gli effetti giroscopici influenzano il diagramma di Campbell in maniera significatival
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Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

Il sistema piu semplice per lo studio dei sistemi flessioni rotanti consiste
in un punto materiale m collegato a un albero senza peso (Foppl 1895 - Jeffcott 1919)

Le forze di richiamo che si generano nel sistema possono dipendere da..

albero supporti albero+supporti
LN by
! y
e 2 /"
x /oﬁ' P=C & rotore
equilibrato

5 L L NNV

Il caso rappresentato e troppo ideale, ci sara sempre un po’ di squilibrio residuo e
la massa non giacera sull'albero..
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Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

...I'eccentricita € della massa m, creera |lo squilibrio statico me
che influenzera fortemente il sistema... in funzione della velocita di rotazione Q)
(costante per il momento)..

Q Ly (si possono scrivere le equazioni del sistema

° b) in coordinate ortogonali o polari)

% y -

% - A =0t

: S zp (1) xc(t) + € cos(2t)

x S—x ()= = .

o3 9 c p yp (t) yc (t) + esin(Qt)

bty = L (0 | _ [ de(t) Vesin(@t)

st J P o) [ ge(t) + eQ cos(Qt)

energia cinetica energia potenziale elastica

gé T:%m(:i:%—ky%): 1 5 5

5% = sm {22 + y& + €02 + 2eQ [Vic sin(Q) + yo cos(Q)] } U = §k (#¢ +vc)

25
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Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

L'equazione di Lagrange.. d (0(TVU) v 0T vVu) _ Q,
dt dg; dg;
con le forze generalizzate.. Qi = 00L/90g;
ed il lavoro virtuale delle forze applicate.. oL = Fyoxc + Fyoyc

Con le opportune derivate, nelle coordinate generalizzate si ottiene
| sistema di equazioni del moto del rotore di Jeffcott ..

{ mic(t) + kxc(t) = meQ? cos(Qt) + Fi(t) , '
mijc(t) + kyc (t) = meQ? sin(Qt) + F,(¢) ,

Il sistema omogeneo da le vibrazioni libere del rotore di Jeffcott
perfettamente equilibrato

mZc(t) + kxc(t) =0
Uit i) =0 @

..equazioni uguali a un sistema SDOF!!
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Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

Rotazione libera (senza squilibrio)...

_ st
Soluzione di tentativo... { 7o (?) B xc‘)egt
Yc (t) — Yc,€

..derivata (2 volte) e sostituita nell’equazione ‘

{ Ems%co + kxc,) e =0 .Sl cerca la soluzione valida per ogni istante t
2 st __ . . . .
ms*yo, + kyc, ) e* =0 e diversa dalla soluzione di quiete..
ms? +k=0 L . _
{ ms? 4k — 0 wn, =+/k/m .2 soluzioni complesse e coniugate.... =iw,
zo(t) = Xpewnt 4 Xoeiwnt ..con Xi e Yi dipendenti dalle condizioni
yc(t) = Yie™rt 4 Yoe "nt iniziali sullo spostamento e sulla velocita. ...
zo(t) = 20(0) cos(wyt) + -ic(0) sin(w,t) { zo(t) = X cos (wnt V @,)
yo(t) = yo(0) cos(wnt) + —=7c(0) sin(wp,t) yo(t) =Y cos (wnt Vg,)

..soluzione generale.... rc(0) = Xcosd, ,  @c(0) =wnXsing,

yc(0) =Y cosp, ,  9c(0) =w,Y sing,
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Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

Rotazione sbilanciata (con squilibrio)...

Risolviamo I'equazione . e per semplicita trascuriamo la forza esterna F...

. . . xc(t) = xc, cos ()
_la soluzione particolare é.... yo(t) =y, sin (1) = yc, cos(§xt + 7/2)

{ Ek V mQ? o, = meQ)?

. kV mQ?) yo, = me?

é% Q2

U_ ..che porta allo spostamento .... z¢, =yc, =¢ Uit s = €= L s =€ 9_37;22

k V mQ Q2 VQ 1V &

i ..sub-critica.. .iper-critica..

s ¢ ..autocentratura..

y y ..velocita critica..

o & 7 o - V4 >

g8 Qt X .e/. Ot X

o P
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Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

..ampiezza della risposta del rotore

di Jeffcott al variare di r.. 322

cTr

sub-criticai iper-critica

3

P ISR S - STV SO F o e D e s -
| :

- -.... teenes I...:. ...... Sesee seeee seeee feces seee S ceeee seses seees P eeees seses sese -

€ Tl J ufe suos s e o ‘e ey e R Wl e e o i
i :

B v SYTe. feciee comee cscee Meses seees sesee : ....................................... -

0 fhe e B e e e

€ ‘ :

.3 foe csees ceses seume :l .................... ...................................... -
| :

R LT R , ....................................... -
3 i A

3 0.5 I e :5 q +5 3
r

i 83 L) a2 1) T} (1]

+ negative whirl

a2\ " A A A A
L 13 X 02 0 2 [ 3 (1]
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

Rotodinamica - flessionale / rotore di Jeffcott

Oltre all’eccentricita si puo studiare I'effetto

..della piegatura (flessione statica) dell’albero
(non necessariamente nel piano dello squilibrio)..

.la presenza di smorzamento
(non rotating damping - fondazioni e rotating damping - albero) (viscoso, strutturale..)

.la rigidezza delle fondazioni..
.la variazioni di coppia dovute a resistenze interne

(legati a fenomeni dissipativi dello smorzamento)..

? % a) 2

: ¥ k /2 W :

3 N A NE ..con coordinate solidali alla

: 0 . macchina (fisse)..

8 > V=0t : : :

8 X ol B x ..con coordinate solidali al

rotore (rotanti)..

% k s €

.GSJ 7/ r r

2 & 2 /

% k:/z W
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

Rotodinamica - flessionale / momenti giroscopici

Finora abbiamo considerato un sistema costituito da un albero e

una massa puntuale m (centrata o eccentrica)..

| modi di questo sistema non dipendono da (), ed il diagramma di Campbell
rappresenta le frequenze naturali con da rette orizzontali.

Quando il rotore contiene un corpo rigido (al posto della massa m),
si introducono momenti giroscopici che tendono a

..deformare l'albero.

.variare le frequenze naturali del sistema (in funzione di Q)

=

2

5

é ) /,Q

% _4 (l)l

% .. Forward Whirl

ol il

5 /B W,

o Backward Whirl

é . .

Qe Q

ﬁ
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Rotodinamica - flessionale / momenti giroscopici

Si studiera il sistema supponendo che

rotore giri con una velocita angolare QO
= L - abbia un momento d’inerzia polare Iy
ke i - kg abbia momento trasversale d'inerzia |y

Il centro di massa non coincide con

. I'asse geometrico del sistema...
.I

-

. \; squilibrio statico / squilibrio di coppia
Z lp >l siparlera di disco Cytindrica Roor
whirling ‘ /%
lp < It si parlera di rotore allungato ‘ ~ pea
l:; -\_P—HM ‘”—!—""'H._-'_I_'j:‘ - o Bearings
LJL'—*H_-"‘—"T' - axis

Conical
whirling

attenzione al caso Ip = It nei rotori veloci
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

Rotodinamica - flessionale / momenti giroscopici

Per studiare tale sistema si possono ipotizzare tre diverse configurazioni:
(man mano piu complesse)

%

SR

: y

X Ricordiamo che gli effetti giroscopici derivano

..dalla conservazione del momento angolare del sistema..

> .. sono perpendicolari all’'asse di rotazione del rotore!

3 O ‘ (vale la regola della mano destra!!)
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Rotodinamica - flessionale / momenti giroscopici

Quando il corpo ruota, il suo momento angolare del rotore sara [,Q)..

..supponiamo il disco ruoti in un.6t5¢
attorno all’asse y con velocita ¢=-—
Il momento angolare ruotera di una t
guantita 6¢ generando un momento
Mx

Mx
-l

)

O/

.supponiamo il disco ruoti in un ot 50
attorno all'asse x con velocita 6=—
Il momento angolare ruotera di una t
quantita 66 generando un momento

My
My T
V] 0
el
o6
> m
O Z

S Y Myt

Attenzione ai segni!

M 6t =1,Q0¢

M. = ]pQ¢ I o+ Ipng =M.

per &t che tende a zero...

—My5t = IPQ59

M,=1Q0 10-1Q0=M,
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Consideriamo un rotore rigido su supporti flessibili..
questo sistema ha 4 gradi di liberta (due traslazioni e due rotazioni)..

..Supponiamo che i cuscinetti non abbiano rigidezza angolare (short bearings),
e che si possano muovere in direzione orizzontale e verticale..
e in queste direzioni hanno due rigidezze (possono essere uguali o diverse)

..possiamo usare le equazioni di Lagrange o scrivere le equazioni
del moto grazie alla legge di Newton..

..per le traslazioni
plano XZ e Y/

e per le rotazioni
attornoaXeY

Luigi BREGANT
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

\% X
Z
= = < =
ky1 :> 9 ky2 < kx1 :> kx2 <
~ < ~ <
[ \/ B [ \pr g
. ‘\\ = v-:\\g-.\f\‘.-\‘«‘i\" T \\r \\
e . DANNRER AR 5 s
a a

A partire dal diagramma di corpo libero
considerando le forze applicate

nel due piani...

si impone |'equilibrio alla traslazione e
alla rotazione..

Luigi BREGANT
bregant@units.it
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

“.
~Z
ky2 <.
\/ ~.
W '.:\ WA l\\_* O = r
.‘..ﬁ\._'&\\.;:\.\. \\..\.\\\“.‘\‘\\ R \\\__\\\‘:._\ RN
:\"\_".\'.\\\:\\\\'\\\\\\' N NN RS
RN AR N b ~\\‘ \ \\ NN \\.\\?_
d » d »
< > < >

Rispetto al centro di massa,
scriviamo le equazioni di equilibrio...

m)°é+kx1(x—a¢)+kx2(x+b¢)20
kyl(y+a9)+ky2(y—b9)=0

d

16+ 1 Q6

1641 Qo+ ak (y+ab)-bk,,(y—b0)=0
ak_, (x — a¢) + Dk (x + b(/b) =0

momenti giroscopici... segni in funzione della regola mano destra

“.

" “
kxt = ko ==
< §> \pr X i
-
[’ -
N '.:'- WA .\_\ O = r
.‘--,.:?_\ '-S\R\k\'\\ }'\\\-.‘\\\ AN
\'}'5\\-\\'\\\'-\\‘-\\'\‘ NN RN
SANRERANSARANARANNRANNSS b -\‘.\:'-\':\b\“\t\ N N
d » d »
< > < >

/

traslazione / bounce
rotazione / tilt

Equilibrio forze in dir x
Equilibrio forze in diry

Equilibrio momenti attorno 6

Equilibrio momenti attorno ¢
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Riordinando le equazioni in forma matriciale..

utilizzando le espressioni compatte..

m 0 0 0
0O m 0 0
0 0 I, 0
0 0 0 I,

om0 0 0
0 m 0 0
0 0 1, 0
0 0 0 I,

S D = o=

-+

S O O O

S O O O

oS O O

D e =

s

J

..matrice momenti giroscopici

- O: = =

-+

o o O O

o o O O

S D = =

.

-+

k., +k., 0
0 k, +k,,
0 ak,, —bk,,
—ak_, +bk_, 0

kxT — kxl + kx2
k .=—ak  +bk_,

ka = a2kx1 + bzka

0 k. ik

“"yIL. -“ yC:

* *
. . -
N . Canns®
. .
0 i—k,.: Kk
.
LY °

ye: YR
;K

‘0... “$
0 0
xC &
L4
’0

0
k xR

si ottengono le equazioni generali del moto.
NB questa sono accoppiate, per i termini fuori dalla diagonale principale diversi da 0 (1-4 / 2-3) !

N U

0
ak,, — bk,
azky1 + bzky2

0

—ak , + bk,
0

0

a’k, +b’k,,

ko =k, +k,

ko =—ak,

+bk,

ke = a’k, +bk,,

oS O O O

S D < =

S D < =

S O O O
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Bisogna risolvere il sistema di equazioni simultaneamente...
INn modo da trovare | modi di vibrazione
traslazionali (x,y) e rotazionali (6,0).

E’ possibile analizzare alcuni casi semplificati:

1 con supporti isotropi kg =kg =k ke=ke=ke=0 Q=0
senza accoppiamento elastico (es a=b) NO effetto giroscopico,
kg =Ky =k ke#ke#0 1Q=0

2 con supporti isotropi
accoppiamento elastico (es a non uguale b), N0 effetto giroscopico,
ki =ke=ke=0
3 con supporti isotropi kg =K =k ke #kye#0 I,0+0
senza/con accoppiamento elastico (es a=b), con effetto giroscopico,

4 con supporti anisotropi kg #k, #0 ke#zke#0 1 Q#0
accoppiamento elastico (es a non uguale b), con effetto giroscopico
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Caso 1 (supporti isotropi / non accoppiamento elastico, a uguale b / no momenti giroscopici)

Si riduce / semplifica il sistema di equazioni

che diventano disaccoppiate!
Con la nota trasformazione di Laplace..

r

( mi+k.x=0 x=X e" ( 2
. , 0 =m,=,—+ bounce mode
my+k,y=0 y=Ye' m
) . < 3
1,606+k,6=0 0=06..,¢" k |
L ¢ W0y =0, = |/—R tilt mode
. L+ k=0 ¢ =ge” . g

Il sistema ha 4DGL, ci sono in teoria 8 soluzioni ! Il sistema &
simmetrico (xz e yz), nei due piani accadono le stesse cose.. le 4
soluzioni distinte (per le traslazioni e per le rotazioni) SONO a due a due
complesse coniugate ..se ne riportano solo due..

NB in funzione della rigidezza dei supporti (k) e delle
caratteristiche del sistema (m, |) il modo di bounce puo essere
prima o dopo quello di tilt e viceversal
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Modo BOUNCE

..In-entrambi | piani..

MMM MMM

%

N\ Hhinm

Modo TILT

MM
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Caso 2 (supporti isotropi / accoppiamento elastico, a diverso b / no momenti giroscopici)

In questo caso il rotore non e piu simmetrico! e le equazioni risultano
accoppiate
Con la nota trasformazione di Laplace..

(

( mi+k,x+k.¢=0 (mS2+kT)Xo+kc¢o = -
my+k,y—k.0=0 (ms” +k, )Y, — k.0, =0 le equazioni del moto
[N N i .
| i+ kex k=0 (157 ke )9y + kX, =0 L
X, =- ke, :_(Idsz +kR)¢0
(ms2+kT) k.

iIsolando X, dalle equazioni 1&4

ed eqguagliando i termini..
JHa9 (ms* + &, )(1,5" + k)~ K2 =0
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kC ¢0

(15 + kg )9,

Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili ==

(ms2 +kT) -

2
y_ kB (1,57 +ky)8,
isolando Y, dalle equazioni 2&3 " (ms®+ k) k.

ed eguagliando i termini..

(m52 +kT)(1dS2 +kR)—ké =0

sviluppando | termini tra parentesi si ottiene in entrambe | casi

la seguente equazione.. )
5* +(kR oK sz+ Ky —ke _

mli

..le cul radici in s2 sono..

kC
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Le radici sono a 2 a 2 complesse coniugate..

wlza)z:\/kR + a —7

-

21, 2m
9
kR kT
0,=0, = +—+
o \/21d om !

.

Si ricordi che c’e accoppiamento tra | modi di traslazione
(bounce) e di rotazione (tilt).. > accadono assieme !

2 2
8 & :_Idsi +kR:_ ke k (Isz+k )(Z)
0 k ms? + k isolando Xo.. X, =——ch___ 107 “Telf
s 0 Ji=14 ¢ : d (ms2 +k, ) k.
: (&j CIsi kg ke lando Y y k.6, (Ids2+kR)90
s - _ 2 1ISOIanao Yo... 0o =
S 00 )i ke ms; + k; (ms2 + kT) k.
&
Universita degli studi di Trieste { ] . . - Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura LVA Meccanica delle Vibrazioni bregant@units.it


mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Caso 3.1 (supporti isotropi / N0 accoppiamento elastico, a uguale b / con momenti giroscopici)

Le equazioni si semplificano, sono disaccoppiate nella traslazioni, accoppiate
nelle rotazioni ..

mi+k.x=0
my+k.y=0
1,6+1 Qp+k0=0

. . ..con l'usuale soluzione di primo tentativo si cercano
1,0—1,Q0+k,0=0

le soluzioni per le frequenze naturali..

.

? NB in realta ci sono 4DOF

2 dalle equazionil e 2 W, =0, = i => 8 radici... a due a due

m complesse e coniugate

(15 -

: o | (Ids +kR)90+Ist¢O—O

dalle equazioni 3 e 4 (accoppiate) 4 )

: —Ist90+(Ids +kR)¢0:O

S \
Universita degli studi di Trieste . . - Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura D LVA Meccanica delle Vibrazioni bregant@units.it


mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Eliminando 60 € ¢o da queste due equazioni di ottiene:

(1,57 + kR)2 +(Ipﬂs)2 =0

Facendone la radice quadrata

1,5° +ky, =% Qs

si ottiene un equazione caratteristica in s2
. . . . . . . 2 —
le cui soluzioni sono le pulsazioni naturali del sistemal l,s"¥1,Qs+k,=0

2
I Q I Q
a)3:—”+(”j+k—R

21, 21, ) 1,
2
LR LYk
ool 21, ) I,

Le soluzioni (pulsazioni naturali)
dipendono da Q) |

e sono caratterizzate da segni
differenti..

+ crescenticon Q) e

- decrescenti con Q)

.nel diagramma di Campbell,
le freq. naturali non son
piu rette orizzontali, ma curve!!
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Dalle equazioni 3 e 4 si ottiene anche il rapporto tra le rotazioni
in funzione del modo di vibrazione:

(&)(O _ Isti B (Idsl.2+kR)

?, (Idsl.2 + kR) - 1,Qs,
o . A B
Il rapporto delle rotazioni e del tipo 2 = "
. A . . .
rapporto soddisfatto se e tj Il segno dipende dal segno di (IdS,-Z +kR)

da queste caratteristiche dipende se il modo sara di tipo forward whirl
o backward whirl (concorde o discorde al verso di rotazione del rotore)
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Caso 3.2 (supporti isotropi / accoppiamento elastico, a diverso b / con momenti giroscopici)

Le equazioni del moto di partenza si semplificano, rispetto al caso generale,
ma sia traslazioni che rotazioni sono accoppiate!

e

mi+k.x+k.90=0

my+k.y—k.0=0
1,6+1 Q¢—k.y+k0=0
1,0—1Q0+k.x+kp=0

(accoppiate e con i termini giroscopici)

.

(m52 + kT)XO + k.0, =0

2 —
Usando la consueta (ms + kT)Yo — k0, =0
trasformata di Laplace.. —k.Y, +(Ids2 n kR)HO +1,Q6,=0

ke X, — 1,90, +(1,5" + k)9, =0

\
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Analogamente a quanto fatto nei caso 2 precedente:

Dall’equazione 1 e 2 si estraggono @g e 6o ( (mSZ +kT)XO +k.¢,=0
e si sostituisconoin 3 e 4..
(ms” +k, )Y, —k.6,=0
Dall’equazione da 3 e 4 si eliminano Xo € Yo.
ottenendo un’equazione caratteristica

in s ke Xy — 1,90, +(1,5" + k)9, =0

\

—ko Yy + (1,57 +ky )0, +1,Q¢, =0

2

[(ms® 4k, )(1,5* ke )= k2 Y +{1,Qs(ms* +k, )} =0

sviluppando | prodotti riordinando si ottiene I'equazione caratteristica,
le cui soluzioni sono le pulsazioni naturali di vibrazione...

1 k.1 — k2
s4$j[1—pjﬂs3+(kR+kT]s2$j( - ”)Qs+kRkT ke _

J [, m mli mli
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

Caso 4 (supporti anisotropi / accoppiamento elastico, a diverso b / con momenti giroscopici)

mi+k.x+k.¢=0

my+k.y—k.0=0
1,6+1 Qdp—k y+k6=0
1,0—1 Q60+k x+k =0

o in forma matriciale...

.

m o o o ||z 00 0 0 [[z] |k O 0 ke |[x] (o
0 m 0 0 |[|7 00 0 0 y 0 kg —ke O yi_Jo
.. ¢+ S \ —

0 .0 I, 0 |)¢ 00 0 1214 0 —ko kyp 0 || 6 0
00 0 1, || § 00 -1Q 0 |4 k. 0 0 k, |lo]) LoO
o in forma canonica... [

' A
_ 7 QG M |d | q K 0
q 0 —< ot
M 0 |dt| q 0 —-M
¢ \ J
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Rotodinamica - flessionale / rotore rigido su supporti flessibili

La soluzione che deve risolvere simultaneamente tutte le equazioni € del tipo:

. 3 ..classico problema agli autovalori..
[AJLx}+[B]ixp=10] 4 gradi di liberta..

.8 radici a 2 a 2 complesse coniugate..

P {Si—l.A =1TJ]0 4 Un modo di bounce ed un modo di tilt per ogni piano..

2 2 _ - . |

i Sis.5 = —JO; 4 ed il loro complesso coniugato!
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 1

Ky Ky2

Calcolo proprieta inerziali:

_prD’L

m =122.68kg

7 :mD2

p

=0.6134kgm’

I 2
1= ) 8625kgm®
2 12

Rotore Condizioni
lunghezza L=0.5m Iniziali
raggio r=0.2m Xo=1mm
p=7810kg/m3 Yo=0.5mm
kKx=Kky=1TMN/m Vxo=30mm/s

Quali sono le Frequenze naturali 7
Come si calcola la risposta del rotore?

Calcolo proprieta elastiche:
k. =k_ +k_, =2000kNm
k. =—ak_ +bk_,=0kNm

k.=a’k_ +b’k_, =125kNm
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 1

Esempio 1 (supporti isotropi / non accoppiamento elastico, a uguale b / no momenti giroscopici)

Direttamente dalle formule viste:

a)lzwz:,/k—T=127.68md/s h=5h= _n'w =20.32Hz
m

3 3

W, =0, = k—R=208.97md/s L=1= _n_w =33.26H;
I, \

.

con le condizioni iniziali assegnate

| x=Asin(o)+A, cos(o,)

< | x=[ﬁjsin(a)lt)+cos(wlt)

y=B, 31n(602t)+B2 cos(a)zt) ) ,
1
xX=A0 cos( ) A0 sm(a) t) y= ECOS(OOZI)
< \
y = Bw, cos(w,t)— B,w, sin(w,t)
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 1

Plottando i risultati degli spostamenti ottenuti in x e y si ottiene
Il diagramma orbitale e lo spostamento nelle direzioni coordinate del baricentro

[ ' [ ' '
-l 00 - (- 02 0 a0 = 0 0
z wm

diagramma orbitale
spostamento del baricentro
visto lungo asse z

proiezioni degli spostaments
del baricentro sul piano
XZ (blu) e YZ (rosso)
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 2

Esempio 2 (supporti isotropi / con accoppiamento elastico / no momenti giroscopici)

Rotore Quali sono le Frequenze naturali ?

lunghezza L=0.5m Come si calcola la risposta del rotore?
raggio r=0.2m

0=7810kg/m3
Ki=1TMN/m
Ko=1.3MN/m

Calcolo proprieta elastiche

Calcolo proprieta inerziali: k, =k +k._, =2300kNm
DL _ _
% m = pﬂ: :12268kg kC = akx1+bkxz ="T75kNm
: k. =’k +b’k_, =143.75kNm
= mD 2 X X
: I =——=0.6134kgm
-8 ke k) K
I, mL’ , Y=l =&+ | +—<16.236rad’ /s’
4 l,=—++ =2.8625kgm 21, 2m ml
8 2 12
Oip ngegnert s arcntotura. L) LVA Meccanica delie Vibrazion piogan@uils
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 2

Direttamente dalle formule viste:

— — kR kT _ (
a)l_a)z_\/21d+2m—7—135.087’ad/5 f f2 _ﬂ:w =21.50H7
< X
0, =0, = Ke o K +y =22521rad /s =1 = —w = 35.84Hz
21, 2m ! 21

le frequenze si alzano leggermente..

Luigi BREGANT
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 3

Esempio 3 (supporti isotropi / senza - con accoppiamento elastico / momenti giroscopici) a 4000rpm

Rotore (supporti uguali )
lunghezza L=0.5m

raggio r=0.2m
p=7810kg/m3
kx:ky:1 MN/m

Rotore (supporti differenti)
lunghezza L=0.5m

raggio r=0.2m
0=7810kg/ms3

Ki=1MN/m

ko=1.3MN/m

2T

Calcolo velocita in radianti Q= 40005 =418.88rad / s

k. =2000kNm
k. =0kNm
k,=125kNm

Calcolo proprieta elastiche
k, =2300kNm
k. ="T15kNm
k.=143.75kNm
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 3

Direttamente dalle formule viste:

(senza accoppiamento) (con accoppiamento)

®

0, =0, = |- =127.68rad | 5 dril L as e k)oKl gy Rk ke

3 m I, I, m ml ml

E = I”Q+ 2 2+kR =168.85rad /

CTTor T\ 2, ) T, TR s* T j89.765° + 689665> F j1682800s + 925 48 x 10° = 0

H 1Q [(1QY

go w,=—"—+,[| 2 +ﬁ=258.61md/s .

CE 21, 21, 1, 1

f=—auwm, =2133Hz

S ; 27

1 1

h=h=5-0=2032H; f,=—wm, =21.58Hz

Lk 2T 2T

1 ) )

| ) Smo 0= 2087H f,=—w,=29.58Hz

T 4 2r

g fi=——w,=41.16Hz fi=—w,=43.62H7

2 \ 27 27
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 3

.. € quindi possibile plottare 'andamento delle frequenze naturali
in funzione della velocita di rotazione dell’albero...

Variazione di w3z w4

tra 0 e 2000 rad/s

naNra Yoquer Mar

£

)

el

CIfF

TR]S

1)

concorde con Q)

Forward Whirl

Backward Whirl

discorde con Q)
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 4

Esempio 4 (supporti isotropi - anisotropi / con accoppiamento elastico / momenti giroscopici)

y
Rotore
“  lunghezza L=0.5m
raggio r=0.2m
_ 3
. » 0=7810kg/m

Esempio 4.1 (supporti isotropi / con accoppiamento elastico / momenti giroscopici) stazionario

kKi=1TMN/m
ko=1.3MN/m

Esempio 4.2 (supporti anisotropi / con accoppiamento elastico / momenti giroscopici) stazionario,
a 4000 e 8000 rpm

Kxi=1TMN/m Kxo=1.3MN/m
kyi=1.TMN/m  kyo=1.4MN/m

Luigi BREGANT
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 4

4.1 Calcolo le matrici di massa, rigidezza e giroscopica:

[ 12268 0

0 0
0 12268 O 0
0 0 28625 0
0 0 0 28625
00 0 0
00 0 0
00 0 .6134
0 0 —6134 0

K =10’

[ 230

0
0
75

0 0 75
230 -75 0
~75 14375 0

0 0 14375

al quali corrispondono le seguenti soluzioni nel caso 4.1
... (e le loro complesse coniugate)

@, =1340rad / s

@, =135.6rad / s

@, =1859rad /s

@, =2740rad /s

f =2133Hz f,=21.58Hz f,=29.58Hz f, =43.62Hz
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 4

similmente per il caso 4.2.. ..
4.2 stazionario:

@, =135.08rad / s @, =141.13rad / s @, =22521rad /s @, =234.62rad / s
fi=21.50Hz f, =22.46Hz f,=35.85Hz f,=3734H;

4.2 @4000rpm:

@, =134.74rad / s @, =14094rad / s @, =190.15rad / s @, =27894rad /s
fi=2144H; f, =2243H; f;,=30.26Hz f, =44 40Hz

4.2 @8000rpm:

@, =137.87rad /s @, =140.16rad / s @,=161.05rad / s @, =33607rad /s
f,=21.13Hz f,=22.30Hz f3=25.63Hz f.=5349H?

si osservi come cambiano i valori... NB in maniera NON lineare!!!
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Rotodinamica - flessionale / Esempio 4

Questa € la ragione per cui € necessario calcolare i valori delle frequenze naturali
alle diverse velocita di rotazione Q! (ed ai diversi valori di rigidezza dei supporti)

Diagramma di Campbell

—200+

kg

10° N/m A

g m°
kg m

2

Ol—~,N~, N
- - O'
oo Z\f)le N

—1000 |

m

I
1000

1500
() [rad/s]
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Rotodinamica - flessionale / effetto dello smorzamento

Se in parallelo alle rigidezze si mettono anche degli smorzatori,
nel diagrammo di corpo rigido, bisognera aggiungere le forze dissipative..

g f;cl = kxl (x_a¢)+cxl ('x—a¢)
B . ..con le similari convenzioni..
g 4 fx2:kx2(x_b¢)+cx2(’x_b¢) _
B L c.=c. +c c.=c.,+c
k 9 6 xT x1 x2 T 1 2
- fu= yl(y—a )+cy1(y—a ) y yi &y
. ! ¢.,.=—ac.,+bc c.=—ac,,+bc
85 fio=k,(y—b0)+c,(y—bo) xC T e e
= L ) 2 ) 2
:\ k cp,=ac,+bc, Cr=4a cy1+b Cy
mi+c x+c O+k x+k p=0 | | S
g . , Ok P Si possono poi studiare i diversi casi
) Mmy+C Y+ € OF Ky Y+ Kyt = come fatto precedentemente per i
1,0+1 Qp—c, y+c0—ccy+k,6=0 sistemi non smorzati. ..
5t 1,0—1,Q0+c X+c d+k x+k0=0
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Rotodinamica - flessionale / rotori flessibili

..CI siamo concentrati su rotori rigidi e supporti flessibili ‘

ma esiste la possibilita di considerare rotori flessibili e supporti rigidi O

.. Si procede similmente.. le frequenze naturali saranno associate a

“modi” flessionali del rotore

/B R\

.. anche in questo caso ci sara
'effetto dei momenti giroscopici e
la divisione dei modi (concordi e
discordi a Q)
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Rotodinamica - flessionale

Riassumendo:

| rotori hanno modi naturali di vibrazione..

| modi di vibrazione dipendono dalle
e caratteristiche del rotore

e caratteristiche dei supporti

¢ velocita di rotazione del rotore..

| modi di vibrazione devono essere lontani dalla velocita
di utilizzo del rotore..

altrimenti si amplificano le deformazioni del rotore stesso
> contatti,stress, rotture..

gy S—

1
Y
|

3 '/.
— - o ')?‘..I
Plastic Zone™*
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Rotodinamica - flessionale

| rotori pero solitamente sono piu complessi e la rappresentazione
finora utilizzata non basta...

bisogna estendere I'analisi a sistemi contenenti piu elementi..
questi sono

collegati tra loro con elementi rigidi..

supportati da cuscinetti..

soggetti a forzanti esterne e meccanismi dissipativi..

Bisogna trovare il modo di calcolare | modi di vibrare anche
In queste condizioni.. tracciare il diagramma di Campbell e verificare
che il regime di funzionamento sia lontano dai modi trovati!!

Diventa necessaria una formulazione
MDOF.. o FEM..

AN AN \ M

Luigi BREGANT
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Rotodinamica - flessionale

| rotori complessi possono essere considerati come 'unione di
elementi diversi, opportunamente combinati.

In prima battuta si pudo immaginare che i rotori subiscano
solamente delle vibrazioni trasversali (o laterali), per cui ogni
nodo del sistema puo avere 4 coordinate (due traslazioni e due rotazioni)

Luigi BREGANT
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Rotodinamica - flessionale

Gli elementi costitutivi sistema rotante da tenere in considerazione saranno:

a. | Volani (dischi) caratterizzati da momenti d’'inerzia polare |, e diametrale |4
(sono rotori assialsimmetrici.. Iqg € unico..). Ciascun volano sara caratterizzato
da un’ opportuna matrice inerziale e una per gli effetti inerziali:

m 0 0 O 0O 0 0 O 1 b

Iy 0O m 0 O 0O 0 0 O | .

ooz, 0| %00 o I i |

e 0 0 0 [ §.l | ! ’: \'A‘Lé_'

5 e d 0 0 -7 O 4 i i 1. =

s e | _ i P | A ; l Jr ' I

a0 o

[

Per geometrie complesse utilizzare o i ' |

Il tensore d'inerzia calcolati dai programmi CAE Ml Mf,z i N
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Rotodinamica - flessionale

b. le sezioni di Alberi intermedie ai volani caratterizzati da masse (inerzie)

e rigidezze (flessionali)e dalle rispettive matrici

In funzione della tipologia di analisi si possono utilizzare diverse teorie per
studiare la deformazione di questi elementi (Eulero-Bernulli, Timoshencko..),

includendo effetti relativi a:
Taglio

Coppia esterna

Momenti giroscopici
Sollecitazioni assiali
Variazioni di sezione

caratterizzando cosi le matrici di massa e rigidezza.

&

VoV
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Rotodinamica - flessionale

c. | cuscinetti, le tenute, ed in generale |le iterazioni tra rotore e statore

Questi elementi sono in generale non lineari e dissipativi
(non essendo infinitamente rigidi) e complicano la formulazione delle
equazioni di moto.

Linearizzando attorno al punto di funzionamento le forze saranno espresse
dalla seguente relazione.. ricordando che le rigidezze e gli smorzamenti
possono dipendere da Q..

f X kxx k Xy X Cxx ny X

f, k. ki, y c. ¢ y

0, =-[K(Q){a}-[ (@) {4}

| cuscinetti idrodinamici verranno modellati in funzione delle caratteristiche
geometriche (dimensioni) e del fluido (tipo, portata, temperatura..)

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura

Luigi BREGANT
bregant@units.it

) LVA

Meccanica delle Vibrazioni



mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - flessionale

Journal bearing

Cavitation
region
\

(a)

1. % Ol pressure

2w Qg tipo di supporto avra una modellazione diversal

High-Fressure Area High-2ressureArea

Higt-Pressuie Area
(S0l ot Rt} (Shalt S.arting v Rutale) (Sl et Full 3pesy)
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Rotodinamica - flessionale

d.le forze generate da elementi particolari quali ad esempio la forza

di Alford (instabilita delle turbine a gas), degli smorzatori a filo d’olio,

dei campi magnetici sbilanciati, delle reazioni vincolari dei supporti di banco
e delle fondazioni. ..

,fb—-» Stator ,_. ~b..

squeeze film casin

,,,,,,,

.TrA'-. "jvl —
(= F4d e I
— ol
,.a:;,.. P—::‘ e = oo 20 20 mm
2 i i | . 0.75 in)
V. : e “”'“‘"“"““'7'*’."*?1'.’*{
. ! . b - '
; s | E FRCE Xaa = ‘\', i }
journal rator S oY =7 R LNt N
Concrete Graut fills volume 7 r Iund tkon
naide base perimet olt pocke
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Rotodinamica - flessionale

Una volta note tutte le matrici dei diversi elementi,
queste possono essere assemblate a formare il sistema completo..

[M]1g;+[Clar+QlGligi+[K] g1 =10}

+ + + - +

Albero1 - Albero? - Albero3 ~ —  Volano

Vincoli

Albero1 Albero?2 Albero3

Nodo1 Nodo4

Vincolo1 Vincolo2

Volano

Luigi BREGANT

Universita degli studi di Trieste [ )
LVA bregant@units.it

Dip. Ingegneria e Architettura i

Meccanica delle Vibrazioni



mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - flessionale

[M1G;+[Clar+Q[Gligi+[K]1gr=10]

Dall’equazione del sistema completo si cercheranno
gli autovalori (frequenze naturali) e gli autovettori (deformate modali)

C+QG M
M 0

d

dt

(4] {x}+[B){x} = {0}

Ricordarsi che le matrici dipendono da Q !l e cosi gli autovalori trovati!
Verificare che questi siano lontani dalle frequenze di funzionamento del rotore!!
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Rotodinamica - torsionale

Non sempre i rotori subiscono deformazioni laterali, esiste la possibilita che
I'asse del rotore resti rettilineo, ma i volani che lo formano ruotino relativamente
tra loro.. si parla in questo caso di vibrazioni torsionali.

Sono altrettanto importanti, perché stressano gli elementi del rotore a torsione
(alterna) causando problemi di fatica e di rotture.

Diventano particolarmente importanti quanto si connettono macchine differenti
(mishatch tra inerzie, rigidezze, torcenti..)

azione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

nmerciale e/o di lucro
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Rotodinamica - torsionale

Anche per |lo studio delle vibrazioni torsionali si procede

e scrivendo le equazioni di equilibrio del elementi..

e ricercando gli autovalori e gli autovettori del sistema di equazioni..
considerando le opportune matrici di inerzia e rigidezza..

| rotori possono essere classificati in due grandi famiglie per lo
studio delle vibrazioni torsionali..

e 1 , ramificati”..
in linea”..

Jpj
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Rotodinamica - torsionale

Anche per |lo studio delle vibrazioni torsionali si procede

e scrivendo le equazioni di equilibrio del elementi..

e ricercando gli autovalori e gli autovettori del sistema di equazioni..
considerando le opportune matrici di inerzia e rigidezza..

5 m; Jpj

traslazionale |

torsionale

- m 0 0 0

3 | 0 m 0 0 I, 0 0 0

23 10 0 m O 0 I, 0 0

g < M =

3o 0O 0 0 m, 0 0 I, 0

E _ i _ o 0 0 I,

S0 ky+k -k 0 0 _

% % X —k,  k+k, —k, 0 Koo T Ko —kgy 0 0

é t‘% - 0 —k, k+k, —k, K —kg1 Koy K, Ko 0

s % 0 —k, k, 0 —ko, kor +koy =k,

%% ) ) 0 0 _kes ke3

F EA

¥ kj - = .formule approssimate... T GJ

o 3 x L 11 : " . — —

S8 Blevins 1979 % @ L
Universita degli studi di Trieste [ . : . Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura (. / I-VA Meccanica delle Vibrazioni bregant@units.it



mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Rotodinamica - torsionale

In entrambi | casi si tratta di ricercare gli autovalori del sistema di equazioni:

gia visto..

[M ]G3 +[K g =

10}

AM Jior=[K o}

traslazionale

et HeRHT
HHH  HHHH

PR .

Non ci sono forzanti, smorzamento e effetti giroscopici...

Le matrici possono tener conto di anisotropie..

torsionale

‘0..“'
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Rotodinamica - torsionale

Esempio.. forme modali torsionali rotore con 5 volani

Esistono diversi metodi
iterativi per il calcolo delle
vibrazioni torsionali..

| modo (rigido)

HHHH

/

~U”
el AN

4

Holzer..
Il modo (1 nodo) Myklestaat..
Pronhl...
11l modo (2 nodi) e con codici FEM..
IV MOdo (N0di)  serereremmrsresrss E

i’

~N /

L~

..N volani..2N autovalori..N autovettori distinti

: ..se il rotore non ¢ vincolato al mondo esterno..
V' modo (4 n0d|> - modo di corpo rigido!

<

N4

..se N e il modo che si considera,
ci sono (N-1) nodi nella deformata!
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Rotodinamica - torsionale

Nello studio dei sistemi rotanti € possibile trovare sistemi ramificati
(in presenza di riduttori, divisori di coppia, derive di utenze)...

Bisogna trasformare tali sistemi in sistemi lineari equivalenti,
tenendo conto del rapporto di trasmissione delle ruote dentate

iIngranate

. ramificati”.. .

.0
.

.. 'In linea”equivalente..

R R. N. -
i _ _ 1V | entrante
= R, =-Ro Y= ,
N; N, N, J uscente
Universita degli studi di Trieste [ | . , - Luigi BREGANT
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Rotodinamica - torsionale

Esempio..trovare il sistema in linea equivalente al sistema ramificato di figura:

Ro ed Rs sono raggi delle ruote 2 e 3..
N2 ed N3 sono i rispettivi numeri dei denti..

Sia y il rapporto di trasmissione No/Ns
oppure Rao/R3

| quattro volani non sono piu indipendenti!
Le velocita tangenziali di |2 e I3 sono uguali!

T Vale la relazione: @, =,

T4 (NB c’¢é il segno - perché cambia il verso di rotazione!)

Luigi BREGANT
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Rotodinamica - torsionale

Le equazioni del moto dei 4 volani sono le seguenti..

e

1,6,+k,(6,-0,)=
1,6,+k,(6,-6,)=T,+R,F,
1.6,+k,(0,-6,)=T,+R,F,
1,0, +k,(0,-6,)=

Ricordando che  6,=-)0,

facendo I'equilibrio dei momenti (sottraendo y[3]-[2]) si ottiene..

10+k( 6,)=T
(I, +7°1,)0,+k (6,-6,)+7k (
v1,0,+7°k, ( .y )

~79;

) B 7/T3
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Rotodinamica - torsionale

K1 K1+y2ko

| Vela
|2+v33
0 o || | |
0 L+yl, 0 |56, (+
0 0 v’l, ).

..ottenendo |l
equivalente..

modello “in linea”

o [e | [ 1
_Vzkz ¢ 0, v=3 T,—yT, ;
y2k2 '3 \ —}/T4 )

..esiste una formulazione matriciale per i sistemi ramificati piu complessi
che porta alla scrittura equazioni per di sistemi “in linea” equivalenti..
(matrice forze interne, vincoli e rapporti di trasmissione)

..analogamente ai sistemi lineari... si calcolano anche le risposte forzate!!

]
%
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dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

hle e/o di lucro

Rotodinamica - torsionale

Le macchine rotanti hanno generalmente due modalita di funzionamento:
a regime costante (es. alternatore / turbina produzione elettricita)
a regime variabile (es. motore autoveicolo)..

.in entrambi i casi e interessante tracciare 'andamento nel tempo il livello (RMS)

delle componenti armoniche delle forze che agiscono su queste..
(le vibrazioni che si generano e che bisogna controllare dipendono da queste forze!)

..effettuando 'analisi agli ordini!
(ricordiamo il legame tra il regime di funzionamento € le risonanze del sistema)

Sowed - Shalk

Amplitude |dB]

126

Order Spectrum with Changing Rotational Speed

-25

[RIN] Ao

-

o

o
'
L

-4
4

%WWWW W ™|

_|Coil 4th order | Blades Tth order | 3%

R TR M-

ITNEIITEEF

I P | . I I I I P | N
—t +—t { =t +—t '
1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Un ordine € un fenomeno che si presenta un certo numero di volte
all'interno di un giro completo del rotore..

ad esempio..

lo squilibrio avra un periodicita 1x
I'eccitazione delle palette una periodicita 7x
I'eccitazione elettrica una periodicita 4x

b ...indipendentemente dalla velocita Aot '

¢ | dirotazione del ventilatore! —=@ I

:5| indipendentemente dalle risonanze . v A

¢¢| del sistemal SN R EAYAVAYAY

“: NB gli ordini possono non essere numeri interi! .

v: rapporto di trasmissione 1:2.3 NI [ |

e ci saranno gli ordini x2.3 x4.6 x6.9... AN . >

%% vl W al e
Universita degli studi di Trieste . . - Luigi BREGANT
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Solitamente il segnale vibrazione misurato su una macchina, viene campionato
a brevi intervalli di tempo equispaziati per fare I'analisi di Fourier
e trovarne lo spettro in frequenza..(..more on this later on..)

Se la velocita della macchina e variabile il contenuto in frequenza
del segnale cambia..(cambia lo spettro)

e contemporaneamente cambia anche il numero di campioni

per rotazione del rotore..(cambia la risoluzione)

~ lame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

e P Si vuole misurare la velocita istantanea del rotore
“ /, -.;‘“,'. s e sivuole eliminare l'influenza delle
A A LT variazioni di velocita
,/J ol ,» \ (ricampionamento nel dominio dell’angolo)
o e || e || v [T ATECAL ARG i : : - Luigi BREGANT
¢ WA K 301 W V)i i AN O o il Meccanica delle Vibrazioni bregant@units.it
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Tachimetrica: si misura l'intervallo di tempo tra due impulsi
successivi di un trasduttore

Sensori Induttivi, Capacitivi, Ottici,
Counter...

60
N, (t,-1,)

Np numero di impulsi per giro

v, ()=

.....
~a,
LR
=g
Dt .
IIIIIII

e dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

iale efo di lucro

photo elements

Intervals Measured
P Ty T2 o TR
shaft . | : ' |
F1 —] I
Gate F1
code-dise Ft — Source 12NN L 1N
re  JUUUUIUULUUUUUUTUI
Buffered Period
Measurament Ny + No + ...Ng 1
Average Period of F1 = X
K Ft
Fr fF1 s
equency o - —
ey Ny+ No+ .. N
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Pick up elettromagnetico/ottico che fornisce esattamente
'intervallo di tempo tra due impulsi che definiscono

un giro o una frazione di giro
(in funzione della precisione con la quale si desidera tracciare
I'andamento degli ordini)

B TacHD S1otAL NE=a es.

T 1 impulso giro sulla chiavetta di calettamento
“ lI : 8 impulsi giro sui bulloni di un giunto
‘ 60 impulsi giro su una ruota fonica

65536 impulsi giro su un encoder ottico

.
N ] ”,
Went (340
RS I
Ses W N
S %
s‘b"
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Macchinario rotante -

Ricampionamento

nel dominio dell'angolo:

si fa in modo che in
iIndipendentemente

analisi agli ordini

L0 Tacho-pulscs 1O
— - o AN
5 08 R / X
= 06} = 07 -
= A
= 0.49F s -0.3p
3¢ <
0.2 or
0 o
L;JJ %.-
un giro,
» |

dalla sua

durata di questo ci siano N campioni Af — Y

Vibration siznal

’A N IIA\|

O Original poone
A Rezampled poine

>
Q
=
[}
=
jon
o
2
55
Time

Sample Time Axi

OO D OO

Sample Angle Axis

Sampled Waveform

Note: Constant At =» Constant A6!

>
19)
=}
o
=)
o
o
=
[N

Sample Angle Axis

Sampled Waveform

Note: Constant At # Constant AO!

RPM costante
tempo

|

Time

Sample Time Axi

@@@{Z}

Sample Angle Axis

Sampled Waveform

Note: Variable At = Constant A6!

%i}

RPM variabile
tempo

RPM variabile
angolo
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Regime Stazionario

Regime NON Stazionario

Ac. Tempo Aggiunta Tachimetrica Ricampinamento nell'angolo

(equispaziata t) (equispaziata t)

(equispaziato nell’angolo)

\4

Trasformata di Fourier

v

Spettro in Frequenza
(risoluzione in frequenza dipende da
numero di campioni acquisiti)
(range di frequenza dipende fa
frequenza di acquisizione)

\4

Trasformata di Fourier

\4

Spettro in Ordine
(risoluzione in ordine dipende da
numero di giri acquisiti)

(range di ordini dipende fa
numero di campioni in un giro)
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Segnale nel tempo..
run up di un macchinario

Segnale in frequenza..
(STFT)

al variare di RPM varia
Il contenuto spettrale

Segnale in

frequenza..

diversi contributi in frequenza... spettro rumoroso

" Bats Spectal Duoroy - Tewporwry Dete Mrbeunt!

. ‘-‘;‘ '|
1 ' Pestonc1s
W W

1R
| .]

= e

] Yewporwy Dutn Rrbant § 135005]
q9p C

) B
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Squilibrio residuo

. Frequenze di risonanza
IN run-up

del sistema

: o o = . 0 1 2 3 4 5 6 71 & 9 1
_ [Order]
Frequenza-Tempo Ordine-Tempo
La frequenza del fenomeno dominante L'ordine 1x squilibrio resta dominante
varia durante la rampa durante la rampa
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Tachimetrica a Tachimetrica a

. . Profilo di velocita
bassa velocita alta velocita

T sy A Tubed ——— = | 1] Raselrdumtip o (Vabef ToTe | C e e St =y - |
9> 0 Tl AN M IR n Q> 0 5 id 4[] W T4 . ‘qpu | aAd N iy w T g d
A [ \ i ' e’ 1 .
[N - AR REY I w 11 Ordini
[ | | ‘ |; \ [ l \ | “ | ‘ ! “ ‘ 4 i [ .//
= | ‘l ‘ l "; | l.‘ 5 ‘ | H } ‘ ’ ’[ ‘ ‘ : v
| 4

?“

H| -
Il | ‘ }’

[\ [' 'l I'\ l‘ .1 l| I| lmw “ !

P (PO 'i'HH

1% 4 . \ | \» \
lf p 1) ] | ‘
| ( 1] \]

\

0

- - vl
Rl ' 4 | O .

Nello spettrogramma
sl vede cambiare

frequenza e ampiezza g
dell’ordine %
in funzione della velocita )

VOMIONY 0w level
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Lo schema generale di un acquisizione dati per I'analisi
agli ordini € un po’ piu articolato di una semplice misura di vibrazioni

r

A | " Sampling N |
‘iray ) At al ﬂ Conetants - 1 Nlrev

Precision ., 2nd Order [ L

.. or . Serod Curve —b— ﬁ:t’;npfl;l’:e
— ‘| Datector — ' Fitter Rt
LU i1 e
Tachometer Probe f n nrev
ey phasor) ‘
(key p | h\u,,
<a\: - r\ "' C \” Shat . . _ Output Sample Command
Shaft ) ll Encoder High Samp'a Rate (machine-tracking vanab'e frequancy)
N {fixac fraquency) I
Analog . Digital Digital
Time-HIStorY | civec Bandwidth \ || Analog-to-Digital ™, Time: '"'m”. Low-Pess\ Digital [ Anie-Histery
r Converter  ~ Reconstruction Filter

_l Anhi-Aliasing =ilta /
Vioration FFT
Transducer ‘ \

—J

g al Qroer-Normalized
pac (g ital
Spectrum

Spac

Come esiste la risoluzione in frequenza.. esiste la risoluzione in ordine.
Come si aumenta la risoluzione in ordine”?
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