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Elementi di Teoria dei Sistemi
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Definizione di sistema dinamico
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Sistema dinamico a tempo continuo

Ingresso Uscita
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Cosa significa “Dinamico”?

?

e` univocamente determinata?

Se la risposta e` no Sistema dinamico
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Sistema dinamico a tempo discreto

Ingresso Uscita
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Cosa significa “Dinamico”?

?

è univocamente determinata?

Se la risposta è no Sistema dinamico

La medesima definizione applicata ai sistemi dinamici a tempo 
continuo
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Esempio 1)

Non dinamico

Esempio 2)

Dinamico
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Esempio 3)

Dinamico
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Esempio 4)

Dinamico

M
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Esempio 5)

Esempio 6)

Dinamico

“Le spese nell’anno k
sono proporzionali al
reddito nell’anno k”

“Le scorte di magazzino
del prossimo mese sono
proporzionali alle scorte
attuali, alla quantità
prodotta e venduta nel
mese attuale”

Non dinamico
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y [k] = ↵u [k]
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u [k] , k = 0, 1, 2, . . . p
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y [k] , k = 0, 1, 2, . . . p
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y [0]
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Sistemi dinamici a tempo 
continuo

Analisi e proprietà 
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Variabili di stato
Variabili da conoscere in 

(vettore di stato)

per determinare

a partire da

(variabili di stato)

Ordine del sistema
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Attenzione!

• Non tutti i sistemi dinamici a tempo continuo ammettono una
rappresentazione in equazioni di stato!

• Quelli che la ammettono si dicono sistemi a dimensione
finita, oppure sistemi a parametri concentrati.

• Esistono casi in cui lo stato al tempo t è costituito da una
funzione di una o più variabili [non da un numero finito n di
scalari!]. In tal caso si parla di sistemi a dimensione infinita,
oppure a parametri distribuiti.
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Esempio di sistema a parametri distribuiti

• Diffusione del calore lungo un corpo omogeneo:
consideriamo una barra di materiale omogeneo, di lunghezza l,
posta inizialmente a temperatura costante T0 ed isolata come in
figura

• Supponiamo poi che all’istante iniziale l’estremo della barra sia
portato e mantenuto a temperatura costante T1 (≠ T0)
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• L ’ equazione a una dimensione che descrive l ’ evoluzione della
temperatura T(z, t) della barra, lungo la coordinata longitudinale della
barra z all’istante t è del tipo:

dove k è la diffusività, c è il calore specifico, r è la massa volumica, K è
la conduttività termica (equazione di Fourier o di trasmissione del
calore nel caso monodimensionale).

• Se si considera T(z,t) come un vettore di cui la variabile z è l’indice,
risulta evidente che lo spazio degli stati ha dimensione infinita
non numerabile: questa è una tipica caratteristica dei sistemi descritti
da equazioni differenziali alle derivate parziali.
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Sistemi dinamici a 
tempo continuo 

Eq. di stato 
Trasf. d’uscita 
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Usando la notazione vettoriale:

e per brevita` notazionale scriveremo spesso
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Alcune importanti definizioni:

- Sistema strettamente proprio
se non dipende da

- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se non dipendono da

- Sistema lineare
se sono funzioni lineari in

- Sistema monovariabile (SISO)
se (1 ingresso, 1 uscita)

- Sistema multivariabile (MIMO)
se e/o (piu` ingressi e/o piu`uscite)
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Sistemi dinamici a tempo continuo

stato 
ingresso 
uscita 
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Esempio 1)

Non dinamico

Non e` necessaria l’introduzione di variabili di 
stato
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Esempio 2) … dall’elettrotecnica

- SISO 
- Stazionario
- Str. proprio 
- Lineare 

- Primo ordine
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Esempio 2bis)

… dall’elettrotecnica

- SISO 
- Stazionario
- Non str. proprio 
- Lineare 

- Primo ordine
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Esempio 3)

… dalla fisica

- SISO 
- Stazionario
- Str. proprio 
- Lineare 

- Primo ordine
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Esempio 4)
… dalla fisica

Ponendo poi

e

- SISO 
- Stazionario
- Str. proprio 
- Lineare 

- Secondo ordine

M
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Esempio 5)
… dalla fisica

Ponendo poi

e

- SISO 
- Stazionario
- Str. proprio 
- Non lineare 

- Secondo ordine

Mg

L
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Rappresentazione di stato

stato 
ingresso 
uscita 



Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 27

Scelta delle variabili di stato

- Criteri?

- La scelta e` univoca?

- L’ordine e` fissato?
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Un criterio “ingegneristico”

Variabili di stato Grandezze associate ad accumuli 
di energie, massa, ecc….

- Elettrotecnica
Tensioni sui condensatori
Correnti negli induttori

- Meccanica
Posizione
Velocita`

- Termodinamica
Temperatura
Entalpia
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Un criterio “matematico”
Supponiamo di aver ricavato dalla fisica o dall’elettrotecnica, o … un’eq. Differenziale di ordine

Ponendo

e
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Esempio

Si abbia l’eq. differenziale di ordine 3

Ponendo

e



Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 31

Rappresentazioni di stato equivalenti
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Movimento dello stato e dell’uscita

Movimento dello stato

Movimento dell’uscita
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Calcolo del Movimento

Due passi:

a) Integrazione eq. di stato

b) Sostituzione di

nella trasformazione d’uscita
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Osservazione importante:

Per sistemi stazionari e` lecito assumere senza ledere la generalita`
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Esempio
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a) Integrazione eq. di stato:

b) Sostituzione di nella trasformazione d’uscita:
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… con le trasf. di Laplace:
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Equilibrio (sistemi stazionari)

- Stato di equilibrio

movimento costante di con

- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di

- Uscita di equilibrio

movimento costante di con
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Calcolo dell’equilibrio

- Risolvere l’equazione algebrica

nella trasformazione d’uscita- Sostituire
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Esempio 1)
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Esempio 2)
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Esempio 3) Ponendo

e

Mg

L
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Sistemi dinamici a 
tempo continuo 

Sistemi dinamici 
- lineari  
- stazionari



Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 44

Sistemi lineari stazionari SISO

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo
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Sistemi lineari stazionari SISO
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)



Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 47

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

Guadagno statico
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)
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Movimento (caso scalare - )
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Cenno di dimostrazione:
Si segue la procedura seguente: si verifica che l’espressione soddisfa l’equazione differenziale. In 
caso affermativo, il teo. di esist. ed unicita`ci permette di concludere la dimostrazione.

OK!

Ricordiamo:

Quindi:

OK!
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… con le trasf. di Laplace:

usando la proprieta`

e la trasformata notevole
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Movimento (caso generale - )

dove si definisce l’esponenziale di matrice
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Formule di Lagrange

Movimento libero: dipende da          
linearmente

Movimento forzato: dipende da          
linearmente
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Formule di Lagrange

Movimento libero: dipende da          
linearmente

Movimento forzato: dipende da          
linearmente
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Principio di sovrapp. degli effetti

Nota: la proprieta` vale anche per sistemi non stazionari purche` lineari
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Sistemi lineari stazionari MIMO

Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti
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Rappresentazioni di stato equivalenti

Notazione:
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Esercizio a casa

Dati:

Mostrare che:

- se il guadagno statico non cambia

- se il movimento non cambia
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Linearizzazione

Idea di base:

Pendenza retta tangente =

Pendenza retta tangente =
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Definiamo gli scostamenti rispetto all’equilibrio:
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dove evidentemente:
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Vediamo la trasformazione d’uscita:
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dove:
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Sistema linearizzato:
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Esempio Ponendo

e

Mg

L
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Quindi:
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Poi (tutte queste quantita` non dipendono dallo stato di eq.):
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Sistemi dinamici a tempo 
discreto

Analisi e proprietà 
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<latexit sha1_base64="+/shs8mWk76nEuTskKNwk4Vj37k="></latexit>

x [k] =

2

64
x1 [k]

...
xn [k]

3

75 2 Rn

Variabili di stato

Variabili da conoscere in

(vettore di stato)

per determinare

a partire da

(variabili di stato)

Ordine del sistema

<latexit sha1_base64="mtCo8f2dkYN+y8tGG8Zuf6nBG3E=">AAACFnicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLoAiCGnZFVPAS9OJRwaiQWcLspDcZdvbBTK+wLPkKPfgrXjwo4lW8+TdOEg++CoYuqrrp6QoyJQ267oczNj4xOTVdmanOzs0vLNaWli9NmmsBTZGqVF8H3ICSCTRRooLrTAOPAwVXQXQy8K9uQBuZJhdYZODHvJvIUAqOVmrXdpiCEFlZDGsrYlp2e+jTUWX9bcqOaERZF2jUdtu1dbfuDkH/Eu+LrDfW2NbdR6M4a9feWScVeQwJCsWNaXluhn7JNUqhoF9luYGMi4h3oWVpwmMwfjk8q083rNKhYartS5AO1e8TJY+NKeLAdsYce+a3NxD/81o5hod+KZMsR0jEaFGYK4opHWREO1KDQFVYwoWW9q9U9LjmAm2SVRuC9/vkv+Ryt+7t1/fObRrHZIQKWSVrZJN45IA0yCk5I00iyC15IE/k2bl3Hp0X53XUOuZ8zayQH3DePgFH7aG/</latexit>

{y [k]} , k � k0
<latexit sha1_base64="FuP7jHo77wi2+Yp5X5150jjrUvs=">AAACFnicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLEBEENeyKqOAl6MWjgolCZgmzk95k2NkHM71CWPIVevBXvHhQxKt482+cJB58FQxdVHXT0xVkShp03Q9nYnJqema2NFeeX1hcWq6srDZNmmsBDZGqVF8H3ICSCTRQooLrTAOPAwVXQXQ69K9uQBuZJpfYz8CPeTeRoRQcrdSu7DIFIbIiH9VWxLTs9tCn48oGO5Qd04iyLtCo7bYrG27NHYH+Jd4X2ahX2fbdR71/3q68s04q8hgSFIob0/LcDP2Ca5RCwaDMcgMZFxHvQsvShMdg/GJ01oBuWqVDw1TblyAdqd8nCh4b048D2xlz7Jnf3lD8z2vlGB75hUyyHCER40VhriimdJgR7UgNAlXfEi60tH+losc1F2iTLNsQvN8n/yXNvZp3UNu/sGmckDFKZJ1UyRbxyCGpkzNyThpEkFvyQJ7Is3PvPDovzuu4dcL5mlkjP+C8fQJBSaG7</latexit>

{u [k]} , k � k0

<latexit sha1_base64="EDOPRxXKOgAG5G/r6HMDI4TQafI=">AAACGXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3oUUQLGWmiAoiFN24rGAf0BlKJs20oZkHyR2xDP0LceOvuHGhiEtd9W/MtF1o64GEwzn3kNzjRoIrMM2xkVlaXlldy67nNja3tnfyu3sNFcaSsjoNRShbLlFM8IDVgYNgrUgy4ruCNd3Bdeo375lUPAzuYBgxxye9gHucEtBSJ28+dBI+sgXzoD2wJe/1wSlh+wLzS6tkl3AlvWzRDUHhlOpI0SybE+BFYs1IsVqwjx/H1WGtk/+yuyGNfRYAFUSptmVG4CREAqeCjXJ2rFhE6ID0WFvTgPhMOclksxE+1EoXe6HUJwA8UX8nEuIrNfRdPekT6Kt5LxX/89oxeOdOwoMoBhbQ6UNeLDCEOK0Jd7lkFMRQE0Il13/FtE8koaDLzOkSrPmVF0mjUrZOyye3uo0rNEUWHaACOkIWOkNVdINqqI4oekIv6A29G8/Gq/FhfE5HM8Yss4/+wPj+AZQ0oRM=</latexit>

xi [k] , i = 1, 2, . . . , n
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Sistemi dinamici a 
tempo discreto 

Equazioni di stato 

Trasformazione d’uscita 

Analogamente al caso dei 
sistemi dinamici a tempo 
continuo

<latexit sha1_base64="pnDNUaK5tEcLw/saXqF5xN4dcLE="></latexit>(
xi [k + 1] = fi [x[k], u[k], k] , i = 1, . . . , n

y[k] = g [x[k], u[k], k]
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Usando la notazione vettoriale:

e per brevità di notazione  scriveremo a volte

<latexit sha1_base64="qZNvwq0EC/x2Lgyq1vwOJUTBu40="></latexit>

f [x [k] , u [k] , k] :=

2

664

f1 [x [k] , u [k] , k]

...

fn [x [k] , u [k] , k]

3

775

<latexit sha1_base64="exKOHnZN4omlCyJ2vCkI9NTa+Mw="></latexit>(
x [k + 1] = f [x[k], u[k], k]

y[k] = g [x[k], u[k], k]

<latexit sha1_base64="NJntb6NniwHGhdw2ore0f6DUuTU="></latexit>(
xk+1 = f [xk, uk, k]

yk = g [xk, uk, k]
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Definizioni:

- Sistema strettamente proprio
se non dipende da

- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se non dipendono da

- Sistema lineare
se sono funzioni lineari in

- Sistema monovariabile (SISO)
se (1 ingresso, 1 uscita)

- Sistema multivariabile (MIMO)
se e/o (più ingressi e/o più uscite)

Analogamente al caso dei 
sistemi dinamici a tempo 
continuo

<latexit sha1_base64="L9qF41SqScCV3z7DjiLL9iJGXpk=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CS2CIJRdEfVY9OKxgv2A7VKyabYNTbJLkhXK0r/gRUERr/4hb/03ZtsetPXBwOO9GWbmhQln2rju1CmsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TRWiTxDxWnRBrypmkTcMMp51EUSxCTtvh6C73209UaRbLRzNOaCDwQLKIEWxyKfVHQa9cdWvuDGiVeAtSrVe656/T+rjRK393+zFJBZWGcKy177mJCTKsDCOcTkrdVNMEkxEeUN9SiQXVQTa7dYJOrdJHUaxsSYNm6u+JDAutxyK0nQKboV72cvE/z09NdBNkTCapoZLMF0UpRyZG+eOozxQlho8twUQxeysiQ6wwMTaekg3BW355lbQuat5V7fLBpnELcxThBCpwBh5cQx3uoQFNIDCEZ3iDd0c4L86H8zlvLTiLmWP4A+frBymvkU4=</latexit>

u[k]

<latexit sha1_base64="XFUvRnlDXuQ+XXnXNnDwjEJyc0I=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBosgWEoioi6LblxWsA9IQplMJ+3QySTMTMQQ+hfixoUibv0Zd/0bp4+Fth643MM59zJ3TpBwprRtj63Cyura+kZxs7S1vbO7V94/aKk4lYQ2Scxj2QmwopwJ2tRMc9pJJMVRwGk7GN5O/PYjlYrF4kFnCfUj3BcsZARrI3lP7tCvelWUmt4tV+yaPQVaJs6cVOrH3tnzuJ41uuVvrxeTNKJCE46Vch070X6OpWaE01HJSxVNMBniPnUNFTiiys+nN4/QiVF6KIylKaHRVP29keNIqSwKzGSE9UAtehPxP89NdXjt50wkqaaCzB4KU450jCYBoB6TlGieGYKJZOZWRAZYYqJNTCUTgrP45WXSOq85l7WLe5PGDcxQhCM4hlNw4ArqcAcNaAKBBF7gDd6t1Hq1PqzP2WjBmu8cwh9YXz8V15QN</latexit>

x[k], u[k]
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Sistemi dinamici a tempo discreto

stato 
ingresso 
uscita 

<latexit sha1_base64="exKOHnZN4omlCyJ2vCkI9NTa+Mw="></latexit>(
x [k + 1] = f [x[k], u[k], k]

y[k] = g [x[k], u[k], k]

<latexit sha1_base64="L9qF41SqScCV3z7DjiLL9iJGXpk=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CS2CIJRdEfVY9OKxgv2A7VKyabYNTbJLkhXK0r/gRUERr/4hb/03ZtsetPXBwOO9GWbmhQln2rju1CmsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TRWiTxDxWnRBrypmkTcMMp51EUSxCTtvh6C73209UaRbLRzNOaCDwQLKIEWxyKfVHQa9cdWvuDGiVeAtSrVe656/T+rjRK393+zFJBZWGcKy177mJCTKsDCOcTkrdVNMEkxEeUN9SiQXVQTa7dYJOrdJHUaxsSYNm6u+JDAutxyK0nQKboV72cvE/z09NdBNkTCapoZLMF0UpRyZG+eOozxQlho8twUQxeysiQ6wwMTaekg3BW355lbQuat5V7fLBpnELcxThBCpwBh5cQx3uoQFNIDCEZ3iDd0c4L86H8zlvLTiLmWP4A+frBymvkU4=</latexit>

u[k]
<latexit sha1_base64="I2HeA1DhuzrIbkRdGXj0xO8XWvc=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CS2CIJRdEfVY9OKxgv2AdinZNNuGJtklyQrL0r/gRUERr/4hb/03ZtsetPXBwOO9GWbmBTFn2rju1CmsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo4SRWiTRDxSnQBrypmkTcMMp51YUSwCTtvB+C73209UaRbJR5PG1Bd4KFnICDa5lHbHfr9cdWvuDGiVeAtSrVd656/Tetrol797g4gkgkpDONa667mx8TOsDCOcTkq9RNMYkzEe0q6lEguq/Wx26wSdWmWAwkjZkgbN1N8TGRZapyKwnQKbkV72cvE/r5uY8MbPmIwTQyWZLwoTjkyE8sfRgClKDE8twUQxeysiI6wwMTaekg3BW355lbQuat5V7fLBpnELcxThBCpwBh5cQx3uoQFNIDCCZ3iDd0c4L86H8zlvLTiLmWP4A+frBy/LkVI=</latexit>

y[k]

<latexit sha1_base64="+XLK+jrJqAd6hLV0pDeDcXEAdzQ=">AAAB/nicbVDLSgMxFL3js9ZXVVy5CS2CIJQZEXVZdOOyin1AZyyZNNOGZjJDkhHLUPAj/AE3LhRx63e469+YabvQ1gOBwzn3ck+OH3OmtG2PrIXFpeWV1dxafn1jc2u7sLNbV1EiCa2RiEey6WNFORO0ppnmtBlLikOf04bfv8r8xgOVikXiTg9i6oW4K1jACNZGahf2H1t9D7lMIDfEuuf76e3w3uglu2yPgeaJMyWlStE9fh5VBtV24dvtRCQJqdCEY6Vajh1rL8VSM8LpMO8misaY9HGXtgwVOKTKS8fxh+jQKB0URNI8odFY/b2R4lCpQeibySyjmvUy8T+vlejgwkuZiBNNBZkcChKOdISyLlCHSUo0HxiCiWQmKyI9LDHRprG8KcGZ/fI8qZ+UnbPy6Y1p4xImyMEBFOEIHDiHClxDFWpAIIUXeIN368l6tT6sz8nogjXd2YM/sL5+APvXmH8=</latexit>

x[k] 2 Rn

<latexit sha1_base64="XxDvAZRwcWWZfuXYrpgGakoYJPk=">AAAB/nicbVDLSgMxFM3UV62vUXHlJrQIglBmRNRl0Y3LKvYBnbFk0kwbmmSGJCMMQ8GP8AfcuFDErd/hrn9jpu1CWw8EDufcyz05Qcyo0o4ztgpLyyura8X10sbm1vaOvbvXVFEiMWngiEWyHSBFGBWkoalmpB1LgnjASCsYXud+65FIRSNxr9OY+Bz1BQ0pRtpIXfsg6Qx96FEBPY70IAiyu9ED79oVp+pMABeJOyOVWtk7eR7X0nrX/vZ6EU44ERozpFTHdWLtZ0hqihkZlbxEkRjhIeqTjqECcaL8bBJ/BI+M0oNhJM0TGk7U3xsZ4kqlPDCTeUY17+Xif14n0eGln1ERJ5oIPD0UJgzqCOZdwB6VBGuWGoKwpCYrxAMkEdamsZIpwZ3/8iJpnlbd8+rZrWnjCkxRBIegDI6BCy5ADdyAOmgADDLwAt7Au/VkvVof1ud0tGDNdvbBH1hfP/WLmHs=</latexit>

u[k] 2 Rm

<latexit sha1_base64="AnWbJjko9U0HG4P9rwYLAwpXZM4=">AAAB/nicbVDLSgMxFL1TX7W+quLKTWgRBKHMiKjLohuXVewDOmPJpJk2NJMZkowwDAU/wh9w40IRt36Hu/6N6WOhrQcCh3Pu5Z4cP+ZMadseWbml5ZXVtfx6YWNza3unuLvXUFEiCa2TiEey5WNFORO0rpnmtBVLikOf06Y/uB77zUcqFYvEvU5j6oW4J1jACNZG6hQP0vbAQy4TyA2x7vt+djd8iDvFsl2xJ0CLxJmRcrXknjyPqmmtU/x2uxFJQio04ViptmPH2suw1IxwOiy4iaIxJgPco21DBQ6p8rJJ/CE6MkoXBZE0T2g0UX9vZDhUKg19MznOqOa9sfif1050cOllTMSJpoJMDwUJRzpC4y5Ql0lKNE8NwUQykxWRPpaYaNNYwZTgzH95kTROK8555ezWtHEFU+ThEEpwDA5cQBVuoAZ1IJDBC7zBu/VkvVof1ud0NGfNdvbhD6yvHwCGmII=</latexit>

y[k] 2 Rp
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Esempio 5)

Non è necessaria l’introduzione 
di variabili di stato

“Le spese nell’anno k
sono proporzionali al
reddito nell’anno k”

Non dinamico

<latexit sha1_base64="YSwJx+ho9o2hjebDbNDR7z8z0AY=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzdAiCEJJRNSNUHTjsoJ9QBPKZDJph05mwsxECKFu/AU/wY0LRdz6F+76N04fC209cOFwzr3ce0+QMKq044yswtLyyupacb20sbm1vWPv7jWVSCUmDSyYkO0AKcIoJw1NNSPtRBIUB4y0gsHN2G89EKmo4Pc6S4gfox6nEcVIG6lrH2SdgQ+voIdY0kfQw6HQMDVa1644VWcCuEjcGanUyt7J86iW1bv2txcKnMaEa8yQUh3XSbSfI6kpZmRY8lJFEoQHqEc6hnIUE+Xnkw+G8MgoIYyENMU1nKi/J3IUK5XFgemMke6reW8s/ud1Uh1d+jnlSaoJx9NFUcqgFnAcBwypJFizzBCEJTW3QtxHEmFtQiuZENz5lxdJ87TqnlfP7kwa12CKIjgEZXAMXHABauAW1EEDYPAIXsAbeLeerFfrw/qcthas2cw++APr6wce25kI</latexit>

y[k] = ↵ · u[k]
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Esempio 6)

- MIMO 
- Stazionario
- Str. proprio 
- Lineare 

- Primo ordine

“Le scorte di magazzino
del prossimo mese sono
proporzionali alle scorte
attuali, alla quantità
prodotta e venduta nel
mese attuale”

<latexit sha1_base64="zIAmLYY63usgkwP5dTn7X2Lrjt8=">AAACAXicbVDLSgMxFL1TX7W+Rt0IbkKLIBTLjIi6EYpuXFawD5gOJZOmbWjmYZIpDEPd+At+ghsXirj1L9z1b0wfC209kMvhnHu5uceLOJPKskZGZml5ZXUtu57b2Nza3jF392oyjAWhVRLyUDQ8LClnAa0qpjhtRIJi3+O07vVvxn59QIVkYXCvkoi6Pu4GrMMIVlpqmQfS6RdtF10hTVxUfND1ZKBLyyxYJWsCtEjsGSmU883i86icVFrmd7MdktingSIcS+nYVqTcFAvFCKfDXDOWNMKkj7vU0TTAPpVuOrlgiI600kadUOgXKDRRf0+k2Jcy8T3d6WPVk/PeWPzPc2LVuXRTFkSxogGZLurEHKkQjeNAbSYoUTzRBBPB9F8R6WGBidKh5XQI9vzJi6R2WrLPS2d3Oo1rmCILh5CHY7DhAspwCxWoAoFHeIE3eDeejFfjw/ictmaM2cw+/IHx9QMMT5hZ</latexit>

s[k + 1] = s[k] + q[k]� v[k]
<latexit sha1_base64="2dVIxTT2xjY7jE5W3hb+wwc3CVc="></latexit>8
>>>><

>>>>:

x[k] = s[k]

u1[k] = q[k]

u2[k] = v[k]

y[k] = x[k]

<latexit sha1_base64="QY/QNCG7tpNtv5LregdrF6UiyLU="></latexit>(
x[k + 1] = x[k] + u1[k]� u2[k] = f (x[k], u[k])

y[k] = x[k] = g (x[k])
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Rappresentazione di stato

stato 
ingresso 
uscita 

<latexit sha1_base64="exKOHnZN4omlCyJ2vCkI9NTa+Mw="></latexit>(
x [k + 1] = f [x[k], u[k], k]

y[k] = g [x[k], u[k], k]

<latexit sha1_base64="L9qF41SqScCV3z7DjiLL9iJGXpk=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CS2CIJRdEfVY9OKxgv2A7VKyabYNTbJLkhXK0r/gRUERr/4hb/03ZtsetPXBwOO9GWbmhQln2rju1CmsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TRWiTxDxWnRBrypmkTcMMp51EUSxCTtvh6C73209UaRbLRzNOaCDwQLKIEWxyKfVHQa9cdWvuDGiVeAtSrVe656/T+rjRK393+zFJBZWGcKy177mJCTKsDCOcTkrdVNMEkxEeUN9SiQXVQTa7dYJOrdJHUaxsSYNm6u+JDAutxyK0nQKboV72cvE/z09NdBNkTCapoZLMF0UpRyZG+eOozxQlho8twUQxeysiQ6wwMTaekg3BW355lbQuat5V7fLBpnELcxThBCpwBh5cQx3uoQFNIDCEZ3iDd0c4L86H8zlvLTiLmWP4A+frBymvkU4=</latexit>

u[k]
<latexit sha1_base64="I2HeA1DhuzrIbkRdGXj0xO8XWvc=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CS2CIJRdEfVY9OKxgv2AdinZNNuGJtklyQrL0r/gRUERr/4hb/03ZtsetPXBwOO9GWbmBTFn2rju1CmsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo4SRWiTRDxSnQBrypmkTcMMp51YUSwCTtvB+C73209UaRbJR5PG1Bd4KFnICDa5lHbHfr9cdWvuDGiVeAtSrVd656/Tetrol797g4gkgkpDONa667mx8TOsDCOcTkq9RNMYkzEe0q6lEguq/Wx26wSdWmWAwkjZkgbN1N8TGRZapyKwnQKbkV72cvE/r5uY8MbPmIwTQyWZLwoTjkyE8sfRgClKDE8twUQxeysiI6wwMTaekg3BW355lbQuat5V7fLBpnELcxThBCpwBh5cQx3uoQFNIDCCZ3iDd0c4L86H8zlvLTiLmWP4A+frBy/LkVI=</latexit>

y[k]

<latexit sha1_base64="+XLK+jrJqAd6hLV0pDeDcXEAdzQ=">AAAB/nicbVDLSgMxFL3js9ZXVVy5CS2CIJQZEXVZdOOyin1AZyyZNNOGZjJDkhHLUPAj/AE3LhRx63e469+YabvQ1gOBwzn3ck+OH3OmtG2PrIXFpeWV1dxafn1jc2u7sLNbV1EiCa2RiEey6WNFORO0ppnmtBlLikOf04bfv8r8xgOVikXiTg9i6oW4K1jACNZGahf2H1t9D7lMIDfEuuf76e3w3uglu2yPgeaJMyWlStE9fh5VBtV24dvtRCQJqdCEY6Vajh1rL8VSM8LpMO8misaY9HGXtgwVOKTKS8fxh+jQKB0URNI8odFY/b2R4lCpQeibySyjmvUy8T+vlejgwkuZiBNNBZkcChKOdISyLlCHSUo0HxiCiWQmKyI9LDHRprG8KcGZ/fI8qZ+UnbPy6Y1p4xImyMEBFOEIHDiHClxDFWpAIIUXeIN368l6tT6sz8nogjXd2YM/sL5+APvXmH8=</latexit>

x[k] 2 Rn

<latexit sha1_base64="XxDvAZRwcWWZfuXYrpgGakoYJPk=">AAAB/nicbVDLSgMxFM3UV62vUXHlJrQIglBmRNRl0Y3LKvYBnbFk0kwbmmSGJCMMQ8GP8AfcuFDErd/hrn9jpu1CWw8EDufcyz05Qcyo0o4ztgpLyyura8X10sbm1vaOvbvXVFEiMWngiEWyHSBFGBWkoalmpB1LgnjASCsYXud+65FIRSNxr9OY+Bz1BQ0pRtpIXfsg6Qx96FEBPY70IAiyu9ED79oVp+pMABeJOyOVWtk7eR7X0nrX/vZ6EU44ERozpFTHdWLtZ0hqihkZlbxEkRjhIeqTjqECcaL8bBJ/BI+M0oNhJM0TGk7U3xsZ4kqlPDCTeUY17+Xif14n0eGln1ERJ5oIPD0UJgzqCOZdwB6VBGuWGoKwpCYrxAMkEdamsZIpwZ3/8iJpnlbd8+rZrWnjCkxRBIegDI6BCy5ADdyAOmgADDLwAt7Au/VkvVof1ud0tGDNdvbBH1hfP/WLmHs=</latexit>

u[k] 2 Rm

<latexit sha1_base64="AnWbJjko9U0HG4P9rwYLAwpXZM4=">AAAB/nicbVDLSgMxFL1TX7W+quLKTWgRBKHMiKjLohuXVewDOmPJpJk2NJMZkowwDAU/wh9w40IRt36Hu/6N6WOhrQcCh3Pu5Z4cP+ZMadseWbml5ZXVtfx6YWNza3unuLvXUFEiCa2TiEey5WNFORO0rpnmtBVLikOf06Y/uB77zUcqFYvEvU5j6oW4J1jACNZG6hQP0vbAQy4TyA2x7vt+djd8iDvFsl2xJ0CLxJmRcrXknjyPqmmtU/x2uxFJQio04ViptmPH2suw1IxwOiy4iaIxJgPco21DBQ6p8rJJ/CE6MkoXBZE0T2g0UX9vZDhUKg19MznOqOa9sfif1050cOllTMSJpoJMDwUJRzpC4y5Ql0lKNE8NwUQykxWRPpaYaNNYwZTgzH95kTROK8555ezWtHEFU+ThEEpwDA5cQBVuoAZ1IJDBC7zBu/VkvVof1ud0NGfNdvbhD6yvHwCGmII=</latexit>

y[k] 2 Rp
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Scelta delle variabili di stato

- Criteri?

- La scelta è univoca?

- L’ordine è fissato?

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di 
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo
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Un criterio “ingegneristico”

Variabili di stato Grandezze associate 
ad accumuli di …

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di 
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo



Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 79

Un criterio “matematico”
Supponiamo di aver ricavato un’eq. alle differenze di ordine

Associamo ai valori passati della successione incognita 
le variabili di stato (n per la precisione) nel modo seguente

<latexit sha1_base64="/W3VkO+JF8hlP5t/9ZIaVtBhRD4="></latexit>

y[k] = f (u[k], y[k � 1], y[k � 2], . . . , y[k � n])

<latexit sha1_base64="k427i1SwC/vR444HroP8FlRscjo=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vqrhyM7QIglASEXVZdOOygn1AEspkOmmHTiZh5kYIoeBH+ANuXCji1u9w179x+lho64ELh3Pu5d57gkRwDbY9tgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gpeNUUdaksYhVJyCaCS5ZEzgI1kkUI1EgWDsY3k789iNTmsfyAbKE+RHpSx5ySsBI3fKRJ1gIXo4zd+hjT/H+ALxRt1y1a/YUeJk4c1KtV7yz53E9a3TL314vpmnEJFBBtHYdOwE/Jwo4FWxU8lLNEkKHpM9cQyWJmPbz6fkjfGKUHg5jZUoCnqq/J3ISaZ1FgemMCAz0ojcR//PcFMJrP+cySYFJOlsUpgJDjCdZ4B5XjILIDCFUcXMrpgOiCAWTWMmE4Cy+vExa5zXnsnZxb9K4QTMU0TGqoFPkoCtUR3eogZqIohy9oDf0bj1Zr9aH9TlrLVjzmUP0B9bXDy2+mJ4=</latexit>

{y[k]}

<latexit sha1_base64="ODb1sbZzeG4pFEYHF6XfklgWC0U="></latexit>8
>>>>>><

>>>>>>:

x1[k] = y[k � n]

x2[k] = y[k � n+ 1]

x3[k] = y[k � n+ 2]

· · ·
xn[k] = y[k � 1]
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Utilizzando le variabili di stato appena definite è possibile scrivere

<latexit sha1_base64="Y3zlH5Z5+yxkpZASJzcZ+PEXEvk="></latexit>8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

x1[k + 1] = x2[k]

x2[k + 1] = x3[k]

x3[k + 1] = x4[k]

· · ·
xn�1[k + 1] = xn[k]

xn[k + 1] = f (x1[k], x2[k], . . . , xn[k], u[k])

y[k] = f (x1[k], x2[k], . . . , xn[k], u[k])
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Esempio
Si abbia l’eq. alle differenze di ordine 3

Ponendo e

<latexit sha1_base64="qV+D2rpXuknmxjLuCnOal0B9byM="></latexit>

w[k]� 3w[k � 1] + 2w[k � 2]� w[k � 3] = 6u[k]

<latexit sha1_base64="47QmwXVWQ064wvfBQtVicNE/hzY="></latexit>8
><

>:

x1[k] := w[k � 3]

x2[k] := w[k � 2]

x3[k] := w[k � 1]

<latexit sha1_base64="aYmN9hFrxKjHqsABggXzB2zZFgY="></latexit>8
>>><

>>>:

x1[k + 1] = x2[k]

x2[k + 1] = x3[k]

x3[k + 1] = 3x3[k]� 2x2[k] + x1[k] + 6u[k]

y[k] = 3x3[k]� 2x2[k] + x1[k] + 6u[k]
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Proviamo a risolvere l’eq. alle differenze  a partire dall’istante k=0, 
con condizioni iniziali

e come segnale {u[k]} utilizziamo un gradino unitario 
(sempre applicato a partire dall’istante k=0).

La sequenza {w[k]} allora è

<latexit sha1_base64="rmyna3ba9Q4aJl9uPaVOAHaLxTc="></latexit>

w[�1] = w[�2] = w[�3] = 0

<latexit sha1_base64="YOhYH+WXgXQ/GaoeLsAVmcUo+Jw="></latexit>n
w[k]

o
=

n
6, 24, 66, 162, . . .

o
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Proviamo a risolvere in modo ricorsivo l’eq. alle differenze 
utilizzando le equazioni di stato con condizioni iniziali

Per come abbiamo definito le variabili di
stato, i valori all’istante k=0 di x1, x2 e
x3 coincidono con i valori w[-1], w[-2],
w[-3] della sequenza {w[k]}.

<latexit sha1_base64="D60G4ehMYdwXU3PKoJ0rdr/ZD/o="></latexit>

x[0] :=

2

64
x1[0]

x2[0]

x3[0]

3

75 =

2

4
0
0
0

3

5

<latexit sha1_base64="aYmN9hFrxKjHqsABggXzB2zZFgY="></latexit>8
>>><

>>>:

x1[k + 1] = x2[k]

x2[k + 1] = x3[k]

x3[k + 1] = 3x3[k]� 2x2[k] + x1[k] + 6u[k]

y[k] = 3x3[k]� 2x2[k] + x1[k] + 6u[k]

<latexit sha1_base64="PZx9kd+G7pylEmEFpQMgrZvtjWM="></latexit>

k = 0 =)

8
>>><

>>>:

x1[1] = x2[0] = 0

x2[1] = x3[0] = 0

x3[1] = 3x3[0]� 2x2[0] + x1[0] + 6u[0] = 6

y[0] = 3x3[0]� 2x2[0] + x1[0] + 6u[0] = 6
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k = 1 =)

8
>>><

>>>:

x1[2] = x2[1] = 0

x2[2] = x3[1] = 6

x3[2] = 3x3[1]� 2x2[1] + x1[1] + 6u[1] = 24

y[1] = 3x3[1]� 2x2[1] + x1[1] + 6u[1] = 24
<latexit sha1_base64="GrAe11eLK9PDxw+eQcAVMa64jXM="></latexit>

k = 2 =)

8
>>><

>>>:

x1[3] = x2[2] = 6

x2[3] = x3[2] = 24

x3[3] = 3x3[2]� 2x2[2] + x1[2] + 6u[2] = 66

y[2] = 3x3[2]� 2x2[2] + x1[2] + 6u[2] = 66

<latexit sha1_base64="VV9MZCt35PvETdV+fzapc8BRY9s="></latexit>

k = 3 =)

8
>>><

>>>:

x1[4] = x2[3] = 24

x2[4] = x3[3] = 66

x3[4] = 3x3[3]� 2x2[3] + x1[3] + 6u[3] = 162

y[3] = 3x3[3]� 2x2[3] + x1[3] + 6u[3] = 162

<latexit sha1_base64="UEsNTD2d5kMBhQ9MQZi6nbz7ts8="></latexit>

k = 4 =)

8
>>><

>>>:

x1[5] = x2[4] = 66

x2[5] = x3[4] = 162

x3[5] = 3x3[4]� 2x2[4] + x1[4] + 6u[4] = 414

y[4] = 3x3[4]� 2x2[4] + x1[4] + 6u[4] = 414
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Rappresentazioni di stato equivalenti

<latexit sha1_base64="w1zBkvvAAw0UgxcG8W3vEKWRTpw="></latexit>(
x[k + 1] = f

�
x[k], u[k], k

�

y[k] = g
�
x[k], u[k], k

�

<latexit sha1_base64="TnXRYjrQMyPEM/IpEYfw9fMCjwY="></latexit>

x̂[k + 1] = Tx[k + 1] = Tf
�
T�1x̂[k], u[k], k

�

<latexit sha1_base64="ZKRknDTa+gpa+Ckw/g9AwhhtYaA="></latexit>

x̂[k + 1] := f̂
�
x̂[k], u[k], k

�

<latexit sha1_base64="aCyhRzZD5koS/1Lq1QwC6ubTMkA="></latexit>

y[k] = g
�
T�1x̂[k], u[k], k

�
=: ĝ

�
x̂[k], u[k], k

�
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Movimento dello stato e dell’uscita

Movimento dello stato

Movimento dell’uscita

<latexit sha1_base64="w1zBkvvAAw0UgxcG8W3vEKWRTpw="></latexit>(
x[k + 1] = f

�
x[k], u[k], k

�

y[k] = g
�
x[k], u[k], k

�

<latexit sha1_base64="jrVilbEcfPUbQY+xbJhuSXaZ97k="></latexit>

u[k], k � k0
<latexit sha1_base64="jCTe1ZPCwHfYfLIQ7O+cnWbVBC4="></latexit>

x[k0]

<latexit sha1_base64="BradNlXM3n1EjbLkQu94mkcyOeQ="></latexit>

x[k], k � k0

<latexit sha1_base64="/q20qUHPftgNiccgI+Q8uZ9IQNM="></latexit>

y[k], k � k0
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Calcolo del Movimento

Due passi:

a) soluzione eq. di stato

b) Sostituzione di

nella trasformazione d’uscita

<latexit sha1_base64="BradNlXM3n1EjbLkQu94mkcyOeQ="></latexit>

x[k], k � k0

<latexit sha1_base64="/q20qUHPftgNiccgI+Q8uZ9IQNM="></latexit>

y[k], k � k0
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Osservazione importante:

Per sistemi stazionari è lecito assumere

senza ledere la generalità
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Esempio

supponendo che

Utilizzo la Z-Trasformata!

Vogliamo determinare il movimento dello stato per il sistema
<latexit sha1_base64="dHunzfYA8KKn84n/hll1EZDAGjM="></latexit>(

x[k + 1] = x[k] + u1[k]� u2[k]

y[k] = x[k]

<latexit sha1_base64="XZNUwNVL47p8O5mdmMIMs5QqaSw="></latexit>

x[0] = 10
<latexit sha1_base64="VWdhsYqfKUu0O4iTFV1VlW8+gas="></latexit>

u1[k] = 5 · 1[k]
<latexit sha1_base64="gT1TNbO/kAU8+loXc+2wAA82I48="></latexit>

u2[k] = 0.5k · 1[k]

<latexit sha1_base64="5opKUooGKIZR3bh/psJKNeqsl5Q="></latexit>

z
h
X(z)� x[0]

i
= X(z) + U1(z)� U2(z)
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Il movimento dell’uscita coincide con quello dello stato.

<latexit sha1_base64="+yaIz7ggiRdLFWVam8mddWOpRWY="></latexit>

x[k] =

"
8 + 5k + 2

✓
1

2

◆k
#
· 1[k]
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Equilibrio (sistemi stazionari)

- Stato di equilibrio

- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di

- Uscita di equilibrio

<latexit sha1_base64="PzK91qmdqlVTmfWpeIzkP7F+O2g="></latexit>(
x[k + 1] = f

�
x[k], u[k]

�

y[k] = g
�
x[k], u[k]

�
<latexit sha1_base64="c3z9omBIWC7kQqhTgw54HFjCzcY="></latexit>

u[k] = ū, k � 0

movimento costante di con
<latexit sha1_base64="mIJtjLy670LNEA90wbQKam4eNCo="></latexit>

u[k] = ū
<latexit sha1_base64="awxvDS24GnLZZ7Y+GKNE1EHVy70="></latexit>

x[k]

movimento costante di con
<latexit sha1_base64="K551q1eSfvDCLboRgfxR4+NqEmM="></latexit>

y[k]
<latexit sha1_base64="mIJtjLy670LNEA90wbQKam4eNCo="></latexit>

u[k] = ū
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Calcolo dell’equilibrio

- Risolvere l’equazione algebrica

nella trasformazione d’uscita- Sostituire
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Esempio 6) Consideriamo ancora il sistema lineare MIMO

Se succede che:

allora

In particolare

<latexit sha1_base64="dHunzfYA8KKn84n/hll1EZDAGjM="></latexit>(
x[k + 1] = x[k] + u1[k]� u2[k]

y[k] = x[k]

<latexit sha1_base64="+PMKZC4k1vR23at9zlg9GxSdEKU="></latexit>

x̄ = x[0]
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Esempio 7) Consideriamo il sistema SISO non lineare
<latexit sha1_base64="PDI+MMkpdcTJqZpbuRr2eMKbeSM="></latexit>8
>>><

>>>:

x1[k + 1] = x1[k] + ↵ (1� �x1[k])x1[k]+
��x1[k]x2[k] + u[k]

x2[k + 1] = x2[k]� �x2[k] + ⌘x1[k]x2[k]

y[k] = x2[k]
<latexit sha1_base64="TJPZ1GyjWDpZUC8efkNFaejWpVE="></latexit>

x̄(1) =

"
0

0

# <latexit sha1_base64="o05XmrwfKQBodxJ4MyNUMPa1cI4="></latexit>

x̄(2) =

2

4
1

�
0

3

5

<latexit sha1_base64="xbJSZEKFPreViIcYua+Y04gSnwg="></latexit>

x̄(3) =

2

664

�

⌘

↵

�

✓
1� � �

⌘

◆

3

775
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Sistemi dinamici a 
tempo discreto 

Sistemi dinamici 
- lineari  
- stazionari

Sistemi dinamici a tempo 
discreto che ammettono 
equazioni di stato 

Analogamente al caso dei 
sistemi dinamici a tempo 
continuo

<latexit sha1_base64="w1zBkvvAAw0UgxcG8W3vEKWRTpw="></latexit>(
x[k + 1] = f

�
x[k], u[k], k

�

y[k] = g
�
x[k], u[k], k

�
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Sistemi lineari stazionari SISO

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo

<latexit sha1_base64="PyGHmlABiX8uQvU+KTX0VMNGr7Y="></latexit>8
>>>><

>>>>:

x1[k + 1] = a1 1x1[k] + a1 2x2[k] + · · ·+ a1nxn[k] + b1u[k]

...

xn[k + 1] = an 1x1[k] + an 2x2[k] + · · ·+ annxn[k] + bnu[k]

y[k] = c1x1[k] + c2x2[k] + · · ·+ cnxn[k] + du[k]
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Sistemi lineari stazionari SISO

<latexit sha1_base64="xDjBk1BkAHtSBR0xBiotDGU3qrQ="></latexit>(
x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = Cx[k] +Du[k]



Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 98

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

<latexit sha1_base64="xDjBk1BkAHtSBR0xBiotDGU3qrQ="></latexit>(
x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = Cx[k] +Du[k]
<latexit sha1_base64="cgxCLWgyZsceSYX3RLSb7Uf5m40="></latexit>

u[k] = ū , k � 0
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

Guadagno statico
<latexit sha1_base64="wI2fMurowdypH8cJbo31xTob5JY="></latexit>

u[k] = ū
<latexit sha1_base64="xnxdpBOSCi65WSwZ0DIQelD+zNM="></latexit>

y[k] = ȳ = µū
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)
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Movimento (caso scalare - )

<latexit sha1_base64="PvxTNh1+pU8jGemlVLn5Sh4I7nM="></latexit>(
x[k + 1] = ax[k] + bu[k]

y[k] = cx[k] + du[k]
<latexit sha1_base64="WKubvPU8FFJcFLrxo5rRxhaG02g="></latexit>

u[k] , k � 0

<latexit sha1_base64="kedsM6VInLWaAoQ2F8R6r/PFy9Y="></latexit>

x[0] = x0

<latexit sha1_base64="uWfrGVJaaXLaUc5do1SiVuN6vJc="></latexit>

x[k] = akx[0] +
k�1X

i=0

ak�i�1b u[i]
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Cenno di dimostrazione:

Per semplice sostituzione, partendo da

Ricordiamo:

Quindi:

<latexit sha1_base64="BKWPjhLO9wAhCMIPs33hHQK2mFQ="></latexit>

x[0] = x0

<latexit sha1_base64="8E1VS3zntptvlDV8kvMh5C1h7ZE="></latexit>

x[k + 1] = ax[k] + bu[k]

<latexit sha1_base64="6vWH0qpC0vxFSROXLjtZwZbdTKA="></latexit>

x[1] = ax[0] + bu[0]
<latexit sha1_base64="Odh7qa/v5vrCL5nzz9Bv1mAY3iE="></latexit>

x[2] = ax[1] + bu[1] = a2x[0] + abu[0] + bu[1]
<latexit sha1_base64="tn6bDZSEBYyiOxuG98y8L4Tk9Eg="></latexit>

x[3] = · · · = a3x[0] + a2bu[0] + abu[1] + bu[2]

<latexit sha1_base64="uWfrGVJaaXLaUc5do1SiVuN6vJc="></latexit>

x[k] = akx[0] +
k�1X

i=0

ak�i�1b u[i]
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… con le Z-trasformate:

usando la proprietà

e la trasformata notevole

<latexit sha1_base64="sql4WRv2ktaKl+gYpF76cwLya/Y="></latexit>

Z
�
x[k + 1]

 
= Z

�
ax[k] + bu[k]

 
<latexit sha1_base64="N8VNTtdA7AgwowG9EeUNoLpd57U="></latexit>

zX(z)� zx[0] = aX(z) + bU(z)
<latexit sha1_base64="cHhr2hIUq6HtVuqS9/tAzHnbXyg="></latexit>

(z � a)X(z) = zx[0] + bU(z)
<latexit sha1_base64="xcCp21zZ2IordKpaVWDI/ifoclo="></latexit>

X(z) =
z

z � a
x[0] +

b

z � a
U(z)

<latexit sha1_base64="FzezagnuLbXE9X8fakxBmnEA3q4="></latexit>

Z
n
f [k] ⇤ g[k]

o
= F (z) ·G(z)

<latexit sha1_base64="GHqkCXTG7bNdyolqjFO1njwxKeI="></latexit>

Z
n
ak · 1[k]

o
=

z

z � a
<latexit sha1_base64="1Zi3gzIUB++95R9rjBz71cDperk="></latexit>

x[k] = Z�1
n
X(z)

o
= akx[0] +

k�1X

i=0

ak�i�1bu[i] , k � 0
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<latexit sha1_base64="eWL1jmMeJ4JtjpipqX7rRHK/uu8="></latexit>

x[k] = Akx0 +
k�1X

i=0

Ak�i�1 Bu[i]

Movimento (caso generale - )

Lo si confronti con l’analogo risultato per i sistemi 
dinamici lineari tempo-invarianti a tempo continuo

<latexit sha1_base64="2U+3zJAkJFDWZqxjfWR2UPlAhN4="></latexit>(
x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = Cx[k] +Du[k]

<latexit sha1_base64="ORy7QxeoatPuDMATWB4QcVZgRnk="></latexit>

x[0] = x0

u[k] , k � 0
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Movimento dello stato

Movimento libero: dipende da          
linearmente

<latexit sha1_base64="eWL1jmMeJ4JtjpipqX7rRHK/uu8="></latexit>

x[k] = Akx0 +
k�1X

i=0

Ak�i�1 Bu[i]

Movimento forzato: dipende 
da          linearmente

<latexit sha1_base64="2e5N+7RW5J2pDuDb7fvGUji9ox4="></latexit>

u[k]

<latexit sha1_base64="AWdxoHKox7MnREntWdrtHGP5hGk="></latexit>

xl[k]
<latexit sha1_base64="fA0AUctI4Ww8EQINxl1ZirmEQgI="></latexit>

xf [k]

<latexit sha1_base64="mN5FyYN9ujdUYuvWz0k9TpYDCUs="></latexit>

x[k] = xl[k] + xf [k]
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Movimento dell’uscita

Movimento libero: dipende da          
linearmente

<latexit sha1_base64="34qO5EYlhXjCmMvl56jG5AvdQvM="></latexit>

y[k] = CAkx0 + C
k�1X

i=0

Ak�i�1 Bu[i] +Du[k]

<latexit sha1_base64="pwDSZn+/t/TMKkHH/MKfVoRZVkc="></latexit>

y[k] = yl[k] + yf [k]

<latexit sha1_base64="G++LdOsMoK8w3k+yfwnY/7wkqSY="></latexit>

yl[k]
<latexit sha1_base64="tFxrBGlr73XM5S5S+rNwfiOQMtw="></latexit>

yf [k]

Movimento forzato: dipende 
da          linearmente

<latexit sha1_base64="2e5N+7RW5J2pDuDb7fvGUji9ox4="></latexit>

u[k]
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<latexit sha1_base64="JEdvWaasdRKaLR7PRTSzoipsa9Y="></latexit>

u[k] = ↵u0[k] + �u00[k] , k � 0

Principio di sovrapp. degli effetti

Nota: la proprietà vale anche per sistemi non stazionari purché lineari.

<latexit sha1_base64="2IT5P7TNtrXoE+FaI7yt992scfU="></latexit>

u0[k] , k � 0

<latexit sha1_base64="/LKcUCB1C3SAoT0HyuMqQYM5RtM="></latexit>

x0[k] , y0[k] , k � 0

<latexit sha1_base64="a05XlhNu0YJ/fAMCjotSdR3i8/k="></latexit>

x00[k] , y00[k] , k � 0<latexit sha1_base64="3/EwoXKwhPSinImDZQ4ilQQg1Nw="></latexit>
u00[k] , k � 0

<latexit sha1_base64="j6W5uxEDMGNw6k81Y0LIQqycolA="></latexit>

x[k] = ↵x0[k] + �x00[k]
<latexit sha1_base64="45ooRXpkvngnvdc5AfSkXZh7SkE="></latexit>

y[k] = ↵y0[k] + �y00[k]
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Sistemi lineari stazionari MIMO

Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti.

<latexit sha1_base64="2U+3zJAkJFDWZqxjfWR2UPlAhN4="></latexit>(
x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = Cx[k] +Du[k]
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<latexit sha1_base64="IzGwFuo93Dcq1oyUjRiuV/3oZL0="></latexit>8
<

:
x̂[k + 1] = T

⇣
Ax[k] +Bu[k]

⌘
= TAT�1x̂[k] + TBu[k]

y[k] = CT�1x̂[k] +Du[k]

Rappresentazioni di stato equivalenti

Notazione:

<latexit sha1_base64="2U+3zJAkJFDWZqxjfWR2UPlAhN4="></latexit>(
x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = Cx[k] +Du[k]

<latexit sha1_base64="2U+3zJAkJFDWZqxjfWR2UPlAhN4="></latexit>(
x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k]

y[k] = Cx[k] +Du[k]

<latexit sha1_base64="+C2bQSZdAJei3DpwfAONpU+Geo4="></latexit>(
x̂[k + 1] = Âx̂[k] + B̂u[k]

y[k] = Ĉx̂[k] + D̂u[k]
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Esercizio “per  casa”

Considerare due descrizioni in equazioni di stato equivalenti per un sistema 
dinamico lineare a tempo discreto

Mostrare che:

- se il guadagno statico non cambia

- se il movimento non cambia
<latexit sha1_base64="K551q1eSfvDCLboRgfxR4+NqEmM="></latexit>

y[k]
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Linearizzazione

Idea di base: vogliamo studiare il comportamento di un sistema
dinamico a tempo discreto, non lineare, nell’intorno di una condizione
d’equilibrio, descritta da

<latexit sha1_base64="PzK91qmdqlVTmfWpeIzkP7F+O2g="></latexit>(
x[k + 1] = f

�
x[k], u[k]

�

y[k] = g
�
x[k], u[k]

�

<latexit sha1_base64="HtotTjJq21J8Sl7CkYJNIn26yc0="></latexit>

u[k] = ū , k � 0
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Definiamo gli scostamenti rispetto all’equilibrio:
<latexit sha1_base64="SGsz4O9hLjJk3sMfnjLqoN6O8MI="></latexit>

�u[k] := u[k]� ū
<latexit sha1_base64="mmXTk0L1Gl/+IKAJp961fUr54jY="></latexit>

�x[k] := x[k]� x̄

<latexit sha1_base64="DelQ3j9+HI9FIamQNQkLQT93lDI="></latexit>

u[k] = �u[k] + ū
<latexit sha1_base64="J0aKAKmRUhrJ1XOEfg9FD/96Hx8="></latexit>

x[k] = �x[k] + x̄
<latexit sha1_base64="lIPWPlcHEHxJVa6eHxQzVGGZYCA="></latexit>

x[k + 1] = �x[k + 1] + x̄ = f
⇣
x̄+ �x[k] , ū+ �u[k]

⌘

<latexit sha1_base64="aSFRwscPJNE8iiaQczTD/LgOCz0="></latexit>

�x[k + 1] + x̄ ' f(x̄ , ū) + fx(x̄ , ū) · �x[k] + fu(x̄ , ū) · �u[k]

<latexit sha1_base64="V8XZYWquMq9MY4NL1Vqab4imfUA="></latexit>

�x[k + 1] ' fx(x̄ , ū) · �x[k] + fu(x̄ , ū) · �u[k]
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dove evidentemente:
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Vediamo la trasformazione d’uscita:

<latexit sha1_base64="Jymb0dHtosrGgheRjGBpJ+s2RlU="></latexit>

�y[k] := y[k]� ȳ
<latexit sha1_base64="Vhoj2z8IMkG10DJx89Zu0qMnVLQ="></latexit>

y[k] = �y[k] + ȳ

<latexit sha1_base64="rUbeg66u6jmjGADJYxXoLZpoXTA="></latexit>

y[k] = �y[k] + ȳ = g
⇣
x̄+ �x[k] , ū+ �u[k]

⌘

<latexit sha1_base64="oYEp57DOdie8VFyMLItiGe37Qjc="></latexit>

�y[k] + ȳ ' g(x̄ , ū) + gx(x̄ , ū) · �x[k] + gu(x̄ , ū) · �u[k]

<latexit sha1_base64="EhfdAkpFUT2iETleE/2h6mciY+M="></latexit>

�y[k] ' gx(x̄ , ū) · �x[k] + gu(x̄ , ū) · �u[k]
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dove:
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Sistema linearizzato:
<latexit sha1_base64="PzK91qmdqlVTmfWpeIzkP7F+O2g="></latexit>(

x[k + 1] = f
�
x[k], u[k]

�

y[k] = g
�
x[k], u[k]

�

<latexit sha1_base64="V8XZYWquMq9MY4NL1Vqab4imfUA="></latexit>

�x[k + 1] ' fx(x̄ , ū) · �x[k] + fu(x̄ , ū) · �u[k]

<latexit sha1_base64="EhfdAkpFUT2iETleE/2h6mciY+M="></latexit>

�y[k] ' gx(x̄ , ū) · �x[k] + gu(x̄ , ū) · �u[k]

<latexit sha1_base64="ifptSeG7qe1Z8ZIhviN7wfVUQDo="></latexit>(
�x[k + 1] = A �x[k] +B �u[k]

�y[k] = C �x[k] +D �u[k]

<latexit sha1_base64="igOg8Zs3xIWpaoGByQujzVal6dI="></latexit>

�x 2 Rn

�u 2 Rm

�y 2 Rp
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Esempio Consideriamo ancora il sistema SISO non lineare

Determiniamo le espressioni dei sistemi linearizzati in
corrispondenza dell’ingresso e degli stato d’equilibrio
considerati.

<latexit sha1_base64="PDI+MMkpdcTJqZpbuRr2eMKbeSM="></latexit>8
>>><

>>>:

x1[k + 1] = x1[k] + ↵ (1� �x1[k])x1[k]+
��x1[k]x2[k] + u[k]

x2[k + 1] = x2[k]� �x2[k] + ⌘x1[k]x2[k]

y[k] = x2[k]
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