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Elementi di Teoria dei Sistemi
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Definizione di sistema dinamico
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Parte 2, 3

Sistema dinamico a tempo continuo

Ingresso

Uscita
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Parte 2, 4

Cosa significa "Dinamico”?

, u(t) L y(t)

to t1 ¢ to t1 t

y(t) e univocamente determinata?

Se larispostae’ no =ss) Sistema dinamico
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Sistema dinamico a tempo discreto

ulk k
K S ylk]
w1 k] y1 k]

ulk]=| | eR™ ylkl = |
| umlk] Yp!K]
Ingresso Uscita
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Parte 2, 6

Cosa significa "Dinamico”?

Ju(tp)} y {y(te)}
? .
A ! . o, .
t:o 7;1 7;2 75:3 t:4 F :to 75:1 75:2 75:3 :754 F
{y(tk)} e univocamente determinata?
Se la risposta & no mmm)  Sistema dinamico

La medesima definizione applicata ai sistemi dinamici a tempo
continuo
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Parte 2, 7

Esempio 1)

R u(®)
o— AN —o0 y(t) = R - u(t)
\/ N i} i}
J (1) on dinamico
Esempio 2)
o u(t),t € [to, t1]

u(t) u(to) B f
y(t) —C>SR ° “
y(t),t € [to, t1]

Dinamico

O
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Parte 2, 8

Esempio 3)

e ‘ y(t)at S [t07t1]

Dinamico
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Parte 2,9

Esempio 4)

u(t),t € [to,t1]

y(to) > mm)  y(t),t € [to, t1]
y(to)

Dinamico
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Esempio 5)

“Le spese nell” anno Kk
sono proporzionali al
reddito nell’ anno k”

Esempio 6)

“Le scorte di magazzino
del prossimo mese sono
proporzionali alle scorte
attuali, alla quantita
prodotta e venduta nel
mese attuale”

Parte 2, 10

y k] = aulk

Non dinamico

Dinamico

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 11

Sistemi dinamici a tempo
continuo

Analisi e proprieta
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Parte 2, 12

Variabili di stato

Variabili da conoscere in tg per determinare y(t),t > tq

apartireda u(t),t > tg

/ Ordine del sistema
it £ = 1,250 @ (variabili di stato)

r(t) = 5 - H@ (vettore di stato)
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Parte 2, 13

Attenzionel

e Non tutti i sistemi dinamici a tempo continuo ammettono una
rappresentazione in equazioni di stato!

e Quelli che la ammettono si dicono sistemi a dimensione
finita, oppure sistemi a parametri concentrati.

e Esistono casi in cui lo stato al tempo ¢ € costituito da una
funzione di una o piu variabili [non da un numero finito n di
scalari!]. In tal caso si parla di sistemi a dimensione infinita,
oppure a parametri distribuiti.
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Parte 2, 14

Esempio di sistema a parametri distribuiti

 Diffusione del calore Ilungo un corpo omogeneo:
consideriamo una barra di materiale omogeneo, di lunghezza /
posta inizialmente a temperatura costante T, ed isolata come in

fi gura isolante perfetto

| :
0] [

e Supponiamo poi che all’ istante iniziale I’ estremo della barra sia
portato e mantenuto a temperatura costante T; (# T,)

T,t)=T, Vt>0

Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 15

e L’ equazione a wuna dimensione che descrive |’ evoluzione della
temperatura T(z, t) della barra, lungo la coordinata longitudinale della
barra zall istante ¢ e del tipo:

oT(z,t) k82T(z, t) L — K

ot - 0 22 ep
dove k e la diffusivita, c e il calore specifico, p € la massa volumica, K
la conduttivita termica (equazione di Fourier o di trasmissione del

calore nel caso monodimensionale).

e Se si considera T(z,t) come un vettore di cui la variabile z e I’ indice,
risulta evidente che lo spazio degli stati ha dimensione infinita
non numerabile: questa € una tipica caratteristica dei sistemi descritti
da equazioni differenziali alle derivate parziali.
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Parte 2, 16

Sistemi dinamici a

r’ tempo continuo

z;(t) = fi[x(t),u(t),t],i=1,...,n  Eq.distato
{ y(t) = glz(t),u(t),t] Trasf. d'uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 17

Usando la notazione vettoriale:
- f1lz(®),u(),t]

f[iB(t),U(t),t] L= :
| fnlz(t),ult), t]

L { (1) = flx(t), u(t),
y(t) = glz(t), u(t), 1]

e per brevita' notazionale scriveremo spesso

b { z = f(x,u,t)

y = g(z,u,t)
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Parte 2, 18

Alcune importanti definizioni:

- Sistema strettamente proprio
se g(-) nondipendeda w

- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se f(-),g(-) nondipendonoda t

- Sistema lineare

se f(-),g(-) sono funzionilineariin x, u
- Sistema monovariabile (SISO)

se m=p=1 (1ingresso, 1 uscita)

- Sistema multivariabile (MIMO)
se m#Z=1 e/fo p#x1 (piu ingressie/o piu’ uscite)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 19

Sistemi dinamici a tempo continuo

y(t) ‘

u(t) | S

teR

{ 2(t) = flz(t),u(t),t]
y(t) = glxz(t),u(t),t]

x(t) € R™ stato
u(t) € R™ ingresso
y(t) € RP uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 20

Esempio 1)

R u®)
o—ANNA—o0 y(t) = R - u(t)
~_

y (1) Non dinamico

Non e necessaria l'introduzione di variabili di
stato

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 21

Esempio 2) ... dall’elettrotecnica
u(t) 2 [ Cx = iq
° I (@ =2 Riz
11 — .
| U =11 T2
y@®) | @) = I | |
C’ x=Rir»=R(u—1iq1)
O L 11 = U— ix
R
b 1 1 1
- Primo ordine L i L L Ew)
- SISO
- Stazionario 1
- Str. proprio y a:(t) — _—RC’ L + —u = f(z,u)
- Lineare Yy =x = g(gj)
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Parte 2, 22

Esempio 2bis)

x(t)
R /é\ ... dall’elettrotecnica
o—/NW— |—o o
_)u(t) CCB —/
\/ y=x+ Ru
y(1)
- Primo ordine . o 1 B l I
- SISO < x(t) = Eu— f(:z:,u)
- Stazionario  y=z+ Ru= g(az,@
- Non str. proprio
- Lineare

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 23

Esempio 3)

i i 1 U(t) ... dalla fisica

(1) J ka(t) = y(t) {Aa'czu—ka:

y = kx

| _ r k 1
- Primo ordine x(t) — —ZCB + ZU — f(% U) J

{
- SISO
- Stazionario Ly = kz = g(z)

- Str. proprio
- Lineare

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 24

Esempio 4
p ) ... dalla fisica
y(t) Fo = ky
s =
Fo = hy

My=u—ky— hy

Ponendo poi

i Ty = qy LD
- Secondo ordine

- SISO
- Stazionario 1

- Str. proprio @1 =y =z = f1(z,u)
- Lineare . . k h .
{ Zo =4 = 27 T 77 %2 + = fo(z,u)

Ly =1 =g(x)
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Esempio 5)

Mg 1rgsine)

- Secondo ordine
- SISO
- Stazionario

- Str. proprio
- Non lineare

N\

Parte 2, 25

... dalla fisica

Cq = ho

JY = u — hd — MgLsin(¥)
J = ML?

Ponendo poi

z1 =0 e z:=|"1
o 1=} D

V4

1 =9 =z9 = f1(z,u)

i MglL h 1
Py = ) = ——3332'4‘3“: fo(z,u)

|y =1 = g(z)

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 26

Rappresentazione di stato

y(t) ‘

u(t) | S

teR

{ z = f(x,u,t)
y = g(z,u,t)

xr € R" stato
u € R™M INgresso
y € RP uscita
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Parte 2, 27

Scelta delle variabili di stato

- Criteri?

- La scelta e univoca?

- Uordine e fissato?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 28

Un criterio “ingegneristico”

L s randezze associate ad accumuli
Variabili di stato h G .
di energie, massa, ecc....

- Elettrotecnica
Tensioni sui condensatori
Correnti negli induttori

- Meccanica

Posizione
Velocita®

- Termodinamica

Temperatura
Entalpia

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 29

Un criterio "matematico”

Supponiamo di aver ricavato dalla fisica o dall’elettrotecnica, o ... un’eq. Differenziale di ordine 7T

d™y dn—ly dy
dt_nzsp dt”_l’””%’y’u
Ponendo
(:Blizy —Ccl_
<?2:=% e z:=|"2
mn:=f;—__1% | Tn | fj: _
\ n 1 = &9
T = 23
\
Ly =1

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Esempio

Si abbia I'eq. differenziale di ordine 3

Ponendo
4 A
L1 -—Y ]
L]
{ T2 Z:% e T .= | T2
| 3
.— d%y
[ 3T @2

d3y d2

a3 dt2

(

T1 = T2

Tp = 23

Y= &

Prof. Thomas Parisini
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-|—2——y—6u

Xy = Sy — 2¢ + 21+ 64
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Parte 2, 31

Rappresentazioni di stato equivalenti

= u € R™
y=9(z,ut) g

{Cbzf(xauat) z € R"

)

=Tz, 7 € R",T € R"¥" det(T) # 0

=

T=Ti=TFf(T 1z, u,t) =: f(Z,u,t)
g(T~12,u,t) =: §(&, u, 1)

Y
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Parte 2, 32

Movimento dello stato e dell’uscita

{¢=ﬂ%wﬂ

Yy = Q(xa u, t) Movimento dello stato
\
to z(t),t > tg
u(t),t > tg ¢ =)
x(tg) ) y(t),t > to

Movimento dell’uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 33

Calcolo del Movimento

Due passi:

a) Integrazione eq. di stato ~ m— x(t),t > to

b) Sostituzione di x, U ‘ y(t) t > 1o

nella trasformazione d’uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 34

Osservazione importante:

Per sistemi stazionari e’ lecito assumere tg = O senza ledere la generalita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 35

Esempio
x(t)
/_\ ( 1
0—\/\7V\/—16|Y—0 < r=o
—u(t) L Y= + Ru
\/
y(t)
, u(t)

z(0) =z A
u(t) = A?:OS(wt) - 1(¢) —\\//\\//\\ t

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 36

a) Integrazione eq. di stato:

2(t) = zo + g /O " sl S =

Asin(wTt)
C w

t

0

A
rog + —sin(wt),t >0
Cw

b) Sostituzione di &, U nella trasformazione d’uscita:

y(t) = xg + Cisin(wt) + RAcos(wt),t >0
W

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 37
... con le trasf. di Laplace:

1 1
E{:E}ZE{EU} — SX(S)—CEOZEU(S)
1 1
) X (s) = To— + EU(S)
_ 1.1 4 1. A4 1
CUOS ';CSQ—I—wQ_mOs | Cs2 4+ w2
1 A W
= ro0—

s  w(Cs?2 4 w?

[ﬁlb x(t) = xzg + iSin(wt),t = 0
Cw
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Parte 2, 38

Equilibrio (sistemi stazionari)

{ﬂbzf(f”’“) w(t) =4t > 0
y = g(x,u) B

- Stato di equilibrio I
b movimento costante di x(t) con u(t) = u

- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di u € R™
- Uscita di equilibrio ¥y

b movimento costante di y(¢t) con u(t) = u

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 39

Calcolo dell’equilibrio

- Risolvere |'equazione algebrica
0= f(z,u) mmp 7T

- Sostituire  x,u nella trasformazione d’uscita

L i-.Ga

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 40

Esempio 1)

u(t)
C—)
S| 1
W | «(=C SR T TRt T
Y=
o
= O__]‘ 11—
u(t) =u mmmdhp 0= rCET o

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 41

Esempio 2)

R 7o o1
o—/NN—|—o Yy C
—u(t) L y=x+ Ru
—0
seﬂ—O‘amf
W) =7 =mmp 0= -7 - H;iyzx
Xr

Fondamenti di Automatica
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Esempio 3)

Prof. Thomas Parisini

Ponendo

1 =’l9
T 1=}

Parte 2, 4

‘ x:[wl]
L2
b r:b1=m2
Mgl h 1
9 = — sin = =
T2 r (z1) S22+ Su
Y=
9 86 & = [51
: h 1_ 2
sin — — —
(wl) Jx2+J'U» t
lu| < MgL To =0
= L U - x1 = arcsin -
gL MgL

Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 43

Sistemi dinamici a

r* tempo continuo

\

T = f(a:, u, t) Sistemi dinamici
y=g(@ut) - lineari
- stazionari

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 44

Sistemi lineari stazionari SISO

(1 = a1171 +a12z2 + -+ + a1pzn + biu

Tn = Gp1T1 T Ap2%2 + -+ + AnnZn + bpu
Ly =-c1x1 +coxo+ -+ cpen + du

— e
—~

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 45

Sistemi lineari stazionari SISO

T e _Hr—;
" 1
Cz[cl cn]}l D=deR
- ~ _/
n

: r € R"
.CU:Ax Bu ueER (A,B,C,D)
y = Cx + Du y€R

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 46

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

y = Cx + Du

b O = Ax + Bu

b Ar = —Bu

det(A) #0

/ \

det(A) =0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 47

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

det(A) #0 mmm) =

—~A~1Bu wmmd) 37 unico

l-} y=Cz+ Du=—-CA 'Bu+ Du

— (—CA—lB + D) i

~ J
—
I3
> ,u R Guadagno statico
u(t) = u y(t) =y = pu

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 48

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 49

Movimento (caso scalare- n=1 )

r = ax + bu z(0) = xg
y = cx + du u(t),t > 0

b z(t) = eYxo + /Ot ea(t_T)bu('r)dT

Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 50
Cenno di dimostrazione:

Si segue la procedura seguente: si verifica che I'espressione soddisfa I'equazione differenziale. In
caso affermativo, il teo. di esist. ed unicita’ ci permette di concludere la dimostrazione.

x(0) =z ok

wcorano: 4 " ryar = i 1+ [ L f(yar

Quindi:

i(t) = ae®zq + bu(t) + /O t ae® =Ty (7)dr

= a (eata:o -+ /Ot ea(t_T)bU(T)dT) + bu(t)
"0
= ax(t) + bu(t) OK!

Prof. Thomas Parisini
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... con le trasf. di Laplace:

Parte 2, 51

LA{z(t)} = L{ax + bu} mmm) sX(s) —zg = aX(s)+ bU(s)

b G- 0)x(s) = 20+ U (s)

1 b
rg + ——U(s)
S — 4

b x5 =

S —a

usando la proprieta®  L[f(t) * g(t)] = F(s) - G(s)

e la trasformata notevole E[ektl(t)] — —k:
S —_—

& L 2(t) = L7HX(s)} = e®zg + /O 8=y (r)dr,t > O

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 52

Movimento (caso generale- n>1 )

r = Ax + Bu z(0) = zo
y = Cx + Du u(t),t >0

b z(t) = eMzg + /Ot €A(t_T)B’u,(7')d7‘

N o

nx1 nxnnxl nxn nx1l1lxl1

dove si definisce |I'esponenziale di matrice

eAt:ZZ( ) —I+At+ o sis
k!
k=0
-

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 53

Formule di Lagrange

t
z(t) = etz -I-/O €A(t_T)B’U,(7')dT, t>0

——  — - _
z;(t) z (1)

L 20 =2 + a0

Movimento libero: dipende da () Movimento forzato: dipende da u(t)
linearmente linearmente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 54

Formule di Lagrange

y(t) = Celzg /Ot CBA(t_T)B’LL(T)dT + Du(t), t >0

|\ J S—— —
Y T~

Yy (t) y ()

y(t) = yi(t) +yp(t)

DA

Movimento libero: dipende da () Movimento forzato: dipende da u(t)
linearmente linearmente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 55

Principio di sovrapp. degli effetti

L6 / |
u/(t),t >0 } ) 2/(1),y/ (), >0
:Ug ! 1
u"(t),t > 0 } ) z(t),y"(¢), t >0
L0 :@336 +@E6 x(t) — OACU/(t) + 5$/,(t)
u(t) =@u'(t) +@u"(t),t >0 } y(t) = ay/(t) + By (t)

Nota: la proprieta” vale anche per sistemi non stazionari purche’ lineari

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 56

Sistemi lineari stazionari MIMO

- aii a1n | b11 bim
| Anl Ann bn1 bnm |
\\ ~ J — ~— _J
n m
C11 Cin d11 dim
(= p D = : p
I Cp]_ Cpn | I dp]_ dpm l
n m

_ x € R
r = Ax 4+ Bu u € R™M (A,B,C,D)
y=Cx+Du yeRP

Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Rappresentazioni di stato equivalenti

{:b:Aa:—-Bu T € R™%" det(T) # O
y = Cz + Du
L w="Tx, =T 1z
b =T Az + Bu) =T 1ATz + T~ 1Bu
y=CTx + Du N ——
-~ A B
& D
b r = Ax + Bu T = Az + Bu
{y=C:c—-Du h{y Cz + Du

Notazione: (A,B,C, D) ~J (A,E,C,D)

Parte 2, 57
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Parte 2, 58

Esercizio a casa

Dati: (A,B,C,D) ~ (AA,BaéaD)

Mostrare che:
- se det(A) # O ilguadagno statico (¢ non cambia

- se xo = T'xq il movimento y(t) non cambia

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 59

Linearizzazione

Pendenza retta tangente = [ ()
Idea di base: Pendenza retta tangente = f;c(f)
y = f(z)

T T x

b y(z) = y(z) + f2(z)(z — T)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 60

Definiamo gli scostamenti rispetto all’equilibrio:
u(t) = du(t) + u
7z

Su(t) (= u(t) —u —
oz(t) '=z(t) — x(t) = dx(t) +

b z =90z = f(x 4+ éx,u + du)
~ f(z,a) + fz(Z,u)dx + fu(x,w)du
= 0 (equilibrio)
b o ~ fr(Z,u)dx + fu(Z,u)du

A B

Fondamenti di Automatica
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dove evidentemente:

fm(iaa —

faulm, 0) =

of1 ofr
Ofn Ofn
of1 0f1
Ofn O fn

5l

8l
]

Sl

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 62

Vediamo la trasformazione d’uscita:

Sy(t) :==y(t) —y mmmp  y(t) = 6y(t) + 4

L y(t) = F~+ oy = g(F + 5z, a + du)

~ g(z.4) + gz (z,u)dx + gu(x,u)du

b oy ~ gz(z,u)dx + gu(x,u)du

J & J

.
pPXn pXm

C D

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



dove:

571L(557 iZ)

Prof. Tho

991 991
9gp 99p
991 991
99p 9Og9p

Sl

S|

g

mas Parisini

Parte 2, 63
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Parte 2, 64

Sistema linearizzato:

{¢=fwm)

- 0= f(z,u) wmmp =<
y = g(x,u)

L A B

oy = gz(x,u)dx + gu(x,w)du

C D
: r e R"
r = Ax + Bu w e R™
y = Cx + Du y € RP

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 65

Esempio Ponendo

z1 =10 e z:=| "1
T 1=} 41p)

B = &9
b . Mgl h 1
X = — sin ——xzp+ =
2 J (z1) J:E2 Ju

e N
&
I
8
N
S
|
—
o O
1

3!
|
1
N
I — |

0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Quindi:

i gfl gf1

_— == — X X
f:c(v??au) — _ai;_ 8_f§
u 6:131 (9:132

i gfl gfl

o o — ] & X
f;,;(a:,u) — 8f§ 8f§
i 8:131 8:132

S

£l

=)
|

Parte 2, 66

h
! T J 1z4
0 1 _
gL _Q}zA
L T T

Prof. Thomas Parisini
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) i i 2,6
Poi (tutte queste quantita” non dipendono dallo stato di eq.): Parte 2,67

_ . |ea 0 _
fu(@ @) = | :!1123
L Ou lza J
. |en 0 i}
ful@ @) = | 3% ZIJZB
L Ou 174 J
gw(xau)—[axl 8332_5,&_[1 O f,ﬂ_[l O —C
~ =\ __ 89 ag' . . A
(@)= gt gel .=[10]  =[10]=0
_ 0
gu(w,U)=a—g__=05,a=0
Uz
- 0
gu(iv,u)=a—g~_=0i,a=0
Ulz,u
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Parte 2, 68

Sistemi dinamici a tempo
discreto

Analisi e proprieta
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Parte 2, 69

Variabili di stato

Variabili da conoscere in ko per determinare {y |k]}, k& > ko
apartreda {ulk|}, k> ko

Ordine del sistema

Zl?z[k], 221, 2,,

(variabili di stato)

&/
Ko

(vettore di stato)

x k| = ; S
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Parte 2, 70

Analogamente al caso dei Sistemi dinamici a
sistemi dinamici a tempo tempo discreto
continuo r)

\

Equazioni di stato

[ xi[k+1] = filzlk], ulk], K], i=1, ..., n

ylk] = glzlk], ulk], k]
T Trasformazione d’uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 2, 71

Usando la notazione vettoriale:
C filz k], wlk], k] T

e per brevita di notazione scriveremo a volte

b{ Tpr1 = f|Tk, Uk, K|

Yy = g [xka Uk , k]

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 72

Definizioni: Analogamente al caso dei

sistemi dinamici a tempo
continuo

- Sistema strettamente proprio
se g(-) nondipende da u|k]

- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se f(-),g(-) nondipendonoda k

- Sistema lineare

se f(-),g(-) sono funzioni lineari in x|k|, ulk]
- Sistema monovariabile (SISO)

se m=p=1 (1ingresso, 1 uscita)

- Sistema multivariabile (MIMO)
se m#Z=1 e/lo p#1 (piuingressi e/o piu uscite)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 73

Sistemi dinamici a tempo discreto

ulk] | 8 y[k]: Le7
<( vlk+1] = [lzlk], ulk], K
\ ylk] = glzlk], ulk], K]
xlk] € R" stato

|
u[k] c R™ Ingresso
ylk] € RP uscita
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Parte 2, 74

Esempio 5)

“Le spese nell’ anno k
sono proporzionali al

reddito nell’ anno k” y[k] — - u[k]

Non dinamico

Non e necessaria l'introduzione
di variabili di stato

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 75

Esempio 6)

“Le scorte di magazzino
del prossimo mese sono
proporzionali alle scorte
attuali, alla  quantita
prodotta e venduta nel
mese attuale”

- Primo ordine
- MIMO
- Stazionario

- Str. proprio zlk+1] =
- Lineare

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 76

Rappresentazione di stato

ulk] | S y[k]: Le7
<( xlk+1] = flxlk], ulk], k]
L y[k — g [ZIZ[:ZC], u[k]a k]

xlk] € R" stato
u[k] c R™ Ingresso
y[k] € RP uscita
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Parte 2, 77

Scelta delle variabili di stato

- Criteri?

- La scelta e univoca?

- L'ordine e fissato?

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo
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Parte 2, 78

Un criterio “ingegneristico”

Variabili di stato h Sdra:cdceuzﬁwiléiailsi()date

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo
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Un criterio "matematico”

Parte 2, 79

Supponiamo di aver ricavato un’eq. alle differenze di ordine =

ylk] = f (ulk], ylk = 1], y[k = 2|, ..., ylk —n])

Associamo ai valori passati della successione incognita {¥|k]}
le variabili di stato (7 per la precisione) nel modo seguente

11|k

ylk — n]
ylk —n+1]
ylk —n + 2]
ylk — 1]

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 80

Utilizzando le variabili di stato appena definite e possibile scrivere

r1|k + = x99k

rolk + = x3lk

r3|k + = x4k

Tno1lk+1] = x,|k
xnlk+11 = f(z1|k], z2lk], ..., znlk], ulk]
ylk] = f(alk], z2lk], ..., znlk], ulk]
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Esempio

Parte 2, 81

Si abbia I'eq. alle differenze di ordine 3

wlk] — 3wlk — 1] + 2wlk — 2] — w|k — 3] = 6ulk]

Ponendo
4 5131
L2
$
X3
\

Prof. Thomas Parisini

=
|

k+1
k+1

k+1
ylk|

_xl_

L2

| €5 |

ri1[k] = wlk— 3]

< xolk] = wlk—2

/ Cz3lk] = wlk -1
ZUQ[k]
3|k
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Parte 2, 82

Proviamo a risolvere I'eq. alle differenze a partire dall’istante k=0,
con condizioni iniziali

w[—1] = w[-2] = w[-3] =0

e come segnale {u[k]} utilizziamo un gradino unitario
(sempre applicato a partire dall’istante k=0).

La sequenza {w[k]} allora &

{w[k]} - {6, 24, 66, 162, }
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Parte 2, 83

Proviamo a risolvere in modo ricorsivo I'eq. alle differenze
utilizzando le equazioni di stato con condizioni iniziali

1|0 T 0
0] — : :O: B 8 Per come abbiamo definito le variabili di
z[0} = 2Vl = 0 stato, i valori all’ istante k=0 di x,, X, e
x3|0] | Y X3 coincidono con i valori w[-1], w[-2],

w[-3] della sequenza {w[k]}.

( xl[k+ 1] = 562[]{5]
\ ylk] = 3x3lk] — 2xo[k] + 1 [k] + 6ulk]
( 1 1 = X9 [O] =0
1| = x3|0|=0
k=0 —= <« xQ: : 310
r3[l] = 3x3[0] — 2x5[0] + x1[0] + 6u[0] =6
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Parte 2, 84

( 51712 — 562[1] :0
o 2 — I3 1] =6
= r3(2] = 3ws(l] — 2x2[1] + z1[1] + 6u[l] = 24
L yll] = 3Bas[l] — 222[1] 4 21 [1] 4 6ull] = 24
( X1 3 — $2[2] =
Io 3 = 333[2] =24
k=2
( w[2] = 3xs[2] — 222[2] + 21[2] + 6ul2] = 66
(w4 = a3 =24
xald] = x3|3] =66
F=d= o r34] = 3x3(3] — 2x2[3] + x1[3] + 6u[3] = 162
L y[3] = 3z3([3] — 222[3] + x1[3] + 6u[3] = 162
( 11[5] = x2[4] =66
hed — ro[5] = w3[4] = 162
B r3[5] = 3ws[d] — 2wo[4] + z1[4] + 6uld] = 414
| y[4] = 3wx3[4] — 2x2[4] + 21[4] + 6uld] = 414
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Parte 2, 85

Rappresentazioni di stato equivalenti

{x[kJrl] = f([k], ulk], k) 22%&
ylk] = g(x[k], ulk], k) y € RP

=Tz, 7€R"TeRY™" det(T) # 0

k+ 1] =Txlk+ 1) =Tf(T'2[k], ulk], k)
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Parte 2, 86

Movimento dello stato e dell’uscita

y[k] — g(x[k], u[k], k) Movimento dello stato
ko \ 2[k], k> ko
Uk]a k> kO > ‘

CE’]CQ] ) y[k]n k> kO

Movimento dell’uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 87

Calcolo del Movimento

Due passi:

a) soluzione eq. di stato  wmmmp (k| k > kg

b) Sostituzione di x, © =) y[k] k> kg

nella trasformazione d’uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 88

Osservazione importante:

Per sistemi stazionari e lecito assumere

ko = O

senza ledere la generalita
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Parte 2, 89

Esempio

Vogliamo determinare il movimento dello stato per il sistema

zlk+1] = z|k| + uy k] — us|k]
{ ylk] = =k

supponendo che
ui|k] =5- 1k] x|0] = 10
uslk] = 0.5% - 1[k]

Utilizzo la Z-Trasformata!

Z[X(Z) — m[()]} = X(2)+Ui(z) — Us(2)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



X(z) =

Parte 2, 90

102(z—1)(z—0.5) 4+ 52(z—0.5) —2(z — 1)

Xlz) =

x|k| =

(z—1)2(z —0.5)

!

2 (2022 =222+ 7)

[

8+5/~c+2<

2

1)’“

(z—1)2(2z — 1)

- 1[K]

Il movimento dell” uscita coincide con quello dello stato.

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



Parte 2, 91

Equilibrio (sistemi stazionari)

(zlk+1] = f(:z:[k],u[k])
L ylkl = g(x[k], ulk])

- Stato di equilibrio I
b movimento costante di x[k] con wulk] = u

- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di u € R™

- Uscita di equilibrio ¥

b movimento costante di  y[k] con wulk] = u

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 92

Calcolo dell’ equilibrio

- Risolvere I’ equazione algebrica

r= f(Z,u) )

S|

- Sostituire x, u  nella trasformazione d’ uscita

b F—sE®
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Parte 2, 93

Esemplo 6) Consideriamo ancora il sistema lineare MIMO

zlk+ 1] = x|k] + ulk] — us|k]
ylk| = alk]
Se succede che: _
U1 = uUo
allora doox dooy
In particolare r = z[0]
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Parte 2, 94

Esempio 7) Consideriamo il sistema SISO non lineare

vilk +1] = zi[k] + o (1 — B k]) 21[k|+
—~yx1[k|zo k] + ulk]
rolk + 1] = xo|k| — dxalk] + nay|k]xs |k
ylk| = wolk]
o 1
Ty = || T = g
u —= O el - é 7
T@) = !
T ) 5o
S0-T)
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Parte 2, 95

Analogamente al caso dei Sistemi dinamici a
sistemi dinamici a tempo tempo discreto
continuo r)

\

{ elk+1] = f(alk], ulk], &)
ylk] = g(alk], ulk), k)

Sistemi dinamici a tempo

discreto che ammettono SISteml_ dinamici
equazioni di stato - Ilnea_m |
- stazionaril
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Parte 2, 96

Sistemi lineari stazionari SISO

( 331[]‘3 + 1] = Qa3 12131[]6’] + al 25132[]6] + -+ al nxn[k] + blu[k]
Tnlk+1] = aniz1lk] + anoz2lk] + - + annzn k| + byulk]
\ ylk] = cixilk] + coxlk] 4+ -+ 4 chzn k] + dulk]
— S
——

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Sistemi lineari stazionari SISO

aii Al1n
A= : :
an1 ann
|\ ~ _J
n
C — |: C1 Cn ] } 1
~ Y
n

Prof. Thomas Parisini
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1
D=deR
x € R?

u €R (A,B,C,D)
y€eR
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Parte 2, 98

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

b x = Ax + Bu
det(I — A) #0

7
\ det(I —A) =0

b (I — A)x = Bu

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 99

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

det(/-A)#Ommmp 7= (I - A)~ 1Bz mmm) 37T unico

L} y=Cz+ Du=C( — A)~'Bu+ Du

=|C(I-A)"'B+D|u

7!
. u R Guadagno statico
ulk] =@ ylk] = § = pu
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Parte 2, 100

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

dooxr dooy

\

Az Ay
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Movimento (caso scalare- n=1 )

Parte 2, 101

L

<( xlk+1] = ax|k] + bulk] 0] = xg
Oyl = x4 dulk] u], k>0
k—1

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 102

Cenno di dimostrazione:

Per semplice sostituzione, partendo da z[0] = xg
Ricordiamo: x|k + 1] = ax|k] + bu|k]

Quindi:

z|1] = ax|0] + bul0]

z[2] = az[1] + bu[l] = a’z[0] + abu]0] + bu[1]
z[3] = - - = a’2[0] + a*bu[0] + abu[l] + bu|2]

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 103
... con le Z-trasformate:

2{zlk + 1]} = Z{ax[k] + bulk]} =y
= 2X(2) — z20] = aX(2) + 0U(2)

(z —a) X(z) = 2zz[0] + bU(2)

bX(z): - z|0] + "

< — < — a

U(2)

usando la proprieta Z{f[k] * g[k]} = F(z2) - G(z)

Z

e la trasformata notevole 2 {ak : 1[k]} T 4

z7t | 2k = z—l{X(z)} — a*z[0] + iak_i_lbu[i] k>0
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Parte 2, 104

Movimento (caso generale- n>1 )

rlk+1] = Azlk|+ Bulk] z[0] = z
ylk] = Cuxlk] + Dulk] ulkl, k>0
k—1

Ly z[k] = AFzg + Z AR Byli]
_Y_,

T

n X1 nXxXnnxl nx1l1lxl
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Parte 2, 105

Movimento dello stato

k—1

vk] = AFzg + 3 AR1 By
=
k] x y (K]

Movimento libero: dipende da =g Movimento forzato: dipende
linearmente da ulk| linearmente
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Parte 2, 106

Movimento dell’uscita

k—1
ylk] = CA*zo + C Y A*"~! Buli] + Dulk]
1=0
yi|k] yrlk]

Movimento libero: dipende da x Movimento forzato: dipende
linearmente da ulk] linearmente
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Parte 2, 107

Principio di sovrapp. degli effetti

:c6 / /

>
W'[k], k>0 } m) 2'[K], Y[k, k>0
%

u'lk], k>0

-l 20

2[k] = aa'[k] + Bz [K]

ylk] = ay'lk] + By"[k]

ro =@xp +Bir{

ulk] =(au'[k] +Bu" k], k =0 }

Nota: la proprieta vale anche per sistemi non stazionari purché lineari.
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Parte 2, 108

Sistemi lineari stazionari MIMO

- a1l - Qin | bi1 -+ bim
A= : : n B = : : : n
| Gnp1 ann i bnl bnm i
(. ~ J — ~— _J
n m
C11 *** Cln di1 -+ dim
C = ; ; s p )= ; ; ; p
I Cpl Cpn | I dp]_ dpm l
n n

x € R"
Azlk]+ Bulk] "= on (A, B,C,D)

Calk] + Dulk]  yc

—
=
-
=+
S
Il

Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti.
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Parte 2, 109

Rappresentazioni di stato equivalenti

xlk+1 = Ax|k]+ Bulk] osen
{ ylk] = Cuzlk] + Dulk] b £ ERT, saR R
=Tz, z=T 12
r |
ih+1 = T(Ax[k] +Bu[k]) — TAT'#[k] + T Bulk]
< —— —~—
. ylk] = CT'i[k]+Dulk] A B
—— '~
L C b
zlk+1] = Azlk] + Bulk] ilk+1] = Az[k]+ Bulk]
{ ylk] = Cuxlk] + Dulk] - { ylk] = Ci[k] + Dulk]

Notazione: (A, B, C’ D) ~ (AA, B, é, D)
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Parte 2, 110

Esercizio “"per casa”

Considerare due descrizioni in equazioni di stato equivalenti per un sistema
dinamico lineare a tempo discreto

(A7B7C7‘D)N(AA7‘§7C17‘D)

Mostrare che:
- se det(l — A) #* 0O il guadagno statico f non cambia

- se  Zg =Tz ilmovimento y[k| non cambia
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Parte 2, 111

Linearizzazione

Idea di base: vogliamo studiare il comportamento di un sistema
dinamico a tempo discreto, non lineare, nell’ intorno di una condizione
d’ equilibrio, descritta da

|
—
VN
)
=
=
T
N—"
=
T

|
g
-
\V
-

{ r|k + 1]
ylk] = g(z[k], uk])  T=f(@0)

y(z) ~ y(@) + fo(Z)(z — )
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Parte 2, 112

Definiamo gli scostamenti rispetto all’ equilibrio:

oulk] == ulk] — u ulk] = dulk| + u
Slk] = alk] — z ™™ k] = oxlk] + 7

b okt 1) =dalk+ 1 +2 = f(2+62lk], a+ oulk])

x|k +1 //f}j/ )+ fx(Z, @) dxlk] + fu(Z, u) - dulk]

= 7 (equilibrio)

Ly dxlk+ 1)~ fo(z, @) - dx[k] + ful®, @) - Sulk

J

nXxn nxXxm

A B

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



dove evidentemente:

fm(iaa —

faulm, 0) =

ofr of1
Ofn Ofn
of1 0f1
Ofn O fn

5l

8l
]

Sl

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 114

Vediamo la trasformazione d’ uscita:

Sylk] +57~ g(/a:«/u/) + g2(Z, @) - 6z[k] + gu (T, @) - Sulk]

& \ J
Y Y
pPXn pXm
C D
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dove:

Prof. Thomas Parisini

991 991

9gp 99p
991 991
99p 9Og9p

Sl

S|

g

Parte 2, 115
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Parte 2, 116

Sistema linearizzato:

{x[k—l—lZ = f(x[k],u[k]) z= f(z,7) w——)p
| = g(«[k], ulk])

ylk
b ok +1) ~ £

S|

T, ) oxlk]+ fu(x, @) oulk]
A B
Oylk] ~ g.(z, u) - 6x[k] + gu(T , @) - ulk]
C D
( dxlk+1] = Adz[k] + Bdulk] ix i ﬁ;
<\ dylk] = Coxlk]+ D dulk] 5Z c RP
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Parte 2, 117

Esempio Consideriamo ancora il sistema SISO non lineare

(xilk+1] = x[k] +a(l = Bxik]) z1[k]+
< —yy[k]zo k] + ulk]

Zolk +1] = wolk] — 0xalk| + nay |k|aa |k
L y[k] — &2 [k]

I
I |

BT | a 38
sl Oy i
_7( n)_

Determiniamo le espressioni dei sistemi linearizzati in
corrispondenza dell’ ingresso e degli stato d’ equilibrio
considerati.
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Parte 2, 118

Quindi:

| Off If1 |
8$1 awg

f$(£7a) - (9f2 8f2

| Oxq1 Ozp | 7,7

[ (1+a—2aBz1 —vx2) —Yx1 ]

N 1 —& 4 gwi

- [(l-l-oz) 0 ]
0 1—9
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T(3) =

_'<1—a>
O
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Parte 2, 119

b
5
Ui
1-6+-
G
0
n
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Poi (tutte queste quantita non dipendono dallo stato di eq.): Parte 2, 120

fu(@ @) = | o =[(1)]:B
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