FA-es Parte 1L 1

Trasformate di Laplace

Utilizzo nello studio dei sistemi dinamici

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Trasformate di Laplace

Importanza dei modelli dinamici

!

Risolvere equazioni differenziali (lineari a coefficienti costanti)

!

Metodi per risolverle ??7?
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La trasformata di Laplace e un

OPERATORE funzionale
. |
Dominio complesso
‘ S
-
N

ﬁ_l
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Definizione: segnale causale

Si definisce segnale causale una funzione dipendente dal
tempo (tempo continuo) che ha la proprieta

ft)= 0 = Vi<O0

cioe una funzione che sia identicamente nulla per ogni
istante di tempo che precede l'istante iniziale ¢ = ()

Esempi:
(0 — V<0 (0 = Vi<0
F(t) =+ g(t) = «
\3.25sin<4t—|—%) — V>0 1 = Vt>0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



FA-es Parte 1L 5

Definizione: trasformata di Laplace

Si considerano funzioni causali (non id. nulle solo per ¢t > 0)
continue a tratti, senza comportamento impulsivo pert = 0
Si definisce trasformata di Laplace

—+ 00
L1f(t)] = ft)e ™ dt = F(s)
0
S=0+juw Re(s) > &
Funzioni del Funzioni
tempo complesse
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Perche queste trasformate sono utili?

1. Hanno molte proprieta che aiutano a
risolvere le equazioni differenziali ed
integro/differenziali

2. Le trasformate si calcolano facilmente
con delle trasformate di funzioni
“notevoli”
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Proprieta

1. Linearita :

Lle1 f1(8) + caf2(t)] = c1L{f1(D)] 4 c2L]f2()]

t
2. Trasformata dell'integrale: f(t) — g(t) = /o f(r)dr

LIy = “LIFB)] = _F(s)
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Proprieta

3. Trasformata della derivata: f (%), f'(¢)

LIf'(B)] = s F(s) — f(0)

o

Derivate di ordine “n”

n—1
LMW =s"F(s)— > " 1fk(0)
k=0
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Proprieta

4. Traslazione in frequenza: se k£ € C

LI"f()] = F(s — k)

5. Traslazione nel tempo:

LIf(t—tg)] = e " 0F(s)
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Proprieta

6. Cambiamento di scala nei tempi

Clf(at)] = %F (f) acRT

a

7. Moltiplicazione per t" :

LI F(B)] = (-1 (s)
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Proprieta
Def: integrale di convoluzione con f, g non nulle per ¢ > 0

12
h(t) = F(t) * g(t) = /O F()g(t — T)dr

8. Si dimostra che:

LIf() * g(t)] = F(s) - G(s)
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Trasformate notevoli

10)

1. Trasformata del gradino unitario: !

1
(0 = Vi<0

1(t) = ¢ 0 "t
1 = Vt>0

Cl1()] = / T (Destds

O

1

1, _
= —Z[e % =
S
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Trasformate notevoli

el 1(t)

2. Trasformata .
dell'esponenziale e’ 1(%) :
1

00
LleM1(1)] = /O eFle 5t g

/+°O J(k=s)t g, L (k) oo — 1
0 k — s s — k
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Trasformate notevoli

£ 1(¢)
3. Trasformata di ¢™ 1(¢): !

LI"1()] = (=1)" {(_msﬁrl}

...basta applicare la proprieta’ di moltiplicazione per t™ ...
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Trasformate notevoli

4, Trasformata di ¢ &Rt 1 (t):

tm ekt 1(¢)

Llt" R 1(1)] =

n!

(s — k)n—l—l

...basta ricordare le proprieta’ di moltiplicazione per t" e di
traslazione in frequenza...
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Trasformate notevoli

Trasformata di  sin(wt) edi cos(wt)

...ricordiamo le formule di Eulero...

el = COS¢ <+ 7 Sin ¢

e J? = cos¢ — j sin ¢
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Trasformate notevoli

5. Trasformata di sin(wt) 1(¢) :

Jwt _ —jwt 1 1 1
c|< ,6 - 1(t) | = — — — ;
29 27 |ls—Jjw s+ jw
1 2w W
o 2782 + w? 524 w2
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Trasformate notevoli

6. Trasformata di cos(wt) 1(¢):

qwt —Jwt 1 1 1
R R 10 S S
2 2|s—jw s+ jw
1 25 B S
2824 w2 s24 2
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Applicazione:

Vogliamo risolvere I'equazione:

Py dy
F3— +2y(t) = (1 +3t) - 1(¢
3= 4 2y(t) = (14 30) - 1(1)
Con condizioni iniziali:
dy
O0)=1 s =0
y(0) it o
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Applichiamo le proprieta’ viste:

{52V (s) = sy(0) — 9(0) }+{3 [s Y (5) — y(0)]}+..

1 3
L2V () =45

(Y () = s}+{31sY () ~ 1}+2Y(s) =+

(82+3s+2)Y(s)_8_3:§+32

S
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Si e’ ottenuta un’equazione algebrica da cui esplicitare Y (s) :

Y(s) =

s+ 3 | 1 (1 | 3)
52—|—33—|—2|32—|—33—|—2 52

S S

Da questa equazione si puo’ tornare nel dominio del tempo,

ANTITRASFORMANDO
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Applicazione:

sistema massa-molla (parte1, #40)

z(0)
| em M F r(0) =79 x(0) =g
| o l

M{s? X(s) — sz(0) — z(0)} + ...

o+ h{sX(s) —x(0)} + kX (s) = F(s)
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!

X (8){Ms?+hs+k}—{Msrog+hro+Muvg} = F(s)

Msrg + hrg + Mvg F(s)
M32+hs+k " Ms2 4+ hs + k

s \
@osta libera @osta” f@

dipende daIIe cond|2|on| dipende dall’ingresso

X(s) =

!

(1)
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Applicazione:
[ controllo di livello (parte 1, #49)

Ipotesi:

-serbatoio infinito

-no disturbo

-controllore proporzionale

f.—_i ﬂo
h=——(k+u)h+ " h

L R(0) =0
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controllo di livello

Trasformiamo con Laplace, con C.I. nulle ( hg e’ il RIFERIMENTO !):

s H(s) = % (k+ ) H(s) + 5 £ {n°()}
HG) = i £ 0)

=D n(t)
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Antitrasformate

A partire da F'(s) sirisale - sotto
opportune ipotesi - ad f(t) calcolando :

— 1 7170 st
f(t)—?j/_ F(s) etds

g— 700

Che vale per f(t) CAUSALE, cioe’ non nulla
soloper t >0

o > «, |’ ascissa di convergenza. Tutte le singolarita di F(s) sono a sinistra della
retta individuatada o . ... non ne faremo uso ...
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Antitrasformate

Ci interessa ey — V()
antitrasformare q (5) D(s)
funzioni razionali

fratte deg(D) = n, deg(N) = m

Gz m>

Non applicheremo mai la
definizione di
antitrasformata!
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Antitrasformate

Deve essere n>m ‘

Se F(s) e causale,
questa condizione e’
sempre verificata.

J

Altrimenti la teoria delle
trasformate ricorre alle
funzioni generalizzate...che
non vedremo
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Espansione in fratti semplici

— N(s) — K (s —21)M1(s — 20)"™2... (5 — zp)™r
D(s) (s —p1)"L(s —pp)"2--- (s — pg)™

mi+mo+...+mr =m ni+no+..+ng=n

F(s)

e avremor zeri: 21,%22,--,2r €C
di molteplicita®  m; 7=1,...,r
e avremo g poli: P1,P2,---;Pq € C

di molteplicita” mn; 1 =1,...,q
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Espansione in fratti semplici

Vogliamo scrivere F'(s) come:

C1.1 C1,nq
F = ’
() (s —p1) Tt (s —p1)m T
C> 1 2 no
’ L S
T (s —p2) T (s —po)™2
Cqn
el 4 4O
(s —pg) (5 — pg)™a
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Espansione in fratti semplici

Per la proprieta’ di linearita’ la sua antitrasformata
si potra’ calcolare cosi’:

1 v = 1] Gy
cFEI= ) Y £
i=1j=1  Ls—p))

Risulta facile antitrasformare il singolo termine di
gquesta sommatoria.
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Espansione in fratti semplici

Infatti si ha che:

Cii | = Y60 it 1 p)

(s—p)?| (G —1)!

Ancora per le proprieta’ di linearita’, traslazione in frequenza e moltiplicazione per ¢ .

1

L7YF(s)] = Y Y i _1G-1) gpit 1 (1)

1=1 7= 1 1)|

£—1
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Espansione in fratti semplici

‘ Se sappiamo calcolare i coefficienti Ci, 7
abbiamo automaticamente la f(t)

e Metodo 1: basato sul principio di identita’ dei
polinomi -->va bene per poli a molteplicita’
unitaria

e Metodo 2: basato sul calcolo dei residui
-—> va bene per poli multipli
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Espansione in fratti semplici

Risolviamo l'esercizio (parte 1L, #21) lasciato in sospeso, con
entrambi i metodi

s+ 3

a. Risposta” libera Yi(s) =

P l( ) $2 + 3542
Per analogia col
caso massa-
molla!
b. "Risposta” forzata Y¢(s) 1 <1 + 3 )
. | S) = — —

P / s24+3s+2 \s s2

a. Metodo 1 - qui conviene perche’ ci sono poli a molteplicita’ unitaria

—1 Oy C'
D G Py ey

P1
p2
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Espansione in fratti semplici

_S(Cl+02)—|—201—|—02_ s+ 3

Y, = —
(52 + 35+ 2) s24+3s+2
Cy+Co=1 Cy =2

»

20, 4+Chr =3 Co=—1

2 1

Yi(s) =

t >0
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Espansione in fratti semplici

b. Metodo 2
rp1=—1,n1=1
. 1
Yf(S)_82+3S+2 < p2:_27n2=1
. p3= 0,n3=2

Gy Cgr C31 (O30
Yi(s) = I(s—|—2)I s 82
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Espansione in fratti semplici

Per calcolare i coefficienti C’; ; si applica questa formula:

Ci.j = —— lim { . [F'(s) (s —pi)m]}

(ng — j)! s—=pi | ds(mi=i)

Per poli di molteplicita’ unitaria:

- N(p;)
“ = Do

Detta formula di Heaviside \

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Espansione in fratti semplici

Dunque finiamo |'esercizio:

_ (s+3) _
C11= D612, =2 —> P1
_ (s+3) _
Co1 = G+ . 4 P2
/
_d  (s+3) _ 7
C3W)= ds(s+ 1)(s+ 2) s:O— 4
n (5+3) s [ 73
P GH D6+ 2
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Espansione in fratti semplici

Espressione finale di Y¢(s) :

v 2 1 1 7 _|_i
f_(s—l—l)_Z(s—I—Q) 4s = 2s2
Antitrasformando:
ye(t) = §t—z+26_t—le_2t - 1(¢) [¢>0
/ 2" 4 4 -

Soluzione dell’equazione differenziale:

y(t) = yi(t) + yr(2)
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Applicazione:
sistema massa-molla
KX()_MTOs—l—hr(ﬁ—Mvo | F(s)
LY T T M Y hs+ k| M2+ hs+ k
. 70=0, vg=
F(s)
X(s) = M2+ hs 4 k Se F'(t) e'ungradino

X(s) =+ L )
i _8M32+hs+k
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Espandendo in fratti semplici:

A = h? — 4kM

X(s) =

t>0

zlr?:rite 1, #41-42) "= z(t) = [Cl e+ Gy e 03} - 1(t)

Si e’ gia’ visto 'andamento della
x(t) a seconda che le radici
siano reali o complesse.

=) segno di VA!
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Applicazione:
controllo di livello
M 0
H(s) = L)}
AS + (k + ILL) ] ho(t> — hol(t)
o Cl | C(2 ) 0 0l
H(s) = N TR hO(s) = hO-
7 A _
dopo qualche passaggio ...
e (ktp),
h(t):k+u l—e A 1(¢)

vedi (parte 1, #51)
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Proprieta’

Vediamo ancora due proprieta’ molto importanti:

Teorema del valore iniziale

IPOTESI: F(s) strettamente propria, cioe’ n>m.

lim f(t) = lim s F(s)

t—0 §—0O0
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Proprieta’

Teorema del valor finale

IPOTESI: Tutti i poli sono nel semipiano sinistro, con al piu’ un polo di
molteplicita” unitaria nell’origine.

lim f(t) = lim s - F(s)

t—+o0 s—0

TESI: se le ipotesi sono soddisfatte ALLORA i due limiti esistono entrambi
finiti ed assumono valori UGUALI.

E’ un teorema molto utile: si trova subito il valore regime della f (t)
direttamente dalla sua trasformata di Laplace!
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Teorema del valor finale: esempi

Applicazione corretta:

1
lim e ' -1(t) =0 = lim s -
t——+o0 s—0 s+ 1

C’e’ un solo polo a parte reale negativa

Applicazione scorretta:

w
[ ] [ ] . l. . :
ti}gloo sin (wt) - 1(t) ? Sl_I}I(l) S 21 0

Ci sono due poli immaginari puri!

tEI—IPoo sin (wt) - 1(t)
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Esercizi

1. Antitrasformare la funzione :

o) = (s +518)Z: :jr 2)2 — <si11> T <SCJ2€12> + <Si2’§>z
C1 = S_I>i(n_11) {(j):;)g j_ 2>2(&P/1’7 = —2}
Co1 = S_I>i(n£12) OZ {(S +513)sz|_/2)2_¢$,_|_/2>2} — 5
227 10, {(s +513)%2M2} =
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Antitrasformiamo :

2 . 2 7
(s4+1) " (s+2)  (s+2)2
ba

F(s) =

~

f(1) = —2et42e 4 T7te 2

fine!
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2. Carica e scarica di un circuito RC parallelo:

Equazioni di stato

Per il secondo principio di Kirchhoff (al nodo A): - zc(t)
Z(t) — iR(t) -+ ic(t) fu(t) / | @ l
(t) d ZR(t> C
i(t) = 5 Cdtvc(t) [$R
\ vo ()
@: vo(t) = v(t)
y(t) , . d B i(t) = u(t)
R O =0 { ve(t) = y(t)
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a) Ingresso nullo, ma con condizioni iniziali diverse da zero : |l
circuito si scarica.

y(t) , d
£) = 0 t
TP TAL v(0) e T

Applichiamo la trasformata di Laplace:

Y(s) - =
o ] sY(s)—y(0) =0 T:\RC !
Y (s) = y(0)—C = y(0)

sRC +1 s+ 5o

) () =v(0)e T
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b) Soluzione ad ingresso diverso da zero, ma condizioni iniziali nulle : il
circuito si carica.

vi) 4 4y =0

RC  dt C

U(s) R<Z _U(s) 1
Z sRC+1  C s+ 7

Y(s) =

Se l'ingresso €’ un gradino in corrente:

1 1

s—|—R—1C sC

Allora espandiamo in fratti semplici... I

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Se R=10, C=1 si ha RC=10 e dunque:

.1 1] 1 A B
y(t) = £ {(54-10)5}_[; L+1o' s]

~ 1
A= Sw)(/'/]ﬂ)b— 10~ 10
<
1 1
= 1 10) =0 T 10
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1

_ ~10 1 _ 1. 1ot
y(®) = {—oe O 1) = (1T 1)

10

fine!
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3. Antitrasformare la funzione:

752 —8s+5 752 —8s+5
F(s) =3 > = (<2
s>+ 2s¢+5s s(sc+2s+5)
Innanzitutto troviamo i poli:
7s° —8s+5

Fs) = i B
s(s+ (1 —-72))(s+ (1 +52))

Poi espandiamo in fratti semplici:
C C @
F(s) = 14 2 | 2

s (s+(1—-32)  (s+(1+352)
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Applichiamo la formula dei residui :

Ci1= Ilim F(s)s=1

s—0
_ . o)) — ”
C2 s—>(II—rT1]—|—j2)F(S) (s +(1-352)) =3+
5 = i 2)) =3—j4
C2 S_>(Il_rr11_j2)F(s> (s+(1+4+352)) =3 -

1 2

f@®) =1 + @+ ja)e 720 4 (3 — jaye (172!

Che non e’ molto agevole perche’ presenta coefficienti complessi...
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Semplifichiamola sfruttando le formule di Eulero:

4
f(t) = 1(t) + 10e (cos(2t + &)) ¢ = arctan (3)

Ma si poteva anche operare diversamente, accoppiando i poli
complessi e coniugati:

34 54 n 3—j4  6(s+1)-16
(s+1—-352) (s4+14352) = (s+1)24(2)2
—e. t+1D 3 2

(s+1)24+(2)2  (s+1)2+(2)2

Antitrasformando —> ricordare la proprieta’ di traslazione in frequenza:

f(t) = 1(t) + 6"t cos 2t — 8e tsin 2t

fine!
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Quello appena visto si dice metodo del COMPLETAMENTO DEI QUADRATI:

a. Si accoppiano i poli complessi e coniugati:
sk
Co | C5 as-+0b

G+ " G+ (to)?+w?
s+ p s+ p Rei}/ w\

Im{p}

b. Si “aggiustano” le costanti al numeratore per avere:

K1(s 4+ 0) + Kow r—1
(s+0)2 4 w?

(Kl e 7t cos(wt) + Koe !sin (wt)) 1(¢)
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4. Antitrasformare la funzione :

s34+ 352+ 65+ 8
(s —1)3(s+2)?

F(s) =

Abbiamo gia’ i poli...stavolta facciamo attenzione agli zeri!!

Infatti ci sono delle semplificazioni fra numeratore e denominatore:

un fattore (s + 2) sielimina... Magari non ce ne siamo accorti...

Ma facendo i calcoli nell'espansione in fratti semplici il coefficiente
Cpo legatoad (s+2)2 risultera’ nullo!

Coo= Iim F(S)(S—I—Q)Qz,,,:()
’ s—(—2)

Se nell’'espansione un coefficiente risulta NULLO significa

- che ci sono delle semplificazioni di cui non ci si €" accorti.

fine!
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