Parte 3,1

Stabilita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 2

Stabilita:

- del movimento (vedere libro-ma-normrcompreso nel programma)

mam) - dellequilibrio

- del sistema (solo sistemi lineari)

Analizzeremo  separatamente
sistemi a tempo continuo e
sistemi a tempo discreto.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 3

Stabilita: il caso dei sistemi
dinamici a tempo continuo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 4

Stabilita dell’ equilibrio

{i’:f(m’“) 0 = f(=, ) 7
y = g(x,u)

Stato equilibrio associato
all"ingresso

Consideriamo ora una perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

uw(t) =u,t >0 2(t) £ 5.t > 0

2(0) = 7 + 6%

Movimento perturbato dello stato

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 5

Definizione: stabilita dell’ equilibrio

x e stato di equilibrio stabile se:

Ve >0 3d(e) > 0 tale che

va(0): [15Z]| < 5(e) le(t) — @l <&, V>0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 6

Definizione: stabilita asintotica dell’ equilibrio

xr e stato di equilibrio asintoticamente stabile se:

a) e stabile cioe se:
Ve >0 36(e) >0 tale che
Vz(0): [[6z]| < 6(e) lz(t) —z|| <&, Vt>0

b)

im [|z(t) — Z|| =0
t—00
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Parte 3, 7

Definizione: instabilita dell’ equilibrio

x e stato di equilibrio instabile se non e stabile
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Parte 3, 8

Stabilita dell’ equilibrio: interpret. grafica

f(z,u) =0

472 = (Z1,Z2) 42

> T1 > L]

raggio £
Stabilita Asintotica Stabilita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 9

Esempio
u(t) =u=0
M
¥ O
Mg
M #
Mg

Stabile (asintotic. stabile se c’e attrito) Instabile

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 10

Stabilita:

- del movimento (vedere libro-manomrcompreso nel programma)
- dell’equilibrio

) - del sistema (solo sistemi lineari)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 11

Stabilita nei sistemi lineari stazionari

r = Ax + Bu
y = Cx + Du

a) In condizioni di equilibrio

t
z(t) = Atz /O eAC—T)Bidr = F, ¥t >0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 12

b) In condizioni di perturbazione dello stato di equilibrio

2(0) = & + 6%
uw(t) = u,t >0

) z(t) £ z,t >0

Movimento perturbato dello stato

b z(t) = (7 + 67) + /O " AT Baar

H_J ~— _J

Ricordiamo:
2(t) — 7 = 67

zj(f) = etz (0)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 13

instabili

Asintoticamente stabili

- semplicemente stabili
- al limite di stabilita

- stabili ma non asintoticamente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 14

Quindi riassumendo:

- la stabilita non dipende dal particolare valore assunto da

b la stabilita non € una caratteristica dello stato di equilibrio ma
del sistema nella sua globalita

- l]a stabilita dipende da eAt ;

- stabilita (> et & limitata Vt >0

- as. stabilita 4mmm)  |lim et =0

t—00

- instabilita ) et diverge

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 15

Proprieta dei sistemi as. stabili:

1. spostato dall’equilibrio, tende a tornarci
2. fissato ¢y, x e unico

asintotica stabilita’ T unico det(A) # 0O

Se per assurdo, fissato « , 3T, X, CONx #= X siavrebbe la situazione:

a a

55{ l\\f\r

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 3, 16

Proprieta dei sistemi as. stabili:

3. il movimento dipende asintoticamente solo da u(t)

£(t) = o) + (1)

0
-se u(t) =0 allora lim z(¢) = 0; lim y(¢) =0, Vzo
t—o0 t—o0

— oy ou(®)
__J qualsiasi 0<t<t
" se “(t)_{o t>1 o™
7 2
allora lim x(t) = 0; lim y(t) =0, Vg
t—00 t—00
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Proprieta dei sistemi as. stabili:

4. se u(t) = {

O t<O0
u 120

allora l'uscita Y(t) tende a

Prof. Thomas Parisini

j=pi=(-CA 1B+ D)u

<

s u(t)

Parte 3, 17

Fondamenti di Automatica



Parte 3, 18

Proprieta dei sistemi as. stabili:
5. se u(t) e limitato y(t) & limitata

Ju(®)] < K,Vt>0 3H : [ly()[| < H,Vt>0

+ u(t) t y(t)

Stabilita esterna — BIBO (bounded input bounded output)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



ATTENZIONE!!!

Asintotica stabilita

Stabilita BIBO

(solo sotto opportune ipotesi)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 20

Stabilita dei sistemi lineari a tempo continuo:
riassumendo

- stabilita (> Movimento libero limitato

- asintotica stabilita ﬁ Movimento libero convergente a 0

- instabilita (> Movimento libero divergente

z;(t) = e2(0)

b Le proprieta di stabilita sono determinate dal comportamento nel
tempo della matrice At

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Esempio (n=1)

ot a scalare

a <0

a <0

a>0

)

)
)

- stabilita”

Parte 3, 21

- asintotica stabilita”

- instabilita”

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 22

Caso generale: studio di ¢

(1) A diagonale

(2) A con autovalori reali distinti

(3) A con autovalori complessi distinti

(4) A con autovalori multipli

7\

A diagonalizzabile A non diagonalizzabile

b vedi casi (2) e (3) b Forma di Jordan

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 23

(1C) A diagonale

81 e o o O
A: — 81,82,...,Sn
0 R Autovalori di A
_ eslt 0 -
AL

La matrice eAt e'una matrice 70 X 7 di funzioni del tempo

contenenti i termini esit

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 24

(1C) A diagonale

s; <0, Vi — - stabilita”
s; <0,Vi ) - asintotica stabilita’

Ji:s;, >0 ) - instabilita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 25

(2C) A con autovalori reali distinti

$1,525+++,5n 81#82#'”#8’”’
Autovalori di A

s1 «-- O
A=MAM™1 A= -
0 - sn
1
At:I+At+—A2t2+--- MM =1

=T+ MAM™ 1t+ (MAM "Y(MAM 1) + -

=M(I—|—Et+—(/'it)2+~-) M1 "
2 / contiene i termini €

- MeA"tM—l )

eslt i %5 O
6At — M - M—l
O o« o o eS'I’Lt

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 26

Esempio
1 = —2x1 + 62> A — —2 6
ro = —2x1 + Sz —~2Z D
Autovalori:

s+2 —6

pa(s) = det(sl — A) = det [ 5 s_5

]=(8+2)(8—5)+12

=352 —-3s+2=(s—2)(s—1)

s1 =1, sp =2

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 27

Autovettori:

Av = sqv fuzlvll

-2 v | _{ [o1 —2v1 + 6v2
-2 5 0 0 —2v1 + bvo
(per esempio)

v1 = 2v2 U(l):[fl

U1
v2

—2 vl | .| W1 —2v1 + bvy = 2vq
-2 5 vUo (%) —2’01 = 5’02 = 2’02
(per esempio)

3
v = o, v<2>=[g]

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 28

Diagonalizzazione:

M:[Um‘v@)]:[f g] M‘1=[_f _3]
el B [ EHIFHE

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 29

Calcolo di eAt

et 0
0 €2t

=325 ][4 )

[ 4et — 3e2t et -+ 6e2t ]

oAt — MeAtM‘l — M [ ] Ve

Det — 2e2t 3¢t + 42t

Instabile perche’ almeno un elemento (tutti in questo caso) di

eAt diverge

Fondamenti di Automatica
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Parte 3, 30

(3C) A con autovalori complessi distinti

Consideriamo il caso n = 2 : $1 =0+ Jjw; S) = 0 — Jw

Autovaloridi A

eAt contiene termini del tipo:

LTt 4 5 (o—jw)t

dove

y=a+j38;, y=a—jp

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 31

eI 4 o (o—ju)t

= ~e [cos(wt) + jsin(wt)] + Fe* [cos(wt) — j sin(wt)]

e’ [(v + 7) cos(wt) + j(y — ) sin(wt)]

et [2a cos(wt) 4+ §(528) sin(wt)]

= Q[a cos(wt) — Bsin(wt)]

N— g

-~

limitata V¢ >0

Questo e il termine responsabile della
convergenza/divergenza nel tempo

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



Parte 3, 32

Quindi:

Re(s;) <0,Vi <mm)  -stabilita’
Re(s;) < 0,Vvi 4<mm) - asintotica stabilita’

Ji: Re(s;) >0 <mm)  -instabilita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 33

(4C) A con autovalori multipli

Esempio 1:

contiene termini del tipo e®?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 34

(4C) A con autovalori multipli

Esempio 2:

Az[all 8§81 = So =«
A non e’ diagonalizzabile!

Proviamo a fare il calcolo diretto:

1
eAt:I+At+§A2t2+---

k k—1
k| & ko
=1 ]

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 35

Oék kak—l tk:
_ eozt t+at2+...+ak—1(kikl)l 4+
0 eat
. eat teat
- 0 eat

contiene termini del tipo e, te®™

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



a <0

a>0

=)
=)
)

- instabilita”

Parte 3, 36

- asintotica stabilita”

- instabilita”

Prof. Thomas Parisini
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Generalizzando:

- autovalori multipli con molteplicita™ v

- non diagonalizzabile

At

€ contiene termini del tipo

Parte 3, 37

et thesit p =12 .. v—1

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 38

In sintesi:

Data la matrice A

At

gli elementi della matrice e contengono termini del tipo
thSt
dove:
sec C
ke N

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



_ B ot Parte 3, 39
Studio qualitativo del termine t"e
a) seR
s <O s=20 s>0
1 est . 1(t) st
k=0 C 1
! > 1 > 1
test At
£
test t
k=1 I"" > 1 I > 1 | > 1
2 t2
0 :.' B st
£ 2°
st —
2° 2

™
N
v
8
v
~
v
8
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k st Parte 3, 40
Studio qualitativo del termine t"e

b) s€C, s1 =0+ jw, so =0 — jw

o< 0 =20 o>0
et cos(wt + ¢)
4 /60'1: eot COS(wt + (15) 4 COS(wt " (b) 1 < f /
1 N \;/ 1k _‘/-_ A = \//
<. 1= T
k=0 =t T vt 7t
-7 LA _\M_v =
y RN
L SNo
teot 1 el g
v S te?t cos(wt + ¢) 4 /[|  tcos(wt+ ¢) y 7
0’. \

e :——-——————V S VA W o e e
k=1 N\, ¥ - t e t N t
» 7 N
R \
\ . \
t2 t2 N t_eO't \
. A S
po~ gerteoserta] | Seoswrd) |1 o
Fi \ / / —e%t cos(wt + ¢)
k p— 2 e,'/ - ,/ ’ / 2
I B AVER S BR Y A LA —_————— SH—
4 ny y
\, ’ t \ t \ t
A / \ \
\ \

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 41

Quindi si dimostrano 1 seguenti:

Teorema 1C

Re(s;) < 0,Vvi <)  asintotica stabilita
Teorema 2C

Ji: Re(s;) >0 mm)  instabilita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 42

Caso critico:

Re (Sz) <0, WV
‘ non asintoticamente stabile
di: Re (Sz) =0

- autovaloricon Re(s;) =0

dictinti ‘ Stabile ma non asintoticamente
istinti

- autovaloricon Re(s;) =0

multipli = N

‘ Stabile ma non asintoticamente
P,

Instabile

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 43

Rappresentazione grafica:

I Im(s)

Re (s)

Regione di asintotica stabilita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 44

Altri criteri di stabilita’

Criteri che non richiedono il calcolo degli autovalori:
mmm) - basati sullo studiodi A

- basati sullo studio di

p(s) = det(sI — A) = pps"™ + 18" L+ + pp_15+ ¢n

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 45

- Criterio 1

Se A e triangolare

b a; < 0, Vi ¢mm)  asintotica stabilita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 46

- Criterio 2

asintotica stabilita’ s tr(A) <O

tr (A) >0 mam)  instabilita®

Per dimostrare questo criterio basta ricordare:

n n n
tr(A) = Z Qi = Z S; = Z Re(Si)
=1 =1 =1

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 47

- Criterio 3

asintotica stabilita’ mam) det(4) #0

Per dimostrare questo criterio basta ricordare:

n
det (A) = H S;
=1

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 48

Altri criteri di stabilita’

Criteri che non richiedono il calcolo degli autovalori:

- basati sullo studiodi A

‘ - basati sullo studio di

p(s) = det(sI — A) = pps"™ + 18" L+ + pp_15+ ¢n

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 49

-Criterio4 n=2

asintotica stabilita’ Re(s;)) <0,i=1,2 {0, 91, P2}

# 0 e concordi
Dimostrazione:

005 + @15+ 2 = po(s — 51) (s — 52)

__ Y2
$18p0 = ——
¥0
¥1
8 T3 = ——
¥0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 50

- Criterio 5 n generico

asintotica stabilita’ 4mmm)  Re(s;) <0,Vi mmm) {v;,i=1,...,n}
# 0 e concordi

Dimostrazione (con s; reali):

8 < 0, Vi ‘ il polinomio ¢(s) = po(s —s1)(s—s2) - (s — sn)

ha tutti i coefficienti positivi

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Esempi

0(s) = s3 + 3s° + 25
p(s) =s3+2s+5
go(s)=s3+582—23—|—4

0(s) =s>+5s°+2s+ 4

Parte 3, 51

non asintoticamente stabile

non asintoticamente stabile

non asintoticamente stabile

22?

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 52

Tabella di Routh
Dato  ¢(s) = s + 15" L+ + op_15+ ¢n

\
1 po| P2 P4
2 p1| P3 ¥5
- : : v al massimo

i—2 |[h h;}fh’g .
i—1 |k ko

?Qf@ b -
@:—k—lldet“;i Z;] @:—kildet[;: Zi]

1 :
lj = ——det [ by Tt ]
k1 k1 kj41

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 53

- Criterio 6 (di Routh)

Re(si—1) <0,Vi>1 {mm) {ri}
# 0 e concordi

- Criterio 7 (di Routh-Hurwitz)

Se e’ possibile completare la tabella di Routh (n+1 righe), allora il numero di

radici con parte reale positiva e pari al numero di cambiamenti di segno nella
prima colonna della tabella di Routh ed il numero di radici con parte reale

negativa e pari al numero di permanenze di segno nella prima colonna della
tabella di Routh.

L o No cambiamenti di segno nella
b asintotica stabilita® €= prima colonna dalla tabella
completa

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 54

Verifica n=2

p(s) = pos® + p15 + ¥o

1 |90 92 O
2 |1 0 O
3 a 0 O
1 o P2

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 55

Esempio 1

p(s) =s3+5s°+2s+4

1/ [1]2 O

21 15/4 0

3 |a|0 O

41 |B/0 0

a——g = 5 4| 5 segni concordi nella colonna 7°4
4 5 4| asintotica stabilita
ﬁ——&det[a O]_4

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 56

Esempio 2

go(s)=s4+253—|—432—l-93+6

114 6

209 0 29 2
al 6 0 . 5 @

g 8 8 6:_adet[a 6]:33

@ Due cambiamenti di segno

nella colonna T°f

instabilita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 57

Esempio 3

o(s) =s*+6s3+11s°+ 65+ K

1] 11 K
1 2
6 6 O a:——det{fo 16{]=g(1o—f()
10| K O
al O O
& 0 O Se K>0 e K<10

@ no cambiamenti di segno

nella colonna T'f

asintotica stabilita’

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 58

i Fezka?
Esempio 4 Fo = hz
(LU1=ZE2
4 f ha:
LTy = ——&L1 — ——
2 M 1 M 2
L y=m

O 1
M M

S —1
@(S)Zdet(sI—A)Zdet[_A;% 3+7€T]

h k
iy oD _
= s“ 4+ s+M dove M >0,k>0,h>0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 59

a) k>0,h>0

Re(s;) <0,i=1,2 ‘ Asintoticamente stabile

b) k>0, h=0

k k
— g2 — = 94/ —
o(s) = s° + - ‘ 51,2 Ty

Re(s;)) =0,1=1,2 ‘ Stabile (non asintoticamente)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 60

c) k=0,h>0

h h
@(8):32+Ms ‘ 81:0;82:_M

Re(s1) =0 ‘ Stabile (non asintoticamente)
{ %1 i xzh zo(t) = wzoe_‘ﬁ’}—tt_)—;O
e _MxQ ‘ T = :13206_%'5
#0) = [ 28 ] b r1(t) = 210 + 220 /Ote_%TdT
= 10 — wzo% (6_%t - 1)
70 + xzo%

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 61

d) k=0, h=0

p(s) = 2 ‘ s12=0 ‘ Non asintoticamente stabile

A= [ 8 (1) ] ‘ Instabile

\

Bo(t) = @ag, Vi

z1(t) = @10 + Zoot

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 62

Stabilita dell’equilibrio nei sistemi non lineari

{xzfém’“; 0= f(a,7) 7
Yy—gxr,u
Stato equilibrio associato
all"ingresso 4

Perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

uw(t) =u,t >0

2(0) = 7 + 6% z(t) #z,t >0

Movimento perturbato dello stato
A .’,B(t)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 3, 63

Stabilita dell’equilibrio nei sistemi non lineari

Per sistemi non lineari la stabilita’ dell’equilibrio € una proprieta locale

b DOMANDA: e possibile studiare la stabilita’ dell’equilibrio analizzando le
proprieta’ di stabilita’ del sistema lineare ottenuto per linearizzazione
intorno a tale stato di equilibrio?

RISPOSTA: si !!!

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 64

Sistema linearizzato:

S|

{w'=f(x,u) 0= f(z,7)
y = g(x,u)

0 = fo(Z,u)ox + fu(Z,u)du

Y

A B
oy = gx(x,u)ox + gu(x,u)du
C D
: = L B 1= Lg.n:sT
xr = Ax + Bu - covalori di
— O7 + Du u € §Rp autovalori di
’ veR A= fo(%,7)

Fondamenti di Automatica
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Quindi si dimostrano 1 seguenti:

Teorema 1

Re (s;) < 0, Vi ‘ x Stato di eq. asintoticamente stabile

Teorema 2

Ji: Re(s;) >0 mmm) T Stato dieq. instabile

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 66

Caso critico:

T stato di eg. asintoticamente stabile

? mm) T stato dieg. stabile

Re (Sz) <0, WV

di: Re (Sz) =0
x stato di eq. instabile

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 67

Esempio 1 Ponendo
B = ¢ e = L1
o = . L2
(@1 =)
MgL h 1
y=x1
-_ |0
|0
_ 0 = @p
u(t) =1 =0 { 0=_-ML Ginzy)

O

81
|
1
N
| —

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- analisi di stabilita” dellostatodieq. 1 — !

i gfl gfl
fm(w,u) = 3% a‘%
| Ox1 Oxo

p(s) =det(s] —A) =s (s + %) +

h MglL

—>0,—>0

J J

x

I

gl

O
O

] Parte 3, 68

h
J 7 57
@) 1 _
_ MgL _@]:A
7 J
MgL — o  h MglL
7 STt

Re(s;)) <0,i=1,2

stato di eq. asintoticamente stabile

Prof. Thomas Parisini
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- analisi di stabilita” dellostatodieq. 1 — [

- d0f1 9f1
ori1 Oxo
Of2  0fo

| Ox1 Oxo

8

=~

Parte 3, 69

0 1 ]
cos(z1) —2 i
1 -
_h ] = 4
5]

p(s) = det(sl — A) = s (3 + %)@% — g2 4 %SC’%(?L

h

MglL

—>0,—>0

J

Prof. Thomas Parisini

J

Re(s1) >0

X stato di eq. instabile

Fondamenti di Automatica
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Esempio 2

(11 = x120U + 1 — U

{ Tp = —x2 u(t) =u =3
|y =27 — a2

- Equilibrio

O=3xz1z0+x1—3 — —

Prof. Thomas Parisini
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Parte 3, 71

- Linearizzazione

- gfl gfl - ToU 1l z1u
- =\ __ g o —
fo@W) =1 0p of —[ 0 _1]__
[ 5‘%1 8.732 _ 5;& T, U

- Stabilita

S1
S2

Prof. Thomas Parisini

[ zou+1 za] _[1 o9
— 0 —1 |~ |0 -1

T stato di eq. instabile

Fondamenti di Automatica
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Stabilita: il caso dei sistemi
dinamicli a tempo discreto

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Stabilita:

Le definizioni delle proprieta di stabilita per i sistemi dinamici a
tempo discreto sono analoghe a quelle viste per i sistemi
dinamici a tempo continuo.

- del movimento (vedere libro ma-ner-eempreso nel programma‘)
- dell’ equilibrio <«

- del sistema (solo sistemi lineari)
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Stabilita dell’ equilibrio
{x[k—l—l] = f(x[k], ulk])
ylk] = g(zfk], ulk]) o= f(z,u) w—)

Stato d’ equilibrio
associato all’ ingresso 7

S|

Consideriamo ora una perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):
ulk]
z|0]

IV

0

|
=g

, k
) xlk|l#£2, k>0
+ 0%

|
S|

Movimento perturbato dello stato
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Definizione: stabilita dell’ equilibrio

r e stato di equilibrio stabile se:

Ve >0 dé6(e) >0
Vz[0] : [|[0Z| < d(e) wmmdp |x|k| —Z| <€, VE>O0
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Definizione: stabilita asintotica dell’ equilibrio

T ¢ stato di equilibrio asintoticamente stabile se:
a) e stabile cioe se:
Ve >0 dd(e) > 0:
Va|0] : ||0x] < d(e) mmmd ||z|k] — Z|| <€, VE>0

b) vale la seguente proprieta
lim ||z[k] — Z|| = 0
k— o0
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Definizione instabilita dell’ equilibrio:

T & stato di equilibrio instabile se non e stabile
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Stabilita dell’ equilibrio:
interpretazione grafica

f(z,u) =2

Akm2

:,{L’l / :1,‘1

Stabilita Asintotica Stabilita
raggio £

Si confrontino le analoghe proprieta viste per i sistemi
dinamici a tempo continuo.
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Stabilita dell’ equilibrio:
strumenti d’ analisi

{x[kﬂ] = f(al, uk]) == f(e,E) w— T

ylk] = g(z[k], ulk]) Stato d’ equilibrio
associato all’ ingresso u

Come fare a stabilire se lo stato d’ equilibrio € stabile oppure no?

Cercheremo di analizzare la stabilita degli stati d’ equilibrio di un
sistema non lineare facendo uso del sistema linearizzato, ottenuto
in corrispondenza di ciascuno degli stati d” equilibrio considerati.

Per farlo abbiamo bisogno degli strumenti che permettono di
analizzare la stabilita dei sistemi dinamici lineari a tempo discreto.
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Stabilita:

Anche in questo caso le definizioni delle proprieta di stabilita
sono analoghe a quelle viste per i sistemi dinamici a tempo
continuo.

- del movimento (vedere libro ma-ner-eempreso nel programma‘)
- dell’ equilibrio

- del sistema (solo sistemi lineari) — <mm—
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Stabilita nei sistemi lineari stazionari

zlk+1] = Azlk]+ Bulk]
ylk] = Cuxlk]+ Dulk]
a) In condizioni di equilibrio
r|0] = =X
ulk] = u, k>0

k—1
L wlk] = A*z+ ) A" 'Bu==z, Vk >0

1=0
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b) In condizioni di perturbazione dello stato di equilibrio

|0 =2+ ox . .
_ T >
Wkl =a, k>0 o kAT, k=0
' Movimento perturbato dello stato
k—1 |
b x[k] = AF (z — 5@) + Y A" 1Bg
\ J J’:O ~ _/
/ -
v
=z 4 AF oz
Ricordiamo:
b 2[k] — 7 = A*67
N x1[k] = A*z[0]
Szlk] = AR5z
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Sistemi dinamici lineari a tempo discreto

instabili

Asintoticamente stabili

- semplicemente stabili
- al limite della stabilita

- stabili ma non asintoticamente
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Quindi riassumendo:

- la stabilita non dipende dal particolare valore assunto da x

b la stabilita non & una caratteristica dello stato
di equilibrio ma del sistema nella sua globalita

- la stabilita dipende da AF.

- stabilita ) AR glimitata VE >0
- as. stabilita  4mmp lim AF =0

- instabilita [ — Ak diverge
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Proprieta dei sistemi asintoticamente
stabili a tempo discreto

Troveremo risultati analoghi a quelli validi
per i sistemi dinamici a tempo continuo!
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Proprieta dei sistemi asintoticamente stabili:

1. spostato dall’ equilibrio, il sistema tende a tornarci
2. fissato ., x & unico: as. stabilita ® Z unico ™ det(I — A) #0

3. il movimento dipende asintoticamente solo da | k]

|k] = NQ#L (K]

O
-se ulk] =0 allora lim z[k| =0; lim ylk] =0, Vz|0]
k— o0 k— o0
4
_ | qualsiasi 0 <k <k . .
@ - E‘ - - @ k

allora lim z[k] =0; lim ylk] =0, Vz[0]
k— o0 k— o0
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Proprieta dei sistemi asintoticamente stabili:
ulk]
(0 k<0 )

4. ge U[k]:< - TR EEEEEEEEEXEXXS
U kZO @ >
N k

allora ' uscita y[k| tende a

j=pia=|C(I-A)"'B+D|u

ylk]
Y .. ................. ® ...... ..... Y S—
.'T [ )
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Proprieta dei sistemi asintoticamente stabili:

5. se ulk] &limitato  mmm) ylk] & limitata

lu(B)| <U,Vk >0 wm) IH: |y(k)| <H, Vk=>0

Stabilita esterna — BIBO (Bounded Input Bounded Output)
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ATTENZIONE!!!

Stabilita asintotica x

Stabilita BIBO

(solo sotto opportune ipotesi)

Considerazioni analoghe a quelle fatte nel caso dei sistemi a tempo continuo!
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Stabilita dei sistemi lineari - tempo discreto:
riassumendo
- stabilita @m=)  Movimento libero limitato

- stabilita asintotica ﬁ Movimento libero convergente a 0

- instabilita @)  Movimento libero divergente

‘ ri[k] = A% - 2[0]

Le proprieta di stabilita sono determinate dal comportamento
nel tempo della matrice A Lo
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Esempio: caso scalare (n=1)

ak

a Scalare
la| <1 ) - stabilita

la] < 1 ) - stabilita asintotica

jal > 1 =) - instabilita
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Caso generale: studio di AK

(1) A diagonale

(2) A con autovalori reali distinti

(3) A con autovalori complessi distinti

(4) A con autovalori multipli

' 4 \

A diagonalizzabile A non diagonalizzabile

b vedi casi (2) e (3) b Forma di Jordan
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(1D) A diagonale

X1 --- O |
Az 1 )\1,)\2,,>\n
O --- An Autovalori di A
- Nk .
& o
A" =
|0 A

La matrice A" & una matrice n X N di funzioni del tempo

contenenti i termini )\i-C
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(1D) A diagonale

N <1,Vi <4ammp - stabilita
| <1,V <) - stabilita asintotica

37N> 1 S - instabilita
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(2D) A con autovalori reali distinti
A1, A2, ..., An A1 F Ao FE --- F )\ autovalori di A

A 0
AZMA:M_]' A:
‘ 0 A,
A9 =7 - -
Al= A= MAMT /M_1<4=I

- 2 - - -
A2 = MAMY" = (MAMYMAM™Y) = MAPMY

A3 = MA3M1

/ contiene i termini Af
i )\/f oo 0]
b Ak — M " M_l
0 A
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Autovalori ed evoluzione dello stato

L" evoluzione libera dello stato (e dell’ uscita) del sistema viene

espressa da:

e nel caso (1) ciascuna componente del vettore di stato &

semplicemente data dal termine z;[k] = z;[0] - A¥

L" uscita e proporzionale ad una delle componenti dello stato.

= nel caso (2), lo stato (I" uscita) e dato dalla combinazione lineare,
attraverso coefficienti opportuni dati dagli elementi delle matrici M

ed M1 (e matrice d" uscita C) e dallo stato iniziale, dei termini )\éﬂ
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Esempio

( iEl[k—I- 1]
xz[k—l—l]

\

Autovalori:

pa(A) = det(A] — A) = det l

=X -—3x+2=0L-2)(A—1)

N

Prof. Thomas Parisini

A+ 2
2

A1 =1; Ao =2

A—5
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]=(>\+2)(>\—5)+12

Quali considerazioni
avremmo potuto fare
se fosse stato un
sistema a tempo
continuo?
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Autovettori:

U1

b [2e)[n] =0 2] m{ 22tz

(per esempio) 2
b vy = 2vp mp ol = [1]

—2v1 + 6vy = 2vq
—2v1 + bvp = 2vo

(per esempio)
3
b2 mo[3]
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Diagonalizzazione:

welob)=[33] = e[ 23

L aoe=] 23] (392315 Y]
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Calcolodi A

k
k __ agikas—1 1% 0 1
A% = MA™M —M[O Qk]M

2 3][ 1% 0 2 -3
|1 2 o 2| -1 2
[(4-3.2F _64+6.2F
| 2-2.2F _344.0Fk

L Instabile perché almeno un elemento (tutti in questo
caso) di A* diverge!
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(3D) A con autovalori complessi distinti

Consideriamoilcaso m =2 : A1 = peje g = pe—j9

sono gli autovalori di A

b Il movimento libero dello stato (dell’ uscita) contiene termini

del tipo: . :
k k6 - k_—7k@6
ypFetIk0 5 ke~
dove

y=a+j38;, y=a—jp

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 102

,kae ]k9‘|"—y,0k —7k 6

= ¥ [cos(0k) + j sin(0k)] + 7" [cos(0k) — j sin(Ok)]

= pF [(y +7) cos(8k) + j(v — 7) sin(6k)]

= p" [2a cos(0k) + 5 (j26) sin(6k)]

= [a cos(0k) — Bsin(0k)]

N— g

-~

limitata VK > 0O

Questo e il termine responsabile della
convergenza/divergenza nel tempo!

Prof. Thomas Parisini
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Quindi riassumendo per il caso (3):

Nl <1,Vi  <4mm)p - stabilita
N < 1,vi  4mmm)p - stabilita asintotica

Ji:|N|>1 4mm) - instabilita
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(4D) A con autovalori multipli
Esempio 1:
A=|2 © A =X =a
0 ol == X=X

A & diagonale (quindi evidentemente diagonalizzabile!)

k

contiene termini del tipo o
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(4D) A con autovalori multipli
Esempio 2:

A

a 1
! B w ] ) A = A=«
A non é diagonalizzabile!

Proviamo a calcolare ricorsivamente:

2
> | o 2«
#=]0 E]

) A* = [O‘k ’“O‘k_lﬂ

O ok B
contiene termini del tipo ozk, kak—1
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Quindi riassumendo:

o) =1 ﬁ - instabilita

o) < 1 émm) - stabilita asintotica

| > 1 émm) - instabilita
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Generalizzando:

- autovalori multipli con molteplicita v

- matrice A non diagonalizzabile

£

k
A contiene termini del tipo

k
bY: Moo —=12... . v—1
(A n 7 ) ) )
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In sintesi:

Data la matrice A

b gli elementi della matrice Ak contengono termini del tipo

(1)

dove:

A e C
n €N

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Studio qualitativo del termine ( k ) =
n

a) ) € R autovalori semplici

0.8

06

0.4

0.2

Prof. Thomas Parisini

05

05F

05
0

80

B0

40

20

-20

-40
0

Im(z)

Parte 3, 109

T

\\.‘
N\

D

e

(1)

\
/// / \'\

3)
Re(z)
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Studio qualitativo del termine (

k

n

) )\k—n

a) )\ € R autovalori multipli (doppi)

Parte 3, 110

Prof. Thomas Parisini

Re(z)
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Im(z)

Studio qualitativo del termine ( k

Parte 3, 111
n )

b) \; o € C autovalori semplici # ~

mx (5/)// ) x Gl /Q\f) x (1)
|
(1) ”/\1,2” > 1 (2) ||>\1,2|| = / Re(z:
®) [COR3 /) X (1)

w——————————————— 1 e .
T ®© © i 0 9 (6)
200 e : S :

m>:::.:::: S : e >
é R

-400
-600

&% o ©
. © 0

(5) A2l =1

®

o 1 2 0
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Studio qualitativo del termine (

n

k ) )\k—n

b) A1, 2 € C autovalori multipli (doppi)

2000

(1)

B

-2000

-4000

-6000

-8000

-10000
0

06

0.4F

02r

0.2

0.4
0

Prof. Thomas Parisini

i 1 1
7 g 9 10

-10
0

05

05
0

2000

-2000 F

-4000

-6000

-5000

-10000
0

(2)  lA2l=1

FESEESEED

o

L i i i i i i i i
1 2 3 4 5 5 7 8 9 10

Parte 3, 112

X (1)
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Quindi si dimostrano i seguenti:

Teorema 1D

I\ < 1, Vi ¢é==) stabilita asintotica
Teorema 2D

Ji: N> 1 mm)  instabilita
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Caso critico:

A <1, Vi
| mm) non asintoticamente stabile
d7: |>‘Jl =1

- autovaloricon |A\;| =1

distinti ‘ Stabile ma non asintoticamente
istinti

- autovalori con

multipli - s

Stabile ma non asintoticamente
Ail=1 = o

Instabile

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Rappresentazione grafica:

instabilita \

>

Re (2)

stabilita semplice
(se poli semplici)

Regione di asintotica stabilita

Parte 3, 115
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Altri criteri di stabilita a tempo discreto

Criteri che non richiedono il calcolo degli autovalori:

mmm) - basati sullo studio del polinomio caratteristico

p(z) = det(zI — A) = ppz" + 012" L+ + pp_12 + ¢n

po 7 0
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- Criterio 1

asintotica stabilita ‘ lon| < |0l

Condizione necessaria per la stabilita asintotica e che ...

- Criterio 2

asintotica stabilita ‘ Y0 'p(l) — ©0 Z w;| >0

Condizione necessaria per la stabilita asintotica e che il polinomio
caratteristico valutato per A=1 sia concorde con ®q
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- Criterio 3

asintotica stabilita wmmp (—1)" ¢o - p(=1) >0

Condizione necessaria per la stabilita asintotica e che il polinomio
caratteristico valutato per A=-1 sia concorde con ®¥Q per n pari,
discorde per m dispari.
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- Criterio 4
po > p1 >p2 > - >pp_1 > pn >0

L asintotica stabilita

Condizione sufficiente per la stabilita asintotica e che ...

- Criterio 5

n
Zl vl < lwol —) asintotica stabilita
7 —

Condizione sufficiente per la stabilita asintotica e che ...
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Esempi
p(2) = 2>+ 422 —0.81z — 3.24 non asintoticamente stabile
(criteri 1, 3)
z1 =09, 20 =-09, 23=-4
0(z) = 224 0.62°240.1124 0.006 asintoticamente stabile (criteri 4, 5)
z1 = —0.1, 20 = —-0.2, 23 = -0.3
0(z) = 823+ 12224+62+1 27?7
Nessun criterio ci permette di
stabilire se il sistema sia

asintoticamente stabile o0 meno.

z1,2,3 = —0.5
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Trasformazione bilineare e
criterio di Routh-Hurwitz

p(2) = poz" + 012"+ +op12+ on

Lo studio della stabilita analizzando il polinomio caratteristico p(z)
non e agevole!

Con una opportuna trasformazione di variabile, si puo ottenere
un polinomio differente, da analizzare in modo molto piu agevole,

tramite il criterio di Routh-Hurwitz.

La trasformazione € tale da garantire che i risultati sulla stabilita
ottenuti analizzando il polinomio trasformato valgono anche per il

polinomio caratteristico originario.

Fondamenti di Automatica
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Trasformazione bilineare 2/ <1 (@) Re(w) <0
w+1
zZ = 1,z,w€C |z|=1ﬁRe(w)=0
w —

w+1

2] > 1 H Re(w) > 0
7=
w-1

Im(z) Im(w)

/\

Re(w)
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Trasformazione bilineare

w+1
w—1

7 —

,z, weC ¢ l

p(2) = oz + 12"+ -+ 12+ on

! |

_ p [ (w+D" (w1
y_ 4
(w+1)
‘ +90n—1(w_1) - ¥n

q(w) = gu"+qw"t+ -+ g1 w+gn
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Alcuni esempi

(1) Studiare la stabilita del sistema con equazione caratteristica

p(z) = 2242224+ 2+1

L" applicazione della formula della trasformazione bilineare
porta al polinomio

glo) = {w—1)5 (w413 (w+1)? w+l

(w—1)3 " " (w—-1)2  w-1 -4

g(w) = 5w3+w?+3w-—1
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g(w) = 5w3+w?2+3w-—1

A questo polinomio e ora possibile applicare il criterio di Routh—Hurwitz

O, N W

Dall’ analisi dei termini nella prima colonna della tabella di Routh risulta
che il polinomio ¢(w) risulta instabile: c’ & una variazione di segno
nello schema. Una radice di ¢(w) e a parte reale positiva. Cio significa
che anche il polinomio originario p(z) risulta associato ad un sistema
dinamico instabile e che, in particolare, esiste una radice con modulo
maggiore dell’ unita.
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(2) Studiare la stabilita del sistema con equazione caratteristica

p(z) = 24 +1.4234+0.7122+0.1542+ 0.012

L” applicazione della formula della trasformazione bilineare
porta al polinomio

(w4 1)2 w41
(0 —1)? +0.154 ——— 4 0.012

(w+ 1)
(w—1)%

+14(w+1)3

a(w) = (w-1)* S P

+ 0.71

g(w) = 3.276 w*+46.444 w3+4.652 w°+1.460 w+0.168
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q(w) = 3.276 w*+6.444 w34+4.652 w?+1.460 w+0.168

A questo polinomio e ora possibile applicare il criterio di Routh—Hurwitz

- 3.276 | 4.652 0.168
. 6.444 | 1.460
13.9098: 0.168
1.1831

1 0.168

...........................

O, N WP

Dall’ analisi dei temimi nella prima colonna della tabella di Routh risulta
che il polinomio ¢(w) risulta stabile: ¢’ € permanenza di segno nella
prima colonna della tabella. Le radici di ¢(w) sono tutte a parte reale
negativa. Cio significa che anche il polinomio originario p(z) risulta
associato ad un sistema dinamico stabile.
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(3) Studiare la stabilita del sistema con equazione caratteristica

p(z) = z2°+az+b =0
al variare dei parametri a, b € R

L” applicazione della formula della trasformazione bilineare
porta al polinomio

(w+1)? | (w+1)

w—18 * w—1) |

g(w) = (w—1)?

g(w) = Q1+b+a)w?+2(1-b)w—-a+1+5b

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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glw) = (1+b+a)w?+21-bw—a+1+0

Calcolando la tabella di Routh si ottiene a questo punto

O = N

(1+b+a) (14+b-a)
2(1—b)

Imponendo permanenza di segno agli elementi in prima colonna si

arriva a

(14+b+4+a > O
2(1—-b) > O
 1+b—a > O

7\

—

(

b > —a-—-1
b < 1

\b> a—1

Prof. Thomas Parisini
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(b > —a-—1
¢ b < 1
L b > a—1 b 4
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(4) Analizzare la stabilita al variare del parametro K del sistema a tempo
discreto con equazione caratteristica

224+ (K-18)24(08—-05K) = 0

con Ke R

L” applicazione della formula della trasformazione bilineare porta al

polinomio
_ (w4 1)% (w1) .
g(w) = (w—1)2 [(w—1)2 (K — 1.8) (w—1) (O.8—O.5K)]
_ 1 2 E | 18_§
aw) = S Kw +<5+K>w ! (5 2K>
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g(w) = %Kw2+(§+K) w

Parte 3, 133

La tabella di Routh per questo polinomio vale

[
| G+
o235

Imponendo permanenza di segno

agli elementi in prima colonna si
arriva a

Prof. Thomas Parisini

18 3
(5 3%
5 2
18 3 )
5 2
1y S 0
2
$ (g—I-K) > 0
5
18 3
\<?_§K> > U
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(1
— K > 0
2
< (2-|-K) > 0 ~
> (K > 0
18 3
(2_2k) > o :
[ \5 2 ks> 2
5
12
K < —
! 5
12 i i
0 < K < = Per avere asintotica stabilita
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Trasformazione bilineare e criterio di
Routh-Hurwitz: conclusioni

e E il metodo che fornisce tutte le informazioni possibili a
riguardo della posizione delle radici di un polinomio
caratteristico di un sistema dinamico a tempo discreto
(vantaggio).

e Nel caso in cui la stabilita del sistema dinamico a tempo
discreto dipenda da parametri (qualche coefficiente del
polinomio caratteristico e funzione di parametri) € il metodo da

preferire (vantaggio).

 E computazionalmente oneroso (svantaggio).
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Stabilita dell’ equilibrio nei sistemi non lineari

[ xk+ 1] = f(z[k], uk]) =z=[f(z,0) w—) =z

 ylk] = g(z[k], ulk]) Stato d’ equilibrio
associato all” ingresso

Perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

ulkl =u, k>0 B
B j ) T [k] ~x, k>0

x[O] =Z+0T Movimento perturbato dello stato
z[k]
I-.‘o .o//": *’:.?

T @ 2. - ®s.. “‘:.7::-:*..,.- .............

,.r'\.,’ Y L
|

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 3, 137

Stabilita dell’ equilibrio nei sistemi non lineari

<f x_:kﬂ]:f(‘”[’“]’“[’“]) r= f(z,u) we=p I
 ylk] = g(zzz[k], u[k]) a
oxlk + 1] = f:r:( u) - 0x|k] + fu(Z, @) - dulk]

C D
<r dxlk + 1] = Adx[k] + Boulk] A, 1 = 1,....?77,
Sulkl = Céxlk] + Déulk autovalori di
| 0ylk] k] u k] A— FE8D
Sz eR® JdueR™ JyeRP
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Si dimostrano | seguenti:

Teorema 1

[N <1,Vi mmmm)p T Stato di eq. asintoticamente stabile
Teorema 2

Fi: [N > 1 v T Stato di eq. instabile
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Caso critico:

x stato di eq. asintoticamente stabile
Al <1, Vi

stato di eq. stabile
=% l)\zl = 1

mn

x  stato di eqg. instabile
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Esemplio Consideriamo ancora il sistema SISO non lineare

(zk+1] = zi[k]+a(l - 8- z1[k]) - z1[k]+
=7 - T1[k] - z2[k] + ulk]

\ zalk+1] = molk] —0- o[k + 1 - 2 [k] - 2K
L Ylk] = x|k 5 1
T(1) = {o] T(2) = g
T = 0
)
_ n

Lz — & 36
Z (1 - 22
His

Determiniamo le espressioni dei sistemi linearizzati in
corrispondenza dell " ingresso e degli stato d’ equilibrio
considerati.
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Quindi:

|

(1+a—2apBx) — vx2)

- O0f1 Of1 |
oxr1 Oxz»o
Of> 0Ofo

| Oz1 Ox2 [z g
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—YL1
1_5_'_77331 T .1

Prof. Thomas Parisini
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T(2) =

OoOWI|H

T(3) =

) Ay =
g
n

36
-7 1

(1-a)
0

Prof. Thomas Parisini
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b

B
7
1— 64—
+B
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T =[4372%] -
/ !

Per o > O certamente stato  Per § > 2 e certamente
d’ equilibrio instabile stato d’ equilibrio instabile

>/\ % > § oppure

n
24+ =< 9
+5

Per o > 2 e certamente

stato d’ equilibrio instabile ed é certamente stato
d’ equilibrio instabile
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Esercizio “"per casa” 'iﬁ

T(3) = 9(1_ﬁ_5> 1
| 5 n) |
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