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Sorgenti ideali di tensione e corrente

Una sorgente 1deale d1 tensione mantiene 1l
valore della tensione costante qualunque sia
la corrente
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Una sorgente 1deale di corrente mantiene 1l
valore della corrente costante qualunque sia
la tensione
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Bipoli LRI
o
Rappresentazione implicita
IRE0 del bipolo:
W(?)

av(t)+bi(t) = h.(t)

* Rappresentazione esplicita di Thevenin:

vty ==2 i+ D (420
a a
= v(t)=Ri(t)+ Vv, (1)

* Rappresentazione esplicita di Norton:

w)z—%wﬂ—(—%f)

— i(t) = Gv(t) —i.(¢)

j(b¢0)



Modelli di Thevenin e Norton

)

Se esistono entrambi (a # 0, b # 0), sono due
rappresentazioni diverse dello stesso bipolo
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Modello di Thevenin: v(¢) = Ri(¢) + v (¢)
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Modello di Norton: i(#) = Gv(¢) — i (¢)




Analisi della potenza

Supponiamo che esista la rappresentazione
esplicita di Thevenin (v(¢) = V> 0, R > 0):

p(6) =v()i(t) = [Ri(t)+V,]i(t) = Ri(t)* +V,i(¢)

Max potenza erogabile (potenza disponibile):
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[ Generatori reali

* Tengono conto delle perdite interne del
generatore

1) Di1 tensione: modello di Thevenin
2) D1 corrente: modello di Norton

e Rendimento:

_ pot.sulcarico P

u

7 pot.erogata P

e



Generatori reali (2)

Chiudendo un gen. tens. Su un carico R si
ottiene:

_Ri* R,. V. R R

— ] =

DY TV TRAR V. R4R
0<ny, <1

Se R, << R, allorany =1 e 1l generatore ¢
detto d1 tensione

Chiudendo un gen. corr. Su un carico G, si
ottiene:

n; = <
" G +G,
0<np, <1

Se G, << G, alloran; = 1 e 1l generatore €
detto di corrente



Condensatore J

Componente lineare dinamico

Rappresentazione differenziale:

o dv(D)
< i(t)=C p
\V(O) =V,

Rappresentazione integrale
1 4
v(it)y=V,+—|i(7)drt
() =V, + j (7)

Energia immagazzinata ponendo V,, =0

V(v variabile d1 stato)
! v(1)
E.(t)= '([p(f)df =C _([ vdy = %Cvz(t)



Induttore

Componente lineare dinamico

Rappresentazione differenziale:

(

Jv=1 d;(; )

i(0) =1,

Rappresentazione integrale

i) =1, + jv(r)dr

1
L
Energia immagazzinata ponendo /, = 0
A (i variabile di stato)

i(1) 1

E, (t)= ! p(r)dr=1L ! idi = ELiz(t)



[ Trasformate e fasori

* [ fasor1 sono definiti per le funzioni
sinusoidali come:

u(f) = ER{Uej”’} _ 9%{\(7\ ej(wtwa)} _
= ‘(7‘ cos(a)t + goU)
dove: U = ‘(7‘@“”” (e e)

* Il vettore U 1n campo complesso ¢

detto FASORE. (N.B. L’angolo ¢y si
misura sempre in rad)

* o ¢ la frequenza angolare (rad/s)

a)zz—ﬂ, w=2rf, T:l
r /



Utilita delle trasformate

o

* Le trasformate sono strumenti che
permettono una analisi matematica
semplificata di un problema

u(?) = uy(2) + uy(?)
U=U,+U,

« Dove u(t) = R {Ue



L Trasformata di Steinmetz J

e (Consideriamo I’'insieme delle funzioni
sinusoidali isofrequenziali ()

u(t)=A cos(a)t + go)

* Ogni u(¢) ¢ 1dentificata da una
ampiezza A e da una fase o.

* Possiamo allora associare a ogni u(?)
un fasore U e viceversa.

 Trasformata di Steinmetz:
Ju(t) = U : ‘(7‘ =A, @, =¢p+2knr
U =ut): ult)=R{Te™ |

* NB: sin(x) = cos(x—m/2), cos(x) = sin(x+m/2)
(e 7% =)



Interpretazione geometrica

La funzione sinusoidale u(?) ¢ la
proiezione del vettore rotante sull’asse
delle ascisse. 1l vettore rotante
rappresenta la funzione per =0

(Ricordiamo che: |e/®Y = 1)




L Proprieta di linearita

* Comporre linearmente due o piu
sinusoidi nel tempo equivale a
comporre 1 fasor1 corrispondenti

U, U,: sinusoidi 1sofrequenziali (U, e U,)
A, Ay € R

u(t) = Au () + Au, (1) =
= 2,193{(716”’” }+ /129?{(726”’” }:
ER{(}“1(71 T /12(72 )ejm }:
= 93{(76]“”}
dove:U = AU, + AU,
* Abbiamo trovato il fasore U d1 u(?),

come combinazione lineare dei singoli
fasori



Proprieta della derivata

* Derivare una sinusoide equivale a
moltiplicare 1l fasore corrispondente
per jm

* u: funzione sinusoidale (U)
d
[)=—ul(t)=
y(t) Ep (t)

=i%{l7€j“”}= %{ﬁieﬂ‘”} =

dt dt
R{joU e |=tire’ |
dove:Y = joU

* Abbiamo trovato il fasore Y di y(?)
moltiplicando 1l fasore U per jo



Proprieta dell'integrale

-

* Per I’integrazione si procede
analogamente, dividendo U per jo:

U

J

Y =

N.B. moltiplicare per j equivale a ruotare
un vettore d1 +n/2, mentre dividere per
j equivale a ruotare 1l vettore di —m/2,
mantenendo in entrambi 1 casi il
modulo costante.

(]‘ — ech/2, 1/] — _j = e —jfc/2)

* Applicheremo le trasformate a1 circuiti
LRI e LDI



Applicazione dei fasori

il -l ea

(0 WY vy Y v

* Circuito a regime con sorgente: v (¢) = V, cos(awxt + ¢,)

* variabili: 6 [il(t)a iz(t)a i3(t)9 Vl(t)a Vz(t)a V3(t)]
* Equazioni: 6 [1 I K, 2 IT K, 3 costitutive]

— L)+, +5)=0
vi(£)—v; () =0
v3(1)—v, (1) =0
V(1) = =Ry (1) + v, (7)
dv,(?)

dr
V2 (1) = R,i,(2)

\

i(H)=C




Applicazione dei fasori (2)

* Essendo 1l circuito lineare e tempo-invariante
¢ la sorgente sinusoidale, le correnti e tensioni
sono sinusoidali. Definiamo 1 fasor1 associati:

v.(t)=V, cos(wt+@ )V, =V.e"

I, (t)=1 cos(wt+¢,) > ]_1 _ ]lej(pl—l
I,(t)=1,cos(wt+¢@,)—> ]_2 _ jzemz
I,(t)=1,cos(wt+¢@,)—> ]_3 _ ]3ej(/’i3
v, () =V, cos(at+@,) =V, =V,e'™
v,(t) =V, cos(wt+¢,,) >V, =V,e’”

v (1) =V;cos(@t +¢,;) —> Vs =Vie'™

* Le incognite sono le ampiezze ¢ fasi delle
sinusoidi, ovvero 1 moduli e le fasi de1 fasori
associati



Applicazione dei fasori (3)

* Per le proprieta viste, operiamo la
trasformazione delle equazioni con la
trasformata di Steinmetz, utilizzando 1 fasori
appena introdotti.

* Le equazioni diventano:

Ciw+iwiw=o | hTL =0

()=, (6) =0 V. =0

V(1) =y (1) =0 _

W@ =-Ri@O)+v,() Ié 2 __O .

(0= 20 Vi=—RM+V,

dt - R

v, (6) = Ry (0) [,=C (J st)

V,=R,I

* Sono 6 equazioni complesse 1n 6 variabili
complesse

* Corrispondono a 12 equazioni reali in 12
variabili reali



Applicazione dei fasori (4)

o [ fasori delle tensioni risultano essere:

1
o R _
1/1(21/2: 3): 1 11 s
+—+ joC
Rl R2
_ R,V
R +R,+ joCRR,
I7 RZVS
‘ 1‘_\/(R +R} +@*C2R’R
1 2 1772
R R
govlzgos—ataan ==+ 2km
R + R,

* Nel dominio del tempo s1 ottiene:

v (1) = iR{IZeW }: ‘171‘ cos(wt +¢, )V

20



Circuiti resistivi e fasori

* Un circuito LRI (sorgenti sinusoidali
1sofrequenziali) puo essere descritto con 1l
tableau

(Ai(t)=0
v(t)=A"e(?)
Mv(t) + Ni(t) = h (¢)

N

* Per PSE tutte le variabili del circuito sono
sinusoidali. Applicando Steinmetz, per la
proprieta della linearita, s1 ottiene

(AI=0
V=A"E
MV +NI=H_

-

* Sirisolve il sistema nelle variabili complesse
(fasori) e pot si anti-trasformano 1 risultati.



Circuiti dinamici e fasori

* Un circuito LDI (sorgenti sinusoidali
1sofrequenziali) puo essere descritto con 1l
tableau aggiungendo le derivate delle tensioni
sui condensatori € delle correnti nelle
induttanze. Supponiamo che le sorgenti siano
sinusoidali 1sofrequenziali

(Ai(1) =0
v(t) = Ale(?)
Mv(¢) + Ni(¢) = h_(¢)

3. dv, (¢)
i,()=C, gt
di (1)
\vq(t) =L, th

* Per PSE e per la proprieta della derivata dei
fasori, tutte le variabili a regime del circuito
saranno sinusoidali



Circuiti dinamici e fasori (2)

* Applicando la trasformata di Steinmetz alle
variabili sinusoidali a regime (e(t), v(t), i(t))
del circuito si ottiene

Il sistema lineare va risolto nei1 fasor1 (E, V, I)
delle variabili del circuito. S1 puo procedere
infine alla operazione di anti-trasformazione
per trovare le funzioni sinusoidali a regime
nel dominio del tempo



{ Circuiti e Laplace

* Consideriamo un circuito LRI o LDI
con sorgenti qualunque, purché
trasformabili con Laplace.
Applichiamo quindi la trasformata di

Laplace (unilatera):

LLA(O]=F(s)= | f(t)e™"ds

=0
— Proprieta di linearita

— Proprieta della derivata

B[?} = SF(s)— £(07)

— Proprieta dell’integrale

3[[ foydr|=2 ES)




Circuiti e Laplace (2)

* Consideriamo un circuito LDI e
utilizziamo la trasformata di Laplace

(AI(s)=0

V(s) = ATE(s)

MV (s)+NI(s)=H_(s)
I,(s)=ClsV,(s)—-v, (0)]
V, (s)=L{sI, ()i, (0)]

/\

* Prima risolvo 1l sistema nelle
trasformate delle variabili e po1
procedo alla anti-trasformazione. Il
procedimento € piu complicato rispetto
a1 fasori, ma da molte informazioni in
p1u (transitorio € soluzione a regime
qualsiasi).



Elementi dinamici e trasformate
con i fasori

 Trasformando le relazioni costitutive si
ottiene:

[ =joCV
, dv
i=C— o< _ 1 -
| jaC
V =7l
di /
v=L——>5<_ 1 _
dr [=——
. Jjol

* Quindi utilizzando 1 fasor1 s1 ha una
relazione algebrica tra le tensioni e le
correntl.



Impedenze e ammettenze
con | fasori

* Le mmpedenze (ammettenze) sono definite
come estensione del concetto di resistenza
(conduttanza), ovvero come rapporto delle
trasformate della tensione e della corrente di
un bipolo (viceversa). Con 1 fasorti:

V . -
Z:T:R+]X=‘z‘e””
1
I 1 - 1
y===—=G+jB =‘y‘emy =—e /7
V  z ‘Z‘
* z:1mpedenza [Q2]
e R:resistenza A9
 X: reattanza 1
vV A

* y:ammettenza [S]

(- conduttanza

B: suscettanza



|

Bipoli elementari e impedenze

con | fasori

|

Applicando le proprieta dei fasori alle
relazioni costitutive, s1 ha

R: V=R  I=_
R
_ _ 1 -
jaC
_ _ 1 —
L: V=joLl [|=—-
JjoL
Da cui1 s1 ricavano le relative impedenze e
ammettenze:
1
ZR — R, yR = E = G
: Ve = jwC
Z — —, —
C jaC C
, 1
z, =joL, y, =——



Impedenza e ammettenza
con i fasori

* Nel dominio dei fasori, la relazione tra
I’tmpedenza e I’ammettenza ¢

1
1=
Z=— = \z\
Yoo, =-e
( R
G =
LI R2+XX2
z B—_
. R+ X’



Fase dellimpedenza

* Bipolo resistivo: ¢ =0 (z=R)

* Bipolo capacitivo: o =—-n/2 (z= 1/joC)
* Bipolo induttivo: ¢ =+n/2 (z=jnl)

* Bipolo resistivo-capacitivo: —n/2 < ¢ <0
* Bipolo resistivo-induttivo: 0 < ¢ < 1/2

(Nel semipiano sinistro 1l bipolo eroga potenza)

C res-cap




Fasori e impedenze

* Per una generica impedenza z:

V =zl V| =|Z|Il, 2V =10+,
=Y “V_‘ Li=2V g,
7
+, I
>
>
V

\@:
I



L Fasori e impedenze (2) J

e Resistenza R:

V=RI>V|=R|l| £V =
* Condensatore C:
V=L T |=—i|, £V =si-Z
jaoC wC 2
e Induttore L:
17:ja)L]_—>‘I7‘:a)L‘]_‘, 417:4]_+§

Pﬁl
'PUH

= >
6 <J—n/ 2 TC
'\n/ 2

v l-‘HI
<
AN




Fasori e riferimento di fase

Consideriamo un bipolo in regime sinusoidale e
eseguiamo un cambiamento della coordinata tempo
con un At a piacere (sinusoide da —oo a +o0):

v(t) = RFe™ |

{i(r) = R{le’™ |
t=t+At

V(i) = R0 | = RiTe e |
i(t') = ER{I_ej”(t'w) }: m{fejmej“"'}
v(t') = ER{(VejA(” )ej “ }
i(t") = ER{(I_ejA‘p )ej”t'}
F'=Ve (vt =R e |
P=Tee { i(t") = R{T"e™ |

Ap=wAt —>



L Fasori e riferimento di fase (2) J

* I 'moduli dei fasori calcolati ne1 due
riferimenti sono uguali, mentre le fasi sono
traslate dello stesso angolo A

* (Questa traslazione di fase st manifesta in tutti
1 fasori del circuito.

perer 7|7
['= e’ ‘i" =|I

,LV'=ZV +Ag

I

L= /1 +Ag

"
]_v




Impedenze e ammettenze
con Laplace

-

* Trasformando con Laplace le relazioni
costitutive dei bipoli elementari, si
ottiene:

W(1) = Ri() — {V(S) =R1(s)

1(s)=GV(s)

(I(s)=sCV(s)—Cv (0)

. dv(¢)
= C < —
i(1) " —> V(S):%I(S)Jrv (0)
N S S
_ rV(S) =sLI(s)—Li (0)
di(¢)
=L . -
O = Ly O
. A) \)



Bipoli elementari e impedenze
con Laplace

|

* Le impedenze € ammettenze con
Laplace sono definite con condizioni
iniziali nulle, per cui si1 ha:

z(S)=I;(S) Y yi6)
(5) sy || | 2(s)
p(s) =) _
Vis) z(s)

zp($) =R, y(s)=G

1

zo(5) :Ea Yel(s)=sC
1

z(s)=sk, y(s)=—7



Laplace e modelli completi del
condensatore e dell’induttore

e Se consideriamo anche le condizioni
iniziali, 1 modell1 del condensatore e
dell’induttore sono:

Vels)

Vi(s)

>

ilc(s)

é Cv, ——zds)

I(s) I

+

v, /s O

zA8) ——

A

VAs)

Vi(s)



Serie di bipoli

Due bipoli sono connessi 1n serie quando
sono percorsi dalla stessa corrente (le loro
tensioni s1 sommano)

V=Vt Vv, 1= =1,

Vi=R 1, v,=R, 0,

v=R,i+R,i=(R,+R,)i=R,i
R.=R,tR,

L’ espressione sopra si estende a un numero 7

d1 resistor1 (resistenze)

Nel caso di due soli componenti
1/G,=1/G, +1/G, = (G, + G,)/G,G,
G\G,

G, =
G, +G,

NB: R---cc 2 R, R ---ca 2ca
NB: R ---R ---... —-R2> nR



Parallelo di bipoli

|

Due bipoli sono connessi in parallelo quando
sono sottoposti alla stessa tensione (le loro
correntl s1 sommano)

(=1, t1, V=V, =V,

=G v, =Gy,

=G vt Gv=(G, +Gyv=G0G,V
G,=G, +G,

[’ espressione sopra si estende a un numero 7

di resistor1 (conduttanze)

Nel caso di due soli componenti
/R, =1/R; +1/R, = (R, + R))/R\R,

R — RIRZ
R +R
1 2

N.B. la R, sara sempre piu piccola delle
resistenze R, e R,

NB: R//cc = cc, R//ca 2 R
NB: R//R//...//IR 2 R/n



Partitori di tensione

A i A
;Rl Y1 Si puo applicare
o quando ho due o p1u
% R, |v,

V:VI+V2? l:llzl2
v,=Ri, v,=Rji, v=(R +R))i

y, = il v, vV, = R, v
I_R ’  —
[+ R, R +R,

Rk
V, = V
R +R,+...+ R,

Y,

>

(N) bipoli in serie




L Partitori di tensione (2) J

* Se ho solo 2 bipoli 1n serie, posso usare
le ammettenze

1/G, G,
vV, = = 14
1/G,+1/G, G, +G,
Gl
vV, = 14
G, +G,

* N.B. 1 componenti devono essere
percorsi dalla stessa corrente perche la
regola del partitore sia applicabile



Partitori di tensione (3)

* Per poter applicare 1l partitore di tensione, le
due o piu resistenze devono essere 1n serie,
ovvero percorse dalla stessa corrente.

%>+i2

+

v.(D R2§ v,

vi,

* Poiché i, e i; non sono uguali, la tensione v,

non ¢ uguale a:

* E invece uguale a:

(R, // R,)

v, =

R +(R,//Ry) °



Partitori di corrente

R, § , <R, S1 puo applicare |
quando ho due o piu

[ (V) bipoli in parallelo

=1+, Vv=V =V,

=Gy, i,=G,v, i=(G,+G,)v
G . ._ G |

G, + G,




Partitori di corrente (2)

* Con due bipoli in parallelo, posso usare
le resistenze

__UR . R
' 1/R +1/R, R +R,
. R, .
1, = l

R + R,

* N.B. Scorre piu corrente nel ramo con
resistenza minore (vedi sistemi di terra)



[ Bipoli dinamici notevoli J

 (Consideriamo la serie di una resistenza e di
un condensatore (R, C > 0)

R C
[ |

——/\/

45



{ Bipoli dinamici notevoli (2) J

* Consideriamo il parallelo di una resistenza e
di un condensatore (R, C > 0)

-
|




{ Bipoli dinamici notevoli (3) J

e (Consideriamo la serie di una resistenza e di
un induttore (R, L > 0)

oL

47



Bipoli dinamici notevoli (4)

-

* Consideriamo 1l parallelo di una resistenza e
di un induttore (R, L > 0)

R

I
o—p— L o

L
—W—
w
V

RjolL
R+ joL
Ro’L’ . oLR’
R+l 'R+l




Bipoli risonanti reali serie

e (Consideriamo la serie di una resistenza, di un
induttore e di un condensatore (R, L, C > 0)

Ve V. Ve
; R L C
HNfzmy\Ho
’\_/
V )

z=R+ja)L+#=R+j(wL—Lj
jaC wC

* Lareattanza si annulla in ®,, frequenza di
risonanza

X, = L—L:():>a)0:1/L
oC LC

X, > 0per w > o, (comportamento res - ind)

X, <0perw < @, (comportamento res - cap)



Bipoli risonanti serie reali (2)

In ®, abbiamo 1l minimo dell’1impedenza (z =
R), 1l cui modulo tende all’infinito per ® = 0
e per =2

Se alimentiamo 1l circuito risonante con una
sorgente di1 tensione sinusoidale costante in
ampiezza, otteniamo 1l massimo della
corrente alla frequenza di risonanza

E il piu semplice filtro passa-banda

Im{z} A
0>,
res-ind
®, >
R Re{z}
W<,
res-cap




Bipoli risonanti serie reali (3)

o

* Rappresentazione grafica dei fasori relativi a un
circuito risonante serie reale, dove la corrente ¢: i(¢) =
I| cos(w? + ;) A

AV,
O =,
> >
Vx I
vV,
th 0 > o, th
Vr
) 4 >
¢ I
¢ R v v
Ve I o < o,
v VC v Vc

* Conta lo sfasamento relativo tra tensione € corrente
(angolo @), non il valore assoluto della fase che
dipende dall’origine (arbitraria) dell’asse temporale



Bipoli risonanti parallelo reali

* Sono equivalenti a quelli serie. Invece della
impedenza, calcoleremo I’ammettenza (si
scambiano tra loro tensioni e correnti)

R
Ny, —

i~
— 0 g t~



Teorema di Thevenin

* Consideriamo un bipolo LRI collegato al
resto del circuito tramite due terminali

i(?)

——o——

LRI Iv(t) N

+
v (D Iv(t) N

V(t) = R i(2) + v, (1)



Teorema di Thevenin (2)

Ogni bipolo LRI ben posto e controllato in
corrente puo essere sostituito con la serie di
un generatore 1deale di tensione e di una
resistenza, calcolati opportunamente, senza
influenzare la soluzione di un qualsiasi
circuito esterno connesso al bipolo stesso.

R, : s1 calcola spegnendo tutti 1 generatort
indipendenti (tensione: corto circuito,
corrente: circuito aperto)

Veq(?) tensione a vuoto a1 morsetti con tutti 1
generatori inseritl




Teorema di Thevenin (3)

La caratteristica di un bipolo LRI ¢

/

Se la caratteristica deve essere la stessa in
entrambi 1 casi, I’equazione diventa (R, ruota

la retta, v, la trasla)

V(1) = R, i(t) +v,, (1)

i(t) = ‘g—t) — Vz(t)

eq eq




Teorema di Norton

* Consideriamo un bipolo LRI collegato al
resto del circuito tramite due terminali

i(?)
——

LRI Tv(t) N

i(t)
<

ieq(t) T@ § Geq Tv(t) N

i(t) = G, (D)=, (1



Teorema di Norton (2)

Ogni bipolo LRI ben posto e controllato in
tensione puo essere sostituito con 1l parallelo
di un generatore 1deale di corrente € di una
conduttanza, calcolati opportunamente, senza
influenzare la soluzione di un qualsiasi
circuito esterno connesso al bipolo stesso.

G, si calcola spegnendo tutti 1 generatori
indipendenti (tensione: corto circuito,
corrente: circuito aperto)

i, - corrente di corto circuito ai morsetti con
tutti 1 generator1 inseriti




Thevenin e Norton

* Tutt1 1 bipol1 LRI descritti da una
caratteristica obliqua hanno entrambi
gli equivalenti

* Fanno quindi eccezione 1 bipoli la cui
retta € verticale o orizzontale (sorgenti
1deali d1 tensione con 1n parallelo una
resistenza e sorgenti 1ideali di corrente
con 1 serie una resistenza)

* Per 1 bipoli LDI s1 ricorre ai fasori o
alla trasformata di Laplace; gh
equivalent1 di Thevenin e di Norton s1
trovano con le stesse regole
. Veg (1)

, 1,(t)= 13 =v,, ()G,

eq

1
G, =—
R,




Sorgenti indipendenti ideali

Fanno eccezione 1 bipoli la cui retta ¢
verticale o orizzontale (sorgenti 1deali
di tensione con 1n parallelo una
resistenza e sorgenti 1ideali di corrente
con 1n serie una resistenza)

i(f) i(f)
<4— 44—

+ +
v O =R Tv(t) v(® D Tv(t)

R, j
s i(D) z(<t)_.
IV(I‘)

i) Iv(t) i)t




Thevenin, Norton e trasformate

* Per1 bipoli LDI si ricorre ai fasori o a
Laplace; gli equivalenti di Thevenin e di
Norton s1 trovano con le stesse regole,
sostituendo le impedenze e le ammettenze alle
resistenze ¢ alle conduttanze, rispettivamente,
¢ 1 fasor1 o le trasformate di Laplace alle
grandezze nel dominio del tempo. Con 1
fasori, ad esempio:

V=2I+7V,
I=vy -1,

-V, _
V=, [ ==V

eq 2
eq eq
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