
Tecniche di ricampionamento



Ricampionamento

• Supponiamo di voler stimare un parametro di 
interesse 𝜃 sulla base del campione a 
disposizione.

• Diverse possibilità tra cui

- metodo bootstrap

- metodo jacknife







Ricampionamento: Bootstrap method

La tecnica è stata introdotta da B. Efron (1979) per ricavare 
misure di incertezza e distorsione sulla accuratezza delle stime 
di parametri incogniti.

La tecnica si applica quando la forma funzionale della VA non 
è nota e si è quindi costretti ad utilizzare la relativa forma 
funzionale non parametrica (vedi la FDR empirica ෠𝐹).

Supponiamo di avere un campione casuale semplice e di voler 
stimare un certo parametro di interesse:

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 = 𝑋 ↔ 𝜃 = 𝑡 𝐹 var i.i.d.

Allo scopo introduciamo uno stimatore del tipo: መ𝜃 = 𝑠 𝑋





Ricampionamento: Bootstrap method

Supponiamo di avere un campione casuale semplice e 
di voler stimare un certo parametro di interesse:

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 = 𝑋 ↔ 𝜃 = 𝑡 𝐹 var i.i.d.

Introduciamo uno stimatore del tipo:

• መ𝜃 = 𝑠 𝑋







Ricampionamento: Bootstrap standard error

• Il primo passo fondamentale è ottenere un 
campione bootstrap su cui lavorare. Un campione 
di questo tipo si ottiene da quello di partenza 
ricampionando casualmente con ripetizione, 
prendendo in considerazione la FDR empirica.

• Dal nuovo campione ottenuto 𝑋∗ passiamo a 
calcolare la replica bootstrap dello stimatore 
prescelto. ෠𝜃∗ = 𝑠 𝑋∗

• Valutiamo l’accuratezza della stima tramite 
misure come l’errore standard e la distorsione. 







Ricampionamento: Bootstrap standard error



Ricampionamento: Bootstrap bias

• L’accuratezza dello stimatore ෠𝜃 può essere valutata anche in 
termini di distorsione.

• Ragionando al di fuori della tecnica bootstrap la distorsione 
dello stimatore ෠𝜃 è data dalla relazione:

• 𝐵𝐹 ෠𝜃, 𝜃 = 𝔼𝐹 𝑆 𝑋 − 𝑡 𝐹

• La stima bootstrap della distorsione utilizzando la Fdr
empirica è:

• 𝐵 ෠𝐹
෠𝜃∗ = 𝔼 ෠𝐹

෠𝜃∗ − 𝑡 ෠𝐹 = ෠𝜃 ∙
∗ − ො𝜎

• essendo ො𝜎 la stima plugin di 𝜎.
• Per molti stimatori la stima bootstrap della distorsione deve 

venir approssimata utilizzando metodi Monte Carlo.



Ricampionamento: Bootstrap bias

• A livello pratico lo schema consiste nell’individuare un 
certo numero di campioni bootstrap a partire dai quali 
calcolare le corrispondenti repliche bootstrap. 

• Poi si approssima la quantità 𝔼 ෠𝐹
መ𝜃∗ con la media delle 

repliche bootstrap già vista in precedenza መ𝜃 ∙
∗ .

• Si individuano le stime plug-in ො𝜎 ed infine si passa a 
calcolare la stima bootstrap della distorsione:

• 𝐵 ෠𝐹
መ𝜃∗ = መ𝜃 ∙

∗ − ො𝜎



Ricampionamento: Jackknife

Contesto di nascita del metodo è l’analisi delle serie 
temporali (Quenoville 1959). Due anni dopo Tukey lo utilizza 
per sviluppare un metodo generale di costruzione di intervalli 
di confidenza approssimati.

• Il jackknife è una tecnica per valutare l’accuratezza di stime 
tramite misure quali:

• l’errore standard;

• la distorsione.



Ricampionamento: Jackknife

• Anche per questa tecnica consideriamo una VA 𝑋 da cui 
otteniamo una sequenza di VA  𝑋1, … , 𝑋𝑛 i.i.d. che 
costituisce il campione 𝑋. 

• Se siamo interessati ad un parametro 𝜃 = 𝑡 𝐹 che 
caratterizza la distribuzione della VA, allora andremo a 
considerare uno stimatore:

• መ𝜃 = 𝑠 𝑋





Ricampionamento: Jackknife

• Il primo passo fondamentale è ottenere un campione 
jackknife su cui lavorare. Un campione di questo tipo si 
ottiene da quello di partenza eliminando ad ogni passo 
l’elemento relativo a quel passo (p.es. nel primo campione 
non sarà presente il primo elemento) .

• Per valutare l’accuratezza della stima dobbiamo partire 
costruendo i campioni jackknife. Se il campione di 
partenza ha dimensione 𝑛, i campioni jackknife si 
ottengono lasciando fuori una osservazione alla volta. Alla 
fine otterremo 𝑛 campioni jack-knife di dimensione 𝑛 − 1.



Ricampionamento: Jackknife

• Dai campioni jackknife si calcolano le relative repliche e si 
procede a calcolare le stime di errore standard e 
distorsione:

• ෞ𝑠𝑒𝑗𝑘 =
𝑛−1 σ𝑖=1

𝑛 ෡𝜃𝑖
∗−෡𝜃 ∙

∗
2

𝑛
;

• ෠𝐵𝑗𝑘 = 𝑛 − 1 መ𝜃 ∙
∗ − ො𝜎 .









ESEMPIO

Score data di Mardia, Kent , Bibby (1979) ripreso 
da Efron (1993) 



Score data di Mardia, Kent , Bibby (1979) ripreso da Efron (1993) 

• Stud. mec vec alg ana sta

• 1 77.00 82.00 67.00 67.00 81.00

• 2 63.00 78.00 80.00 70.00 81.00

• 3 75.00 73.00 71.00 66.00 81.00

• 4 55.00 72.00 63.00 70.00 68.00

• 5 63.00 63.00 65.00 70.00 63.00

• 6 53.00 61.00 72.00 64.00 73.00

• 7 51.00 67.00 65.00 65.00 68.00

• 8 59.00 70.00 68.00 62.00 56.00

• 9 62.00 60.00 58.00 62.00 70.00

• 10 64.00 72.00 60.00 62.00 45.00

• ……………………………………………………….











• (SAS Guide)











Eccetera..



Studente tests: mec (c)  vec (c) alg (o)   ana (o) sta (o)

(o) open book (c) closed book

Cinque numeri per rappresentare

la capacità del generico studente 

• Sintetizzando un unico numero

può rappresentare la capacità

del generico studente per es l’IQ

( Intelligenge Quotient) ? 

Si nel caso il primo autovalore

sia 1 e gli altri nulli . 

Qui non succede.



• La prima componente principale dà pesi positivi di circa pari 
ammontare a tutti i test per cui si può interpretare come prendere 
per ogni studente il punteggio totale o quello medio (Efron 1993)

• La seconda componente principale dà pesi positivi ai test a libri 
aperti e negativi ai test a libri chiusi per cui si può interpretare come 
una performance degli studenti a seconda che i test siano a libri 
aperti o a libri chiusi. 



• l1 = 696,536

• ෡𝜃1= l1 /Sli = 0,6157 (percentuale di varianza spiegata dalla 
prima componente)

• Qual è l’accuratezza di  ෡𝜃1? Si può utilizzare il metodo 
Bootstrap o il metodo Jackknife. (Vedi Efron 1993)



PROBLEMA VALUTARE L’ACCURATEZZA DELLA STIMA BOOTSTRAP 
DELL’INDICE DI SKEWNESS DELLA VARIABILE VEC






