R. Capone Analisi Matematica Curve e integrali curvilinei

Curve e lunghezza di una curva
Definizione 1

Si chiama curva il luogo geometrico dello spazio di equazioni parametriche

x = x(t)
y =y(t)
z = z(t)

descritto da punto p, Vt € [a, b] chiuso e limitato.
Definizione 2
Si dice che il luogo C € una curva semplice e regolare se sono verificate le seguenti tre condizioni:

1. Le funzioni x(t),y(t),z(t) sono derivabili in tutto 'intervallo [a,b] e le loro derivate sono ivi
continue;

2. Letrederivate x'(t),y’(t),z' (t) non sono mai simultaneamente nulle;

3. Non accade mai che per due valori distinti t’,t'" del parametro t si ottenga lo stesso punto p di C,
cioé non possono mai risultare contemporaneamente per t’ # t'’ soddisfatte le tre relazioni:

x(@)=x@"),yt")=yt"),zt")=z({t")

Se sono verificate queste condizioni, si dice che le equazioni scritte sopra costituiscono una
rappresentazione parametricaregolare della curva C. L'intervallo [a,b] in cui varia il parametro t si chiama
intervallo base della curva C.

Definizione 3

Una curva si dice regolare atratti se € continuae si puo dividere l'intervallo [a,b] in un numero finito di
intervalliin ognuno dei qualilacurvaeregolare.

Lunghezza di una curva

Una curva nel piano puo essere approssimata collegando un limitato numero di puntisulla curva e
utilizzando segmenti di linea per creare un percorso poligonale . Poiché ¢ facile calcolare la lunghezza di
ognisegmento lineare (utilizzando il teorema di Pitagora nello spazio euclideo, per esempio), la lunghezza
totale della approssimazione puo essere trovata sommando le lunghezze di ciascun segmento lineare

La somma delle lunghezze dei segmenti € la lunghezza del "cammino poligonale". La lunghezza del

segmento sara definita come la distanza trai due estremi.
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La lunghezza della curva e il piu piccolo numero che la lunghezza del cammino poligonale non puod
superare, ovvero € |'estremo superiore della lunghezza del cammino della poligonale, al variare delle
poligonali

Definizione 4

Siay:[a,b] = R unacurva continua, siconsideri unapartizionea =ty <t; <t, < <tp_1 <tp,=>b
dell’intervallo [a, b]. La poligonaleP, inscritta nel sostegno della curva e di vertici y(a),y(t,), ..., y(b) ha
(perdefinizione) lunghezza pari a:

(P = Y Iyt ~ o)l
1=1

Sidefinisce lunghezzadellacurvay il valore:

L(y) = sup L(P)

dove P rappresentatutte le possibili poligonali inscritte.
Definizione 5

Una curva y sidice rettificabile se
Ly) = sup L(P)

assume unvalore finito
Teorema

Se y:[a,b] » R™ & una curva di classe C! allora essa & rettificabile e la sua lunghezza L(y) & data
dall’integrale:

b

uw=fuwamm

dove ||v|| rappresenta la norma euclidea di un generico vettore v.

La forma
b

Mw=fnwamm

puo anche essere espressa come:

b
L(y) =j VX'2(t) + y'2()dt

a

In particolare, se y € una curva pianarappresentata, nell'intervallo [a,b] dall’equazione y = f(x), con f(x)
continuacon lasua derivataprima, lalunghezza L(y) & espressada:

2
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b
Ly) = j V1+f?(x)dx

Infine, se la curva yé rappresentata, nell’intervallo 6; < 8 < 6, dall’equazione polare

p=p(6)

con p(6@) continuacon la suaderivata prima, allorasi ha:

6,
L) = jg Jo2@) + p2@)do

Dimostrazione

Supponiamo che esista una curva rettificabile data da una funzione f(x). Per approssimare la lunghezza
dell'arco S tra due punti possiamo costruire una serie di triangoli rettangoli come mostrato in figura. Per
comodita, le basi di tutti i triangoli possono essere posti uguali a Ax, in modo che ad ognuno di essi sia
associato un Ay . La lunghezza di ogni ipotenusa e data dal teorema di Pitagora:

La sommadelle lunghezze delle nipotenuseapprossimas:

n
S~ Z /Axf + Ay
i=1

Moltiplicandoil radicando da Ax?2 /Ax?produce:

Ax?
\/WA}/2 = (Ax2+Ay2)m =

Poi, il nostrorisultato precedente diventa:

Se la lunghezza Ax di questi segmenti viene presasempre piu piccola, |'approssimazione migliora. Il limite
dell'approssimazione, quando Ax vaazero, € pariaS:
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Si puo dimostrare che tale lunghezza non dipende né dagli assi di riferimento né dalla particolare
rappresentazione parametrica ma dipende soltanto dalla curva y.

Es.1

Calcolare la lunghezzadell’arco di cicloide ordinaria:
x=r(t—sint),y = r(1 — cost)

che ha per estremii punticorrispondentiat = 0et = 2w

¥

NN

(plotted for £ from 0 to 4 7)

Siha:
x'=r(1 —cost), y' =r-sint

e quindi:

(1 — cost)

x'?2+ y'?2 =r2(1 — 2cost + cos?t + sin?t) = r?(1 — 2cost + 1) = 2r?(1 — cost) = 4r? >

Da qui segue:

1-—- t t
Vx'2(t) + y'2(t) = 2r % =2r- sinz

Perlalunghezzadellacurvasiha:
21T

b 21
t
Ly = f x'2(t) + y"?(t)dt = f 2r - sin=dt = 4r [—cos—] =8r
a 0 2 2 0

Es.2

Calcolare la lunghezzadell’asteroide.
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L’equazione cartesiana dell’asteroide &

Da essasi ricava:

Da cui:

e quindi:

Ne segue che:

Es.3
Calcolare la lunghezzadellacardioide.

L’equazione polaredellacardioideé:

p = 2a(1 + cos0)

a

/ f

I'.Il '|I

\, /
\ /

(plotted for t ||-_||.| to 27)
p' =—2a-sinf

Curve e integrali curvilinei

0
p% +p'? =4a? - (1+ 2cos0 + cos?0 + sin?0) = 8a?(1 + cosh) = 16a? - cos>

Pertantolalunghezzaldellacardioide € datada:

T 0
sz 4a-cos—d9=16af
0 2 0

T

2

24(2) = 16a]sin] =16
COS2 = asmzo— a
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Es.4
Calcolare la lunghezza L della lemniscata di Bernoulli la cui equazione in coordinate polari é:

p? = 2a?%cos286.

Applicandolaformula

6,
Ly = | p2(6) +p'2(6)db

61
si ha:
s n220 E
4 sin 4
L= 4] 2a%c0s20 + 2a? do = 4\/§af do
0 cos20 0o Vcos26
L'integrale si risolve per sostituzione:
\/c0s26 = costda cui cos26 = cos?te sin20d6 = cost - sintdt
cost - sint cost - sint cost

=t = dt dt
1—cos?20 sin?t(1 + cos?t) V1 + cos?t

Ottenendo cosi:

T T

2 1 cost 2

L=4\/§af . dt=4\/§aj
o cost 1+ cos?t 0

T
! dt=4 fi ! dt
— — a —
V2 —sin?t 0 1.,
1 —5sin“t
2
Si tratta di un integrale ellittico la cui risoluzione si omette che ci fornisce, in definitiva:

p=zan i (B) + (k) + (20
- can 2 24 2-4-6

conk = ﬁ.
2

Esercizi proposti

1 | Determinare la lunghezza dell’arco di curva di equazione y = 2v7x3 situato nel 146
primo quadrante degli assi e compreso tra i punti corrispondenti alle ascisse 27

x=0x=1.

2 | Determinare lalunghezzadell’arco di curvadiequazione y = (x — 2) 3compresotrai
punti (2,0) e (6,8)
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3 | Le equazioni parametriche di una curva piana sono: 100
{x = 50(1 — cost) + 50(2 — t)sint
50sint + 50(2 — t)cost
Trovare la lunghezza dell’arco di curvache ha perestremiipunti corrispondenti a t=0

et=2
4 . a? ..
Trovare la lunghezza dell’arco di curva y =a - log (aZ—xZ) compreso tra |'origine
delle coordinate ed il punto di ascissa x=a/2.
. T+1 . .y . -
5 | Trovare la lunghezza dell’arco di curva y = log Zx—1 compresa tra i punti di ascissa log(e+e )
x=1e x=2.
. 20
6 | Trovare lalunghezza dell’arco di curva p=a- sm3§ con 6 € [0, 3x]. E,m
2

7 | Calcolare lalunghezzadiquell’arcodi curvaesponenziale y = e* che ha per estremi i
punti con le ascisse 0 e a>0.

8 | Trovare lalunghezza dell’arco di curva di equazioni: 3ma
x = a(t — sint- cost)
{ y =4a-sint cont €[0,m]
9 | Trovare lalunghezza del cappio della curva di equazione 6V3
{x = 4t3— 3t
y = 6t?
10 | Trovare la lunghezza dell’arco di curva: ﬁ(e;—t _ 1)
x = etsint L
E j—
{y = etcost | [0’2]
11 | Trovare lalunghezza dell’arco di curva: 7 3
— 3arctg?2
( 3t—t3 3t 2
x = -
4 t2+1
te|0,2
{ _3t2—-1 N 3 [0.2]
V=7 TE
12 | Data la spirale di Archimede: p = af con a > 0, si determini la lunghezza dell’arco
che ha per estremi i punti di anomalia 0 e /6.
13 | Trovare la lunghezzadell'arco dellacurvadello spazio di equazione: 3-7/8
y=x
! l
z=—logx
8 g

avente perestremiipunti P(1,1,0), Q(e, Ve, g)

14 | Trovare la lunghezzadell’arco di elicacircolare:

x=r-cost
y=r-sint
z =kt

avente perestremidue punti consecutivi posti suunamedesimageneratrice
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15 | Trovare la lunghezzadell’arcodi curva y = sinx che corrisponde aun periodo

16 | Trovare la lunghezzadell’arco di curva: 8
p(@) =1 —cosb
con @ € [0, 2]

17 | Trovare la lunghezzadell’arco dicurva: arcsinhl

{y = ;i);(tcost) te [O’ g]

18 | Trovare la lunghezzadell’arco di curva:
x=t
[ Zaly tel-13]

19 | Trovare la lunghezzadell’arco di curva:

x=t
{y=e‘t t €[0,1]

20 | Trovare lalunghezzadell’arco dicurva:
y =+x

conx € [0,1]

Integrali curvilinei
Definizione 1

Sulla curva y di rappresentazione parametrica @: [a, b] = R™ si fissa un orientamento (o verso di
percorrenza) ordinandoi puntiin modo tale che il punto P; = ¢(t;) precede il punto P, = ¢(t,) nel verso
delle t crescenti, se t; < t,.

Definizione 2

Siano y una curvaregolare di R™, ¢: [a, b] = R™ una sua rappresentazione parametrica esi consideri una
funzione continua sul sostegno della curva:

f:T'=¢([la,b]) cD S R" >R

L'integrale:

b
[ #o@)lg ®lar

prende il nome di integrale curvilineo della funzione f esteso alla curva y e si denota anche col simbolo

fy fds

Dalla definizione di integrale curvilineo, risulta che, se ¥ € una curva di rappresentazione parametrica:

@:[a,b] = (@1 (®), (1), @3(t)) € R?

si ha:

b
| s = [ £(0.0.0:0,050) [0l OF + [0 OF + [o30Fat
Y a
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Se la curva y é data dalla rappresentazione parametrica in coordinate polari:
vip=p(t),0 =0(t),t €[a,b]

allora

ds =+/[p' 12 + p2(O)[0’ (O]2dt

e laformula peril calcolo dell’integrale curvilineo diventa:

b
f f(x,y,z)ds = f £ () coso(t), p(t)sind(®))V [p' (D% + p2 (D)6’ (D]3dt
Y a

Quando la curva y & data attraverso la rappresentazione esplicita in coordinate polari:
y:p =p(@), 0 €la,b]

I’arco elementare e

ds =+/p?(6) + p'?(6)do

e I'integrale curvilineo diventa:

b
f f(x,y,2z)ds = f f (pcosB, psind)+/p?(0) + p'*(6)do
y a

ES.1

Calcolare il seguente integrale curvilineo:

xds

<

dove
_{x:t 0 >0
Vily = ¢2 te[0,a],cona>

La funzione f(x,y) = x & definita in R?. Quindi il sostegno di y: [0,a] — R? & contenuto all’interno del
dominiodif.lacurva y &regolare. Infatti & derivabile con derivata continua Vt € (0, a). Inoltre, Vt € [0,a]
si ha che:

ly' Ol =V1+ 4t?

Si ha, dunque:
a

a 1 3 1 3
f xdszf t 1+4t2dt=[—(1+4t2)2] =—[(1+4a?®)2—-1]
Y 0 12 o 12

Es. 2

Calcolare il seguente integrale curvilineo:
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J y2ds
1

dove
x=t
v® ={; _ ¢ tel0,log2]

La funzione f(x,y) = y? & definita su R?. Quindi il sostegno di y: [0, log2] — R? & contenuto all’interno
del dominio di f. La curva y & regolare. Infatti & derivabile con derivata continua:

, x'=1
ro={7Z

Iy’ Ol =1+ e

Dunque segue che:

log2

3 -
— % [(1 + eZlogZ)f _ 2% — M

log2 1 3
f y?ds = f e?t\/1+e%tdt= [— 1+ eZt)E]
5 A 3 3

0
ES.3

Calcolare il seguente integrale curvilineo

J‘ 1
—ds

dove

x=t
v©:{, Zf 1oge tEL2]

La funzione f(x,y) = 31—6 e definita su {(x,y) € R?:x # 0}. La curva y:[1,2] - R? ha sostegno contenuto
all’intero dominio di f. La curva y & regolare. Infatti derivabile con derivata continua:

x'=1

y,(t):{y’ =1+logt

Inoltre:

ly' @Il = V1+ (1 + logt)?

Quindi, I'integrale curvilineo é:

1 21 1+log2
f —ds=f —J1+(1+zogt)2dt=f 1+ z2dz
y X 1 t 1

avendo posto z = 1+ logt dacuidz = %dt.

Per calcolare I'integrale [ V1 + z2dz poniamo z = sinhu da cui u = settsinhz, z = log(z +Vv1+ Zz) e
dz = coshu- du.
10
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Pertanto si ha che:

f\/1+zzdz= JCoshzu-du=%(u+sinhucoshu)+c=%[z\/1 +Zz+log(z+ 1+ZZ)] +c

Segue, dunque che:

1+log2 l
f 1+ z2dz== [z\/1+zz+log(z+ 1+z )]1+0g2
1
1
\/E—Elog(1+ \/E)

1 1
— 2\ _
—Zlog(1+log2+J1+(1+log2) ) >

ES. 4

Calcolare il seguente integrale curvilineo

<~
|

1
ds
Yy
dove
fx =1t [lﬁ
Y(t)'{y=t3 Lel2'5

La curva é regolare. Infatti & derivabile con derivata continua:

x'(t) =2t

y’(t):{y’(t) = 3t?

Inoltre, Vt € E,g], si ha che:

ly' (Ol = 4t2 + 9t = t/4 + 9t2

Quindi lI'integrale curvilineo e:

8
5

1 1 \/4+9t2
J- ;d = —3\/4+9t2dt_f
Y 1

Risolvendo per parti I'ultimo integrale, si ha che:

f\/4+9t2 \/4+9t2

N\

f 4+9t2+ ttsi h(gt)
——— t+ Settsinn\ =
\/4+9t2 2

Dunque segue che:

uiloo

5\/4+9t2 V4 + 9t2 ) 3 7 ) 12 ) 3
— ds = ——— + settsinh (— t) ) = p + settsinh <?) — 3settsinh <Z)

2

11
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ES.5

Calcolare il seguente integrale curvilineo

f 1—1y2%ds
14
dove
_{x=sint tero
v: y = cost [0, 7]

La curva y e regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua:

x"(t) = cost
y'(t) = sint

Y'(t):{

t €]0, [

Inoltre, Vt € [0, 7], si ha che:

F(y(©®) = Jeos?t+ sinZt = 1

Quindi, I'integrale curvilineo e uguale a:
Vs
jo sintdt = [—cost]§ =2

ES.6

Calcolare il seguente integrale curvilineo
f Vx%—y2ds
Y

dove

(x=2(cost + tsint)

y: {y = 2(sint — tcost) te[0,2m].

La curva y e regolare. Infatti, &€ derivabile con derivata continua:

oo fx' () = 2t - cost
v (t)'{y’(t) = 2¢-sine © €102
Inoltre,
fr®) = 2y1+1¢2
e

ly' (Ol = V4t2cos?t + 4t2sint = 2t

Quindi, I'integrale curvilineo e:

12

Curve e integrali curvilinei
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f 4t/1+t2dt= [—(1 + tz)z] == [(1 +4m)2 — 1]
0 3 0 3
Y La rappresentazionedella curva parametrizzata e
delversodipercorrenzasonoindicatinella figura
alato
-
f— 1 '
II
Y
1\
ES.7
Calcolare il seguente integrale curvilineo
f Zy > ds
Y X"y

x(t) = cos3t - [012_t]

dove
t):
r(® {y(t) = cos?t- sint

La curva y e regolare. Infatti & derivabile con derivata continua:
—3sint- cos?t
"(t :{
v'o —2cost - sin’t + cos3t

Inoltre, Vt € [0,%], si ha che:
cos?t- sint )
= sint

®)=
) Vcos®t + cos*t - sin’t

ly' (Ol = V/9sin?t - cos*t + (—2cost - sin®t + cos3t)? = costy/4 — 3cos?t

7

s
~9

2 1 31z
j sint - costy/4 — 3cos?tdt = 5 [(4 - 3c052t)2] =
0 0

Quindi lI'integrale curvilineo e:

13
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y La rappresentazionedella curva parametrizzata e
del verso di percorrenzasonoindicatinella figura
alato

/N

ES.8

Calcolare I'integrale curvilineo di f(x,y) = x + y lungo la curva y, parametrizzazione del triangolo di
vertici A(1,0), 0(0,0), B(0,1).

La curva y che parametrizza il bordo del triangolo di vertici siffatti & regolare a tratti. Siano y4,y3,73 le
curve che parametrizzano rispettivamente i lati OA, AB e BO. Dunque si ha che:

J;/ f-ds=J;/1f-ds+L2f-ds+fy3f-ds

dove:
[0,1] > R? ©={;
V1: 1Y, n=iy=o0
x=1-t
¥2:[0,1] - R? Yz(t)={ y=t

x=0
ol =R =577,

Le curve y4,¥2,¥3 sono regolari. Infatti sono derivabili con derivata continua.

Inoltre, Vt € [0,1], si ha che:
flh®)=ft0) =t  ln®l=1
fa®)=fa-t=1  lp®l=v2
frs®)=f01-D=1-t  ly®l=1

Dunque, l'integrale curvilineo é:

fy frds= ylf-ds+ yzf-ds+fy3f-ds=thdt+x/§f01dt+fol(1—t)dt=1+\/§

14



R. Capone

Calcolare i seguenti integrali curvilinei
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1 x=t 2 1+v2)
. 2 15
jy xds y'{y=§t\/f t€[0,1]
2 X = cost
J Vzds y:ly =sint te[0,2n]
14 7 = t2
3 x=1 =
f m(1— x?)ds v: {y _ 1=z tEl0]] 2
4
=t2 Tog?2
4 j Yy 4 ¥: {yxz lggt t €[1,2] -
y V 1+ 4x2
5 (X =tcost
f x? +y2ds v {y = tsine © € 10.27]
Y
6 (x =tcost 4
f Y s v {y =tsint '€ [0,47]
y J1+x2+y?
7 J 2x+y+z x :ttz
y =
y (c+ D1+ 4x%y? + x* 1 te€[L2]
zZ = ?
8 X = cost 0
f (z+ DVx?2+y2+2ds y:{y =sint t € [-2,0]
4 z=t
9 2 Xx = Rcost R
Y : : t € [0,2r]
s vl .
J]./ X2 y2 y = Rsint
10 y & il quadrato di vertici (2,0), (0,2), (-2,0), (0,-2) 0
f xyds
4
11 — y & I'arco dell’iperbole x?— y? =1 dal punto 2v3
J;/ x*+y“ds (1,0) al punto (2, V/3)
12 = V3(t — sint 32
f yds :{ x=V3(t=sint) | oo
Y y =V3(1 — cost)
13 (sin®x)arctgx ; y = grafico disinx; Q',Q" punti di ascisse 0,1 3_2‘
S
™ y2(1 + x2)Vcos2x + 1
14 2 14 e—2
ylog®x
d — i i 2. ’ " . . .
i Q”)m S grafico di+1+ x?%; Q',Q" punti di ascisse 1,e
15 ylog?x(x + sinz — 1) { x=t - el e=2
s Yy =+4J1+t% te[le
+/ 2
(@' .Q") 2+l z=m/2
16 (x=(+oVite n N
(D fronE bl |3
y@' Q")
17 x+1 y € la circonferenza di centro O e raggio 1 privata dei log f
(QIQ") Gr DGy T4 —y? ds punti situati nel Ill quadrante; Q' = (1,0), Q" = (0,1) 3
Y ,

15
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18 A =rettangoloide di base [1, el relativo alla
ylogx
a[ Noroei ds funzione \/1 + x2
— ot 4 1
19 f x2 eV d y: {; i3 t € [0,log2] logz—15
S =
2 2 4
o (x +2)2/x2 + 9log*x
20 y A = intersezione del semipiano log3
f > ds y =0 con il cerchio di centro (0,0)e raggio 1
+
ia "
— . . . 7'[
21 f X%+ y? , A = cerchio dicentro (0,0)e raggio 1 E\/E
s
3 —
a4 Y
22 arctg> y & la curva di equazionepolarep = 6,con 8 € O,E
xe x "
[,
r@'.eQ") ’1 + arctg? %
23 y—x y = retta passante per A= (2,5) e B = (3,6) 5
ds 2log-
xy 4
Y(AB)
24 f ds ¥ = curva di equazione implicita x — (y — 1)? = T
—_— .ol — .ol —
@) o+ Yy Vax + 1 0;0" = 00" = (0D 2
= loglt T
25 ds y = {yi . —Olgolg||t| te[-2,-11;0",Q" estremi diy -3
@ (x+y)2+ G +y) (x+y—2)
26 arctan?> y = curva di equazione polare p = 0,6 = 1
f — Y 4 [0,1]; Q1,Q" estremi diy 3
v e /arct&an2 i +1
27 x> +9+6logy y = grafico die*; Q',Q"punti diy di ascisse 1e2 | —logl4
ds
@@ (x —3)(log?y + 3)y/1 + y2
28 j ysen?xcos* logy Y T
— . . x. I II . . . . 8
@ o eIt e2x grafico die*; Q',Q" punti diy di ascisse 0 e 2r
29 ds y:ix X T
3
@M J(4y2 — 20y + 26)x =@y —2)(3—-1y);Q',Q" punti diy di ascissa I3
= tant 1
30 xy(1+y) ds y'{x yazrctzan ‘e [0’@];Q,’Qu estremi di y \7___5
v@.@y1+4y(1+y)? 3
+—log2
3 8
31 f ds yidx —y — 3 — x? T
— 5 6
Y@@MY —4y) =0;Q',Q" punti diy di ascisse 2 e >
32

Forme differenaziali lineari

SiaQc R3 uninsieme apertoesiano 4, B, C: 2 = R funzionicontinuein (2. Si definisce formadifferenziale

w in 2 1’espressione

w=A(xy,z)dx + B(x,y,z)dy + C(x,y,z)dz

Data la curva orientata semplice e regolare y di equazioni parametriche
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x = x(t)
y=y@®) t€lab]
z=12z(t)

sichiama integrale dellaformadifferenzialelineare (o anche integrale curvilineo di seconda specie), lungo
lacurvay, il numero

b
f A(x®),y@®), z®))x'@®) + B (x(©), y(©), 2(1))y’ @) + C(x(©), y(©), z(t) ) z' (1)) dt

Tale espressioneviene anche indicata:

f A(x,y,z)dx + B(x,y,z)dy + C(x,y,z)dz
14

0, anche

fy v

Per una forma differenziale si possono definire le seguenti operazioni:

| — Dato un vettore r(1;,7,) e un punto (x,y) € £, il prodotto scalare traw ed r é: w-r = A(x,y)r, +
B(x' J’)Tz

Il —dato uno scalare ¢ € R ed una funzione definitain £2 e a valori in R, si definisce la moltiplicazione della
forma differenziale c per f nel modo seguente: ¢ w = cXdx+ cYdye f - w = (fX)dx + (fY)dy;

Il — date due forme differenziali w; e w, si definisce addizione di w, e w, la seguente forma:
w1 + Wy = (dex + Yldy) + (dex + dey) = (Xl + Xz)dx + (Y1 + Yz)dy
Teorema

La formula

b
[ A5, 20)2'0) + B (x(0, 50, 20)y © + €(x(0), 50, 20} Ot

a

non dipende dalla parametrizzazione della curva orientata semplice e regolare y ma dipendono
dall’orientazione della curva stessa.

Nel caso di una curve orientata, semplice regolare y, poiché y si pud considerare come |I'unione di curve

regolari ¥4, ¥2, ..., Yn, 'integrale della forma differenziale esiste anche in questo caso e si ha:

fw=f a)+f a)+---+fa)
14 V1 V2 14

n

Nel fare gliintegrali curvilinei delle forme differenziali occorre prestare molta attenzione all’orientamento
dellacurva. Perquesto motivo, gliintegrali curvilineidelle forme differenziali sono detti integrali orientati.
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Definizione di forma differenziale esatta

Una forma differenziale w(x) = X7, a;(x)dx; definita in un aperto A c R™ si dice esatta se & il
differenziale di qualche funzione, in altre parole, se esiste una funzione detta primitiva della forma w:

f:A->R
di classe C1tale che:
w=df
o piu esplicitamente se Vx € A:
af (x
ay(x) = &, vk=12,..n
6xk
Definizione di forma differenziale chiusa
Una forma differenziale w(x) = X1=; a;(x)dx; definita in un aperto A c R™ e di classe C1(A), si dice
chiusa se verifica la seguente relazione:
da; OJay
dx;,  0x;

Osservazione

Se una forma differenziale di classe C! & esatta, allora & chiusa; in generale non vale il viceversa. La
condizione di essere chiusa, senza opportune ipotesisul dominio dellaformadifferenziale, non assicurache
la forma sia esatta.

Un particolare tipodiinsieme ci permette di stabilirealcune importanti proprieta perle forme differenziali,
se definite su questi insiemi. Si tratta degli insiemi connessi.

Caratterizzazione delle forme differenziali esatte

Dato un aperto connesso A C R? e data una forma differenziale lineare w di classe C%n A, le seguenti
proposizioni sono equivalenti:

| - w e esatta;

Il —Se Py e P sono due punti qualunque in A e y; e y, sono due curve generalmente regolari orientate
contenute in A, che hanno entrambe come primo estremo P, e come secondo estremo P, allora:

oL

1 2
vale a dire che I'integrale curvilineo dipende solo dagli estremi e non dal cammino percorso;

Il —se ¥ € una qualunque curva generalmente regolare, chiusa e contenutain A, allora

f w=20
4

18
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Integrali curvilinei di forme differenziali lineari
ES.9
Determinare, se possibile, una primitiva della forma differenziale

2x dx + 2y
X
x2 + y2 x2 + y2

w(x,y) = dy

Dalla definizione, segue che dobbiamo determinare, se esiste, una funzione f di classe C!tale che w = df
ovvero tale che:

0f (y) _ 2
ox  xZ+y?

ofuy) _ _ 2y
dy x2+y?

Integriamo la prima rispetto a x:

2x
x,y) = | 5—=dx=log(x* +y?) +c
fx,y) fx2+y2 gx®+y*) +c()
Deriviamo la f cosi trovata rispetto ay ed uguagliamo il risultato con la seconda delle due equazioni:

of(xy) __ 2y
dy x2 +y?

2y
x? + y?

+c'(y) =

Da cui segue che:
c'(D=0 = c(y)=cVc€ER.

Dunque una primitiva di w é:

fO,y) =log(x*+y*) +c
e quindi laforma differenziale e esatta
ES. 10
Determinare, se possibile, una primitiva della forma differenziale

w(x,y) = ydx+2xdy

Dalladefinizione, dobbiamo determinare, se esiste, unafunzionefdiclasse C! tale che w = df ovverotale

che:
of (x,y) _
0x y
ofxy) _,
—=2x
ay

Integriamo la prima delle due rispetto a x:
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Fuy) = [ yix=xy+ )

dove c(y) €& una funzione dellasolavariabile y. Deriviamo oralaf rispetto a y ed uguagliamo il risultato con
la seconda delle due relazioni:

af ,

@ =x+c'(y) =2x
da cui segue che

c'(y)=x

Si puo osservare che l'ultima uguaglianza genera un assurdo, dovendo essere la c funzione della sola
variabile y. Pertanto, non essendo possibile determinare una primitiva della forma differenziale segue che
essa non é esatta.

Teorema

Siaw unaformadifferenziale continuain unaperto connesso A. condizione necessaria e sufficiente affinché
w sia esattae che, perognicurva chiusay regolare atratti e con sostegnoinA, risulti:

f w=20
14

Teorema

Se A € un aperto semplicemente connesso di R™ e w € una formadifferenziale chiusain A, allora w é esatta
inA.

ES. 11

Dimostrare che la forma differenziale

3x+yd x+ 3y
x_

w(x,y) = T ey

dy

e esatta.

La forma differenziale & definita in un insieme semplicemente connesso. (Come si puod vedere
intuitivamente e stellato rispetto a ogni suo punto).

1.0

0.5 \

\\

N
-0.5 \

—-1.0 L 1 L
-10 -05 00 0.5 1.0

y 00

x
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Inoltre, si ha che:

ox _or
dy 0x
ES. 12
Dimostrare che la forma differenziale
3x+y

Curve e integrali curvilinei

x+ 3y

w(x,y) =

€ esatta.

Jx+y

dx —

dy

Jx+y

Calcolare I'integrale curvilineo delle seguenti forme differenziali estesi alle curve indicate

1 " y = grafico diarctanx; T V3
o) ds — cos?yds s o -
of 1+x? Q',Q" punti diy di ascisse 0,3 6 8
- 9e — 24
2 33x+1 33x ‘+1 x=2[0g 1 e
o) f —e ——1 dx + dy v: 3 telLel
2 y =t(logt — 1)
3 [a graflco di eV log(3 — 2v2)
) f logyd5+(y—e * )ds Q' =P0),Q" =P(1)
QV
Q" — *tcos?t T 2
4 v {x — e_sen cos c [0, _] K
2] logxdy y = sent 2 35
QI
5 et 3 x = Vsen2t s
&) f . d v y = sent [ _] 12
YQI 1+ x3—2yy1+y? Y
e x=log(T+¢
6 (1+3/»)BYy+e* - :{ f( 3 ) e [0,1] logﬂ_f
v f (e* + D(1 + y?) ye S
e* + + 4y
QI
o 3cos2t — 1 93
7 5¢+1 X = T —E(ez”+1)
) f dy y: 5 tefog]
o y = e
8 o x = logt —2(\z-1)
o) f Jye *dx + &y —e*)dy + (z —arctgx — y)dz | v: y =t e [1,2]
ol z=t%+ arctg(logt)
1T
9 3—\/x+1 1 . x = tz -1 [ ] ?
& f dx + ydy + ——dz Y:\y = arccost t €1-10
J 2cosy z+5—x z=t
10 o7 y y € la poligonaledi vertici 8 — T
@) J — dx + 2y + arcsinx)dy Q' G, 1),Q (—i,O) ,Q"(0,3) 6
V1—x
QI
11 y € lacirconferenza di centro0 e 0
&) f(ny3 + 3)dx + 3x%y2dy raggiol
+y
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12 1 Y =y, UY,, dove y, & il diagramma 2_r
L_yd’”dl’ di2x —x% + 3 conx € [0,2], y,& il o3
segmento congiungente gli estremi
diy,

Ulteriori esercizi

1 | Datalaforma differenziale
1
w(x,y) = (e*tYcosx)dx + [z e*tY(cosx + sinx)] dy
stabilire se essa & chiusa, se & esatta ed in tal caso determinarne una primitiva. Calcolare, inoltre,
I'integrale della forma differenziale esteso alla curva di equazione y = ;—t —x traipunti A4 (O,E) e
B (g, 0). Infine, se laforma e esattaverificarne il risultato con laformula fondamentale degli integrali
curvilinei.
2 | SiaF:R3 - R3il campo vettoriale:
F(x,y,z) = 2y +1,2x — 1,22)
Stabilire se F ammette potenziale e, in caso affermativo, determinare un potenziale f di F.
3 | Datalaforma differenziale:
() ! dx + ! d
w(x,y) = x y
3 (Gx + 1)2 y—2
determinare, se esiste, una primitiva f di w.
4 | Datalaformadifferenziale:
sinyx?+y? siny/x? + y?
wlk,y) = | x————=—|dx+| y———=|dy
/xz +y2 /xZ +y2
dire se w ammette primitiva e, in caso affermativo, determinare una primitiva f di w.
5 | Datalaforma differenziale
e?* x
a)(x,y)=< — >dx—< Y + 4 )
\/er_yz \/x2+y2—1 \/er_yz \/xz +y2 -1
verificare se w ammette primitiva e, in caso affermativo, determinare una primitiva f di w.
6 | Datoil campo di forze
16x x 16
F(x,y)=< - >i+< Y __ 4 )j
J16x2 —y?  \[16y% — x2 J16x2 —y2  \[16x2— y?
Stabilire se F ammette potenziale e, in caso affermativo, determinare un potenziale f di F.
7 | Datalaforma differenziale:
2x + X
= — Y -dx+<—3 +2y> dy
V@&? +xy)? V(@? +xy)?
Verificare se essaé chiusa, se € esattaedin tal caso determinarne una primitiva. Determinare, inoltre,
I'integrale della forma differenziale esteso alla bisettrice del primo e del terzo quadrante trai punti
A(1,1) e B(2,2).
8 | Datalaforma differenziale:

x2 cosxy x-sinx
- v, y> dy

w(x,y) = (xy + sinxy)dx + (7 +— ;
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Stabilire se essa e chiusa, se & esattaed, in tal caso, determinare una primitiva. Calcolare, inoltre,
). . . . . 2, . e
I'integrale dellaformadifferenziale esteso allacurvadi equazione y = = traipuntidiascissale 2.

9 | Datalaforma differenziale:
x+y x+y
w(x,y) (x Y +y) 2) ax <\3/(x +y) 2>dy
Stabilire se essa & chiusa, se € esattaed, in tal caso, determinare una primitiva. Calcolare, inoltre,
I'integraledellaformadifferenziale estesoallacurvadiequazione y = 1 — x trai punti A(1,0) e B(2,-1).
10 | Data la forma differenziale:
w(x,y) = (y -arcsinx)dx + ( 1—x%+x- arcsinx) dy
Stabilire se essa é chiusa, se € esattaed, in tal caso, determinare una primitiva. Calcolare, inoltre,
I'integraledellaformadifferenziale esteso alla curvadiequazione y = arcsinx trai puntidi ascissaOe
1/2.
11 | Dato il campo di forze:
Y U SR PO S A ) .
£y <x 2x—y2>l+<\/2x—y2+y g
verificare se esso e irrotazionale, se € conservativo ed, intal caso, determinarne un potenziale.
Calcolare, inoltre, il lavoro compiuto dal campo per spostare un punto di massa m=1 lungola curva y=0
trai puntiA(1,0) e B(2,0).Se il campo e conservativo, verificare il risultato utilizzando il potenziale
precedentemente calcolato.
12 | Dato il campo di forze:
X x\ X
F(x,y) =evi+ (1 —3—1) evj
verificare se esso e irrotazionale, se & conservativo ed, in tal caso, determinarne un potenziale.
Calcolare, inoltre, il lavoro compiuto dal campo per spostare un punto di massa m lungo la curva y=x
trai puntiA(1,1) e B(3,3).Se il campo e conservativo, verificare il risultato utilizzando il potenziale
precedentemente calcolato.
13 | Dato il campo di forze:
v o x(@+yY 0y +2x%y?) |
9 = q ey Py ety
verificare se esso e irrotazionale, se € conservativo ed, in tal caso, determinarne un potenziale.
Calcolare, inoltre, il lavoro compiuto dal campo perspostare un punto di massa m lungo la curva y=x
dal punto diascissal al puntodiascissa2. Seil campo & conservativo, verificare il risultato utilizzando
il potenziale precedentemente calcolato.
14 | Dato il campo di forze:
F(x,y) = <2xy — %) i+ x?]
verificare se esso e irrotazionale, se € conservativo ed, in tal caso, determinarne un potenziale.
Calcolare, inoltre, il lavoro compiuto dal campo perspostare un punto dimassa m lungolacurvay =
x? traipuntiA(1,1) e B(2,4). Seil campo & conservativo, verificare il risultato utilizzando il potenziale
precedentemente calcolato.
15 | Dato il campo di forze:

y . x
F(x,y) = — r+
(x,7) y? + x? y2+x2]
verificare se esso e irrotazionale, se € conservativo ed, in tal caso, determinarne un potenziale.
Calcolare, inoltre, il lavoro compiuto dal campo perspostare un punto di massa m lungolacurva di
- . 1 1,
equazioni parametriche x(t) = 1 +Ecost,y(t) =1 +>sint, cont € [0,27]
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