
 
Funzioni GENERATRICI di trasf canoniche

Consideriamo la trasf
petaso
q Fp sang

Vediamo che possiamo invertire la prima eg per ricavare

I in funtore di p Otteniamo

i È
Se poi sostituiamo nellaseconda eq abbiamo

g pagà

Quali un modoequivalente di dare la trasf è fornire
le relazioni

Fiato
a

E PIPI
a pagà à Glp f

In questo modo posso usare pii come coord indipendenti

sullo sparo delle fasi anche se non sono coord canoniche

cioè le api delmoto µ i moti pit ful espressi in

ate coord non sono nella forma delle cq di Hamilton

Ata cosa la posso generalizzare a un caso generico e

scegliendo come coord indip tra le diverse coppie
già Iia Pif pit



Facciamo la scelta p q come coordinate

indipendenti e diamo la trasf di coord nella forma

p 9 pigia Pe unlpaitt sulpvlp.it A

è ftp.iq.tl fusione Genietti
Possiamo pensare di definire le fannoni Suepic a

partire da una funtore Elp q it come

Su pigiate Igiene al

pulp g t e

LI lpigiti
Per invertire qegfaleiq.tl

nelle 9 bisogna che
detta o

Prof Quando una trasf di coord sullo spdellefasi
è definita in maniera implicita da

Pua II Digiti
à Igia

a dette

allora tale trasf è CANONICA con K It II
La funzione E p q t è detta FUNZIONE GENERATRICE

delle trasf canonica



Dim Riscriviamo o in termini delle fuatulpigtlevlp.pt
chedef latrasf canonica paulpifit e q u piatti

µ
attriti e 3 Pivetti

In IIlpivlp.at it
Affinché sia canonica dobbiamo dimostrare che le

par di Poisson fandom sono preservate cioè che

un inns Jun Eun va o un Un o

Per far ciò deriviamo prima le Co ottenendo altre
relazioni che le funi le ev devono soddisfare

se 3 Esitò
Il Ità In Ìn'è mean gfirncea.tl

an Iglpinpaitlit

vette
o jet set

Definiamo

Annetta Buneffe Che Ifa



Allora In particolare dagterla
E Oggi 5 me possiamo ricavare loJacobin

delletrasf can Jig IfjE Se_ B'c me

E
BIAN AB
E 5

E
III AB ne

E oggi E ne ABI ne

Possiamo ora calcolare le par di Poisson fondamentali

Ion un III Fett
BEE ÉTAIT BENATIA
cima In particolare latrasf can è Univalente

Um va FICTB
t BCB TL.IO

Um Un AB B CITATI BT AIC ETAT

La nuova Hamiltoniana è Klfighettipattkolfigh
Dove Kolpigit è t.c.EE ko II wiki t
Dimostriamo che KolpiglegElevipiait soddista X



Calcoliamo il termine di destra in x

WEIGHT Xi III GE Zei o

deyi
SE JIE

Audi dimostrare x corrisponde a dimostrareche

Ie JE TEGE CA

Deriviamo col p t e definiamo aight butIIIe
1 E se

Ifa Ejay
se b aria

II B'a

it I

L t Itt EII.ME a EI

I TE E III Ie Eibl

E IE
a CIT
BTb

JE TE SE
A

ABBI o 1 a cit
I'C 11 O Bib

I



Bt AM

III BT
B c a citt

b Art'citb Aria
tant'crtby.fi I'aB'CBtb BatBCBtb

Il che verifica
µ

Funzioni tipo E generano la maggiorpartedelletrasf interessanti

Identità Elp q.tt Pn9n Pn afiE9iYi9n
Trasf puntualiestese E III q it

Piff Ita Istat Tiff ridati

Condim analoga a te si puòdim che trasf canoniche
in formaimplicita si possono ottenere anche confuso di altrotipo

E II
Kitty

ftp.q.tl Ìn a

its
IiiFi II



EQ DI HAMILTON JACOBI

Le trasformazioni canoniche o coniugano

l'Hamiltoniana Hipigit nell'Hamiltoniana

klpiaitl HCulpotitlivlpifitlitltgflpivlp.it t

Ata espressione può essere anche scritta nelle coord pig

KIP GIP t H GE i 9 it geli al

Un problema importante da risolvere è

dato un sist Ham con Hamiltoniana H qual è
la trasf canonica se 7 che coniuga A mike

Trovata gta trasf can diciamo piu piatti e qui pipit
che coniuga H in ko allora le api di Hamilton sik

sono triviali

genteTutti ti
Nelle coordinate p g il moto è dunquedato da

Pelt nel p 9 t

Pelt e ve pgo a
moto determinatocompton
dalla trasf canonica



Le funzioni generatrici cidanno un'equazione che ci

permette di determinare tale trasf canonica

Infatti guardando la relazione A si vede che

se ftp.iqit soddisfa

H GElegit 9 A Yelp al o

allora Fa genera una trasf can che coniuga It in Ko

L'ap A è chiamata EQ DI HAMILTON JACOBI ed

è un'g alle derivate partidi pa Fr
Risolvere l'ap di Hamilton Jacobi è un modo alternativo

di risolvere le equazioni del moto



SISTEMI INTEGRABILI

Un sistema Ham a n gradi di libertà è detto Integrabile se

esiste una trasf canonica
p ULT 4
ghe vult 4

con 4 eri periodiche nellecoord 4

Ii Ju 4 4m e pm ft
todo m dimensionale

dette Variabili AZIONE Angolo

t.c l'Hamiltoniana coniugata ad Alpi9 è una fut K

che dipende solodalle J K KIT

Allora nelle coord Azione Angolo le 9 diHam Son 4 sono coord
cicliche

J O

in aggeway
Tutti 7

tutti Walt t 4

h gta situazione J In sono M CostiDel moto che

sono in involuzione cioè Ja Ja o thin

T è un toro m dim t Efes
le variabili 4 sono degli angoli di Periodo 21T

Un tl sono funzioni periodiche di periodo The IIITu è il tempo in cui
UnTn Yuto 2k

Per un Sist INTEGRABILE le traiettorie in TV son limitate e

QUASI PERIODICHE Le traiettorie giacciono su insiemi di

livello In Ii e sono dei cerchi nelle dint Un



Tali insiemi di livello sono copie di T Le traiettorie

sono cure in tale T
Es me T

Il moto è periodico se il rapporto tra le fry Un è razionale

Siccome le traiettorie sono indipendenti delsistema di coord

che uso perdescriverle il moto in pig è pure un moto

limitato e quasi periodico èovviam difficile vedertitalicoord

teorema Preso Sist Ham a m gradi di lib
ammettiamo che esistano m

figlio
viii in

fi Pig i 11 n INDIPENDENTI e IN INVOLUZIONE

Inoltre ammettiamo che per un detto l'insieme di livelli

Mai fi pig ai sia compatto e connesso

Il Sistema è INTEGRABILE
Airoldi

Ma è parametrizzato dagli angoli 4h Variando Un ottengo

una curva In in Mè

Def Le VARIABILI AZIONEsonodef da J I Pedale



In dipendono solo dalle costedelmoto fi e sonoanche
loro indip e in involuzione

si dimostra che le variabili canonicati coniugate alle 34

sono proprio Angoli Di Periodo 21T

TE LI
Esempi di sistemi INTEGRABILI

Corpo in un campo di FORZE centrali con Vault
in II n 3

Esistono 3 costi delmoto in involuzione

H Ma O H M O Ma Mi O

Trottola di Lagrange n 3

Esistono 3 costi del moto in involuzione

It paleo H P o Lelio
Pae Py sono mom coniugati

Tutti i sistemi a 1 dim net con H indp.cat
Esiste 1 costi del moto H



Osservazione I sistemi integrabili sopra elencati

sono in genere risolvibili con altri approccirispetto
quelle Hamiltoniano Uno potrebbe domandarsi perché

sviluppare un tale formalismo allora

Inoltre i sistemi in natura sono tipicamente non integrabili
Però spesso sono approssimabile con sist integrabili e

il formalismo Hamiltoniano è molto utile per trattare

una tale approssimazione TEORIA DELLE PERTURBAZIONI



APPENDICE Funzione Fa già A

Consideriamo una funzione F già it essa

definisce una trasf di coord in maniera implicita con

Palpititl e 3 già ti

Maietti e_gfglq.it
con

detti o

Verifichiamo che una trasf così definita è una

trasf Canonica

Riscriviamo A in termini della coord pa e

delle funzioni plpifit glfigit

Pleiade Igiatriaitliaia
D IFIqlpiitlit.tl

Derivando in p eat si ottengono le seguenti what
che le plpititleqlpif.tl soddisfano

si in

ne ItIEEE IIII E



Definiamo

Anne Ifa Bene Ifsan Cre Fafsa

Allora

It B me 29 N'C me

fai
Aica

II Attina GRÉ LAE'C ne Btn
È

Ora siamo pronti a dimostrare che le Parentesi

di Poisson fondamentali sono Preservate

9min EFFIE IEEE
B'Cime Abile_FE me Labiche Bie

ABTCTB t ABCB.TT BIBI 8mm

9,9 È'ClmeBie I B'c neBie
I'CBT ma B CTITIma O

Pm Pa FIABE me Bine LAB ne FIABE BEH

ABCBTATImn IBTBTAIM IABTTB.ATmILAB'BLE



Deriviamo ora rispetto al tempo e definiamo
ah Ifat
bestestse IIIIo E Me I'm

SEE an LAE'b a

Get Ippari fai
Atari

à e

WIICxitl.tl O JIE tag GI t 94

geek EEK 9 It
LEI 3

9 i f
sta

B'Day
Keita b
ta ZÌ

ZE TIE aria s

rita

AB cita Art'b Arteta a

B cita B'b B c B ta

a ABB
D


