
 

PARTICELLA QUANTISTICA IN CAMPO MAGNETICO E

Ricordiamo

Dato un campo magnetico B esso può essere espresso

come il rotore del potenziale vettore À

B EX À

n meccanica classica la lagrangiana è data da

La Imf e F À
Lecoord Te Xbiz sono le coord cartesiane delle particelle
I momenti coniugati sono Phil

iiiPy Ig e mi eAy

L'Hamiltoniana è

HAITI I l

Invarianza di GAUGE

Dinamica classica dipende solo da B À e Atti sono
EQUIVALENTI se EU O cioè se ci è una

1 forma CHIUSA



Infatti le ap di Hamilton sono

ii AH Efficacia e

je notte
It If Il Piea

è p eFBI III FI FI
Troviamo la stessa equazione del moto se sostituiamo

IN A FA A

insani atei TE si
La dinamica del sistema è invariante sotto
la trasf A chiamata TRASFORMAZIONE DI Gauge

Notiamo che I e À ATEA danno lo stesso campo

magnetico B perché Extra 0 Audi abbiamo

appena riscoperto che la dinamica classica dipende
solo dal campo magnetico 5 non dal particolare À

Notiamo che le ap delmoto di pit cambiano sotto A
questo avviene perché A cambia la definizione d

momento coniugato Si nota può che A non cambia

quelloche chiamiamo velocità della particella È che

è la grandezzafisicaeffettivamente osservabile



Vediamo ora l'analogo in Meccanica Quantistica

In Meccanica QUANTISTICA la dinamica di un

sistema rimane invariata sotto trasformazioni
4 4 V4 H N H UHU

con U un operatore unitario o anti unitario

In ato modo se 4ft risolve l'eq di Schroedinger pitt

ing HYE

a Hallora 4 ce risolve l'g di Sch

ikat t'Ye
Rin il i V41 Uhle UHUYUKI It 4

L'invarianzasotto trasf di gauge Ereditate in

meccanica quantistica da

UCI ai LEI

Vediamo qual è la nuova Hamiltoniana se He IIII
H Lei ike e A e ila operatore

cheagisce
su un vett
VEELIE

L è IKE CÀ Lite e À è

In è iketeal.EE ikf ifIEa ikEteAl



In l41 if FatteEd ite e À

In like tinta E 4 E IKE A

Ike A E

In è A TI Ike A E è À

In è a t Like tta E de E À

IIII Etile ZIKAI

In 1 È Like A Fa E HEE ATI
è À FA I

UHU è l'espressione di H che avrei ottenuto

con la sostituzione IN À Fa

Sia Vele soluz di og di Sch con potivett À allora

la soluzione dell'g diSch con pot.vett.AE Atta è

data da
yt y e difattiyep e non è un osservabile

Nota Tutte le osservabili devono trasf come 0h V0Ù
Inalto modo 0 è invariante sotto trasf digauge

La trasf digauge è come trasf di coord cambiodi descrizionedi unsistema



Ricapitaliano invarianza di Gauge

sia in meccanica classica che in meccanica quantistica

possiamo descrivere la dinamica di una particella

in campo magnetico con la scelta di un pot

att À tic B Ex À

Due potenziali vettori À e À chedifferiscono µ Fa
sono EQUIVALENTI nel senso che portano ala
stessadinamica
In meccanica quantistica il passaggio da À A À viene

implementato da un operatore unitario U che ne

applicato sia alle osservabili quel applicato a H manda
À in À 0h V00 sia agli stati 4h V4



PARTICELLA QUANTISTICA IN CAMPO MAGNETICO COSTANTE

Consideriamo un campo magnetico cost B

e scegliamo un I A i B Frà

À Y In meccanica classica avevamo
fatto una scelta più simmetrica

L Hamiltoniana corrispondente è

H ftp.tebyl tempi In
In meccanica classica X e z sono coordinate cicliche

Pi e Pz si conservano

In meccanica quantistica gto si vede da CPI IFO EH
Nel corso di MQ vedrete che in questo caso soluz

particolari dell'eq di Sch sono della forma
4 x y z e Eikteikztyly

dove già e c99 sono autofunzioni di Pietà
Applichiamo iI a 41mg z

Il lay al In Kk eBy In Pi Ilythia
eimeiat

IIEBYI.BY 4l



Audi fissati Kx e Kz vediamo autostati e autovalori di

LÌ In E ly Ffs It'È
9
shift costFamiltonianadtoscarmidim dell En
irrilevantecon origine in Jo If con

freq We 9I
autovetti re Ene Ya y

autof Isc arm

autovalori En Huelva SPETTRO QUANTIZZATO

INIP DA Ky LIVELLI DI
LANDAU

µ
Per un dato valore possibile di En

c'è un'infinità di aetfun.ci Xyly
Uno può fare pacchetto d'onda in direz X e

avere autofunt UH g localizzata
1

In direzione z la particella
si comporta come una

PARTICELLA LIBERA

Es Holy ai In
µ

GanIsiana con 9 D 9 kili
larghezza ese voglioposso localizzare

anchein con onlaeffe If IIII pacchetto d'onda



Consideriamo ora uno spazio delle configurazioni

Q T IR invece che È
x y z

Un toro 2dim T Si SI può essere costruito

prendendo un rettangolo e identificando i due lati verticali tra
loro così come i due lati orizzontali

È

Ato vuol dire che posso usare le coord Xy per parametrizzare

i pti sul toro ma devo identificare i pii
X y X LAKRI yt 2T KR KIKE Z

ICHy dev'essere una funzione bendefinita sul toro
cioè deveassociare univocam un vetta a un pto deltoro

Tiny deve essere periodico in x y con

periodicità 21712 21712 rispettivamente cioe

B x LITRI y E x y LITRI B x y

Perché ato avvenga bisogna che À sia periodico

a meno di una trasformazione di gauge



Prendiamo 5 Bez e A Bye

Richiediamo che A x y 2hr Alay Fai x y
Cioè

By 2 BR By DX
XCX g LIBRI

Lexy non sembra ben def sul toro tuttavia gloche
deve essere ben dy sul tono è la funzione d'onda
4 x y e la sua trasformatte 4 x y è 4 x y
se 44 y è ben def anche e'È dev'esserebendy

cioè aifa1
44 y al

46,9

Nel nostro esempio ato vuol dire

2netfra.hr e 2cal LEI

B e

III con lett con Ati HR hPa
area delToro

B dev'essere quantizzato multipli interi di

Consideriamo ora le autofuntoni dell'Hamiltoniana
Esse devono essere periodiche in X ey In particolare

ai dev'essere periodica cioe deve avvenire



eikxixtdaRI.ci Ink Ri Rig 967

cioè i valori di Kx permessi sono DISCRETI

KI

Ma dev'essere anche Yoo Kali e OEY.CZera

O E 9 9 EARL E 2kt EGEO

HIS ÉTÉ
lit flay

left C Degenerazione di ogni
livello di Landon



Consideriamo il caso con Be
B o Ex A O Eau À Ex

Classicamente questo vuol dire che la Lagrangiana è

L NÉ CÉEX
ii

Ata è un termine di derivatatotale

che classicamente non influiscesulladinamica
che infatti dev'essere la stessa in tuttigliÀ
A c B 0

fClassicamente questo è vero sia

per Q I che per Q TI IR

Vediamo cosa succede in Meccanica Quantistica

Siccome A EX vedo che localmente À è

gauge equivalente ad Ato À e I'sono

connessi da trasf digauge con d X

Qui subentra una sottigliezza noi stiamo richiedendo

che B 0 cioè che À sia tu E A 0

Ato ci dice che SE A è uno spazio semplicem

CONNESSO tutte le curve chiuse sono contraibili

allora IX t.c A EX globalmente



Se lo spazio Q non è sempl connesso allora è ancora

veroche perogniaperto da semplice connesso di Q Ita des
su la t.CA uIEXa tuttavia non esiste in genere
nessun X dif su tutto Q A c XIV

Affinché À e A siano GAUGE EQUIVALENTI deve

esistere localm uno a tic A À Fa
Come nell'esempio del toro a non deve necessariam

essere globali definita ma Va'E lo deve essere
Ato per assicurare che lafaut d'onda l x sia una

buona funzione su Q

Nel caso B 0 non è detto che esista sempre un

U è ben definito t À tà Se ato fosse
vero allora A sarebbe gauge quivi a À 0

Come abbiamo detto sopra se A è sempl connesso

alto è sempre vero tutti gli è t.ci B O sono

gauge equivalenti la situazione è analoga a

ala classica B O una certa dinamica che

è la stessa µ ogni a te FA 0

Se invece Q non è sempl conn bisogna fare attenti come ora
discuteremo per la particella su un cerchio



Particella quantistica su Q S

Consideriamo una particella quantistica che
si può movere su un cerchio 5 sistema 9dim
di raggio R Essa ha carica e e puòesserci un pot

vettore è FX localm A.c B 0 In coord cartesiane

L ME E e E A ELASTI É III
Imponiamo il vincolo che in forma parametrica è

X RCosa

LI
sente

Risente

È oracosa

Inoltreabbiamo V19 E X E 9 con abuso di notazione

J È Raga

FiFi Eija 4 191
con sta parametrizzazi
O è dimensionless

Facciamo la semplice scelta V1049,4 Allora la Lagrè

Le già GIÙ
Diverse scelte di 0 corrispondono a diverse scelte di À
t.ci B 0
Nella teoria classica gta Lagrangiana genera la stessa
dinamica di L MIE



Il momento coniugato a 9 è

Pa nei II ci PÉ
L'Hamiltoniana corrispondente è

HE Pa III
E

U e Pa sono variabili canonicamente coniugale
e diventano operatori CI441 44191 Pillole4.4161

Notiamo che età corrisponde a trasf di gauge con della

Hatz ÙHoè con Ue è
Ult ei e

bendef su 5
perché periodica in 9 4 2it

Invece shifter A 0 8 con 842ITL
non è implementabile con una trasf di gauge
bendefinita perché sarebbe Ue è 9 non periodica

ma 4 2k

µ
Le Hamiltonian Ha con Aero Litt Ito
NON sono equivalenti perché non sono legate

da una trasf di gauge
devono portare a dinamica diversa che in MQ
si ripercuote su un diverso spettro dell'Hamiltoniana



Calcoliamo lo spettro di Ho i

Usiamo il fattoche conosciamo le auto di Pa I

È né ma
necessarioaffinchéleautofurt
siano periodiche cioèbendef

I féineindu inn sul cerchio

come nellabucadipot infinita leauto
di Pa sono dei buoni statiquantistici e E

Audi

ita È L Eté à metàE
E Itala ET mea

Si vedesubito a occhio che pe 0 diversi ho

diversi spettri quali dinamiche diverse

Se A DI LI LO SPETTRO RIMANE INVARIATO

Ato avviene in modo non triviale infatti
0 2 Shifa efficacemente n n 1



Se O O

En Iii
quando nto gli autovalori sono degeneri des 2

perché e e è sono indip

il livello di Min ENERGIA neo invece è tonda

Se D it MAI m i E
Ent Iain Et
i livelli energetici sono tutti degeneri degl
con Autofuus ai mm e èilati Xix

Se DIO I OLOCZI

E Eaton E I
i livelli energetici sono tutti non degeneri

E
pt

O M 2

net

May

0 ha 0



Abbiamo visto che per 0 diversi otteniamo

una dinamica diversa diverso spettro dell'Energia

cioè per Q S il termine di derivata
totale influisce sulla dinamica del sistema
a differenza di quanto accade nella teoria classica

Se invece prendiamo Q R particelle un'dim

allora posso sempre prendere una trasf
di gauge con Ue è È per cancellare

il termine 0 in Ha e ricondurci a sist

con Ham Ho Ato è possibile perché

è'E è una funzione ben definita per YER


