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Esercizio. Sia f : [0,3] — R una funzione derivabile due volte tale che

F0) =0, fO)=1, f2)=-1, f(3)=0.
Dimostrare che esiste un punto £ €10, 3| tale che f”(§) = 0.

Propongo diversi modi di affrontare la dimostrazione, ben cinque. Ce ne
saranno anche degli altri, provate a trovarli!

I modo. Per Lagrange

3¢ 0,1 fie) = LD =I0
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Essendo f'(&) = f'(&), per Rolle
A€ el &l (f)(€) =0.
IT modo. Per il Teorema degli zeri
deell,2]: f(c)=0.
Essendo f(0) = f(c) = f(3), per Rolle
36 €0,z fi(&)
& €le3[: (&)
Essendo f'(&1) = f'(&2), per Rolle
3¢ el el (f)(€)=0.
IIT modo. Per Weierstrass, f ha max e min in [0, 3]. Siccome
f2) < f0) < f(1), f2) <fB3) < f1),

i punti di max e di min stanno in |0, 3[ e sono distinti. Siano x,, un punto di
min e xp; un punto di max. Per Fermat, f'(x,,) =0 e f'(z)) = 0. Per Rolle,

3¢ €lwm zul: () (§) =0.

IV modo. Supponiamo per assurdo che f”(x) # 0 per ogni z €]0,3[. Per
Darboux, abbiamo due casi:
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(a) f”(x) > 0 per ogni x €]0, 3],
(b) f"(x) < 0 per ogni x €]0, 3.

Nel primo caso, f & strettamente convessa, in contradizione con il fatto che

) - 10) _ f2)- 1)
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Nel secondo caso, f ¢ strettamente concava, in contradizione con il fatto che

@)= 1) _ ()= 1)
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In ogni caso, abbiamo una contraddizione.

V modo. La funzione non & decrescente in [0, 1], quindi per il corollario di
Lagrange
Ja€]0,1[:  f(a) > 0.

La funzione non e crescente in [1, 2], quindi per il corollario di Lagrange
€2l f(8) <0

La funzione non ¢ decrescente in [2, 3], quindi per il corollario di Lagrange

Iy €]2,3[: f'(y)>0.

Per Weierstrass, f’ ristretta a [«, 7] ha max e min: sia £ € [, ] un punto di
min. Per quanto visto sopra, deve essere £ € |a,y[. Per Fermat, (f')'(§) = 0.

VI modo (errato!). Per Lagrange

36 €]0,2[: f(&) = %gm) :—%,
sneLa: fle)= 001

Essendo f'(&1) = f'(&2), per Rolle

FEelbn &l (/)6 =0.

Dove sta l'errore?



