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Lezione 1 Spazi topologici

Spazi topolodgici
Def. Sia X un insieme. L'insieme
P(X)=4{U|UC X}

i cui elementi sono tutti i sottoinsiemi di X €& detto insieme delle parti (o
insieme potenza) di X.

Oss. P(X) 2 {0, 1} = |P(X)| = 2X.

Leggi di De Morgan. X— | J Uy = [ (X—=Uy), X— () Uy = U (X—=Uy).
acA a€cA a€A a€cA

Def. Una topologia su X & una famiglia 7 C P(X) di sottoinsiemi di X
che soddisfa:

(1H)VeT
(2) X eT
(3) V{Ua}aca CT = U U €T

aEA
(HYVUVET=UNVET.

Uno spazio topologico (X, T) € un insieme X munito di una topologia T
su X. GLli elementi di X sono detti punti. Scriveremo X anziché (X, T) se
T é sottinteso.

Def. (X, T) spazio topologico.
e U C X é detto apertoin X & U € T.
e C C X édetto chiuso in X & X — C aperto< X —C € T.
Oss. Per una topologia 7 su X abbiamo:
(1) @ é aperto e chiuso in X
(2) X é aperto e chiuso in X
(3) unioni arbitrarie di aperti di X sono aperte in X
(4) intersezioni finite di aperti di X sono aperte in X (per induzione):
VREN VU U €T = (U ET

1=

(3’) intersezioni arbitrarie di chiusi sono chiuse:

V {Cq}aca famiglia di chiusi in X = () Cq4 chiuso in X
acA

(4") unioni finite di chiusi sono chiuse:
n
vVn €N, VCy...,Cy chiusi in X = |J C; chiuso in X.

=1
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Lezione 1 Spazi topologici

Oss. Per determinare T é sufficiente dichiarare gli aperti (oppure i chiusi)
in modo che siano soddisfatte Le proprieta precedenti.

Esempio. I seguenti esempi sono basilari e verranno usati spesso.
(1) Topologia banale su X: Tpan = {0, X} ~» Xpan = (X, Tpan)-
E La topologia minimale, gli unici aperti sono il vuoto e Lo spazio.
(2) Topologia discreta su X: Tgis = P(X) s Xais = (X, Tais)-

E La topologia massimale, tutti i sottoinsiemi sono aperti e chiusi.

(3) Topologia cofinita su X: Tior = {U C X | X — U finito} U {0} ~~»
Xeof = (X, 7Eof)-
GLli aperti sono i complementari dei sottoinsiemi finiti e il vuoto.
I chiusi sono i sottoinsiemi finiti e X.

Oss. X finito < Tais = Teor.
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Lezione 1 Spazi topologici

Basi di topologie

Def. Una famiglia B di aperti di uno spazio topologico X €& detta base per
X se VU C X aperto, 3{Bi}ic:t C B t.c. U = U B;. Gli elementi di B sono
1€l
detti aperti basici.
In altre parole B & base per X < gli elementi di B sono aperti e ogni
aperto di X é unione di elementi di B.

Oss. Per definizione di base, se B é base per X allora U C X aperto <
Vzxe U, aBeBtc. ze BCU.

Esempio. La famiglia dei singoletti B = {{z} | ¢ € X} & base per la
topologia discreta.

Teor. Sia X un insieme e B C P(X) una famiglia di sottoinsiemi di X.
Allora 3T topologia su X t.c. B é base per T <

1) X = B
(D X= 4, Q
(Q)VBl,BQGB,VCEGBlﬂggiaBEBt.C. B

T € BC B:1N Bs-.
Inoltre Tp € unica (topologia generata da B).

Dim. Segue subito dalla definizione e osservazione precedente.

Definiamo
Ts = { UB|JC B}
BEeJ
L'insieme di tutte e sole Le unioni di elementi di B.
Oss. Per definizione di 75, U € Tgp & Vo e U, A BeBtc. e BCU.
Mostriamo che T € una topologia su X.

(1) @ € Ts, ottenuto con J =0
(2) X € Tp, ottenuto con J = B in virtu di (1)
(3) V{Ua}taca CTs = Va € A, 3J, C Bt.c.
Us= U B = UUys=UBeTgcon J=J JoCB

BeJy acA BeJ acA

(4)VU1,U2€’T[3, Ve e UyNU, = 3IB;,B, € Btc.z € By C Uy
emeBQCU2:>$6BlﬂBQCU]_mUQaHBGBt.C.

TEeEBCBNB, CUnNU, = U NU; € Tgp.

L'unicita segue subito dalle due osservazioni precedenti. O
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