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1 Inumericomplessi
I numeri complessi nascono, storicamente, per risolvere equazioni polinomiali del tipo

Z2=-1.
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E risaputo che I'equazione (I.I) non ammette soluzione nel campo dei numeri reali, pertanto i numeri com-
plessi sono introdotti come un’opportuna estensione dei numeri reali nei quali ogni polinomio ammette

delle radici.



Definizione 1.1. Definiamo con la lettera i un elemento tale che

Lelemento i si chiama unita immaginaria.

Osservazione 1.2. Sinoti che (—i)? = (=1)?i? = —1. Pertanto 'equazione ammette due soluzioni, +i.
Definizione 1.3. Siail'unita immaginaria, un numero complesso € un’espressione della forma
z:=x+1iy, x,yeR.
Denotiamo I'insieme dei numeri complessi con il simbolo C, tale insieme & definito come
C:={z=x+iy|x,yeR}.
Dato un numero complesso z = x +1iy
* x sidice parte realedi z, e lo si denota come x = Rez,

» ysidice parte immaginaria di z, e lo si denota come y =Imz,

I numeri complessi ammettono un’identificazione biunivoca con il piano reale R?, come si pud vedere
in Figural}

Figura 1: Rappresentazione grafica del piano complesso

Definizione 1.4. Sia z = x +iy € C un numero complesso, definiamo con z il complesso coniugato associato

a z dato da

zZ=x-1iy

=Rez—-ilmz

Si veda, per riferimento, la Figura

Esercizio 1.5. Dimostrare che per ogni z, w e C




Im

z=x+Yyi

Re

- ———|-----

zZ=x-yi

Figura 2: Rappresentazione grafica di un numero complesso e del suo coniugato

Esercizio 1.6. Dimostrare le seguenti formule

z+z zZ—2Z
Rez = , Imz=—
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Definizione 1.7. Dato z = x +iy € C definiamo come modulo di z la quantita

|zl =Vz z=1/x%+ y2.

Si veda per riferimento la Figura 3}

Im
z=x+yi

|z]
Re

Figura 3: Modulo di un numero complesso

Osservazione 1.8. Notiamo che siccome x? + y? = 0 il modulo & sempre una quantita reale, e lo possiamo

identificare come la norma euclidea del vettore (x, y) € R?.



1.1 Numeri complessi in forma trigonometrica

Definizione 1.9. La funzione atan2, nota anche come arco tangente a due argomenti, e definita come:

arctan (%) se x>0,

arctan(2)+7 sey=0ex<0,

arctan (L) -7 se <0ex<0,
atan2(y, x) = < . (x) y

5 sey>0ex=0,

-7 sey<0ex=0,

non definito sey=0ex=0.

Questa funzione restituisce I’angolo nell’intervallo [-7, 7] tra’asse x positivo e il punto (x, y).

Sia z = x +iy € C e consideriamo l'identificazione canonica
z=(x,y) e R*\ {0}.
Da cid che sappiamo dal corso di analisi 2 3! (p,0) € (0,00) x [-7,7) tali che

X =pcosf
y=psinf ’

si veda la Figura[d] In particolare (I.2) identifica una trasformazione

Im

z=x+Yyi

Re

Figura 4: Forma trigonometrica di un numero complesso

P: (0,00) % [-7,m) — R>\{0}

(0.6) —  (x(0.0),7(p,0)) = (pcost, psind)’
Che é facilmente invertibile in quanto da deduciamo le seguenti relazioni
pZ:x2+y2, tal’lQ:%,

pertanto la trasformazione inversa
Pl RA\{0} — (0,00) x [~7,7)
(xy) — (p(x1).0(xy)’

viene data dalle seguenti formule esplicite

0:=1/x2+y2, 6 :=atan2 (y,x) .

(1.2)



z=p(cosB +1isinb)

Figura 5: Dilatazione del Cerchio Unitario complesso
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Figura 6: Periodicita delle Potenze di i

Notiamo dunque che possiamo scrivere un numero complesso generico z come
z=x+iy=p(cosO+isind), (1.3)

ossia z e la dilatazione di quantita |z| del punto della circonferenza trigonometrica cos +isin8, si veda la
Figura[5]
Definizione 1.10. Dato z € C\ {0} in forma trigonometrica come in (1.3) diciamo che

e p >0 eil modulo di un numero complesso,

e 0 él'argomento di un numero complesso e si puo indicare come 6 = Argz.

Osservazione 1.11. Notiamo che I'argomento di un numero complesso & univocamente definito qualora
ci si restringa a considerare 0 € [, 7), altrimenti, se permettiamo 0 € R, notiamo che I'argomento di un
numero complesso € definito modulo una rotazione di 2kn, k € Z.

1.2 Forma esponenziale di un numero complesso

Notiamo le seguenti relazioni
i =i, i“=-1, i’ =-i, it=1, i’ =i,
pertanto ottengo (vedi Figura[6) che
LA S L U L VkleZ
Consideriamo dunque ora la seguente espansione di Taylor

i0 _ _
=) Tz o L GnDv

m=0 m! n=0




Im

J Re

Figura 7: Esponenziazione intera di un numero complesso

ora notiamo che

pertanto
00 (ie)Zn 00 (_1)n92n o] (19)2n+1 . ) (_1)n92n+1 o
- = cosb, ————— =isin6.
noo 2n)! ,;O (2n)! cos Z_: @en+1)! nZ::o @n+l)! isin

Abbiamo pertanto ottenuto la seguente relazione

e = cos@ +isind. (1.4)

Pertanto ogni elemento della sfera unitaria complessa S! = {z € C | |z| = 1} si pud scrivere come e con 6 €
[—m,m). Ossia

Slz{zetﬁ‘ = ¢l ,Qe[ n,n)}

Notiamo che

E =cosf +isinf = cosf —isinf = cos (—0) +isin(—-0) = e 0,
Esercizio 1.12. Usando (1.4) dimostrare che V0 € R
o0 4 o—if o0 _ p—if
cosf = ——, sinf = ————
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Confrontare tale risultato con ciod che si & ottenuto nell’Esercizio

1.3 Funzioni elementari di variabile complessa

Denotiamo con C* = C\ {0}.

1.3.1 Potenze e radici
Dato z € C* di ha che 3!(p,0) € (0,00) x [—7,7) tale che z = pel?, pertanto
n_ pn (eiﬁ)n — pneine
Adesso consideriamo n € N, dato z € C* vogliamo trovare le radici n-esime di z ossia vogliamo risolvere

I'equazione
w" = z.



Pertanto se z = pel? e w = re's devo ottenere che

p= " el& = ol

Ovviamente p = r" se e solo se r = {/p, mentre per periodicita della funzione esponenziale complessa ho
che

eins — ei(0+2kn), ke Z,

e pertanto ottengo

S=Sp=—+—T.
n n

Notiamo tuttavia che se k; = k, mod n allora e'$t = ek quindi otteniamo che
(0, 2k
Yz = "pel(T’T”), k=0,1,...,n—-1.

1.3.2 Esponenziale complesso

Sia z = x +iy € C, definiamo

ef=e" = " eV =e(cosy+isiny)eC*.
o
>0 eS!

1.3.3 Funzioni trigonometriche complesse

Vogliamo avere una definizione di funzioni trigonometriche di variabile complessa tali che, una volta ri-
strette al campo reale, siano le funzioni trigonometriche conosciute. Una maniera e sfruttare le formule
introdotte in Esercizio[l.12} ossia dato z€ C
eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
cosz:= ———, sinz:= ————. (1.5)
2 21

Le formule in (1.5) sono conosciute sotto il nome di Formule di Eulero ed € come si definiscono le funzio-
ni seno e coseno nel campo complesso. Ovviamente qualora ci si restringa a z € R risulteranno essere le
funzioni trigonometriche reali grazie alle relazioni evidenziate in Esercizio Analogamente definiamo

Z —Z

coshz:= E, sinhz:= ¢ ¢
2 2
1.3.4 Logaritmo di un numero complesso
Dato z € C* ho che z = |z| e/A18% = |z| l(A182+2k7) - 7 Pertanto
logz =log (Izl ei(Arg“Zk”)) =loglz| +i(Argz+2km), VkeZ.

Pertanto il logaritmo, come la radice, non & univocamente definito nel campo complesso.

Esempio 1.13. Calcoliamo log (—1) nel campo complesso. Sappiamo che —1 = e = ¢!®**D7 [ e C. Pertanto
log(-1)=iR2k+ 1D,

ossia € una quantita puramente immaginaria. Questo non va in contraddizione con quanto appreso in
passato in quanto dall’esempio sopra vediamo che il logaritmo di un numero negativo, effettivamente, non
€ una quantita reale, ma immaginaria pura.



1.3.5 Funzioni complesse di variabile reale
Definizione 1.14. Una funzione f: I c R — C & una funzione del tipo
f)=ul)+iv(x),
con u,v:IcR— Rfunzioni reali di variabile reale.
Siha che
e f & continua sse u, v sono continue,
 f e derivabile sse u, v sono derivabili e f'(x) = u’ (x) +iv (x),

 f eintegrabile in [a, b] sse u, v sono integrabili in [a, b] e fff(x) dx= f: u(x) dx-Hf;7 v(x)dx.

2 Funzioni periodiche

Definizione 2.1. Sia f:R— C, p € [1,00), diciamo che f & localmente p-integrabile se per ogni K € R (ossia
K compatto incluso in R) si ha che

f |f )] dx < co.
K
e Se p = 1diciamo che f € localmente integrabile,
e Se p =2 diciamo che f & localmente quadrato-integrabile.
Definizione 2.2 (Funzione periodica). Una funzione f:R — C & periodica di periodo T > 0 se

fx+T)=f), VxeR.

27

La quantita 1/T & detta frequenza della funzione f, mentre w := 57 € detta frequenza angolare.

Osservazione 2.3. Una funzione f periodica di periodo T > 0 € univocamente determinata dalla restrizione

f|[a,a+T), VaeR.
Denoteremo con [—T/2, T/2) il periodo fondamentale.

Osservazione 2.4. Consideriamo la funzione f (x) = sin (2x), notiamo che
sin (2x) =sin 2x+n), VxeR,
tuttavia si ha pure che
sin (2x) =sin 2x + kn), VxeR, ke Z\{0}.

Pertanto data una generica funzione g che € T > 0 periodica si ha che g € pure kT, k € Z\ {0} periodica.
Esempio 2.5. 1. f(x)=sin(mx) é periodica di periodo 2,

2. f (x) = arcsin(sinx) & periodica di periodo 27,

3. f(x) = e'* & periodica di periodo 27.

Notazione 2.6. D’ora in poi consideriamo il periodo T > 0 fissato e conseguentemente la frequenza ango-

_2n
lare w = =



Notazione 2.7. Fissato p € [1,00), T >0e X € {R,C} denotiamo con

/

come l'insieme delle funzioni f : R — X, T-periodiche, localmente p-integrabili. Linsieme LQ (T) dotato di
norma

T T

)

;X):=L§(T),

T2 %
£ hery=( [, 1ol

€ uno spazio normato. Talvolta, per semplicita notazionale, utilizzeremo la notazione
LP:=I2(T).

Osservazione 2.8. Notiamo che la norma associata allo spazio Lé (T) e canonicamente indotta dal prodotto

scalare su LGZ: (T)
T/2

f(x) g(x)dx.
TI2

(rle)=

Esercizio 2.9. Utilizzare per dedurre che la famiglia di funzioni

(einwx)
\/T nezZ
& ortonormale rispetto a (e | o).

Definizione 2.10 (Energia di una funzione). Sia f = u+iv : R — C, T-periodica, localmente quadrato
integrabile, definiamo come energia di f la quantita

2 9 T/2 9 T/2 ) )
== [ Iroffar=[ (w0402 o) ax
=T/2 T/2

Lemma2.11. Sia T >0, si ha che L2 (T) < L{ (T).

Dimostrazione. Euna diretta applicazione della diseguaglianza di Cauchy-Schwarz

T/2
”f”L}E(T) =f_T/2|f(x)|dx: <|f| | 1)< ||1||L§(T) ”f”Lé(T) = ﬁ||f||Lgm-

Definizione 2.12 (Armoniche elementari). Consideriamo le seguenti tre famiglie di funzioni:

a
Ap = {?0, a,cos(nwx), by, sin(nwx) ‘ neN\{0}, ay, a,, by, (—:[R},
Ac = {cpe"™* |nez, cpecl,

Ag:= {Ao, Apcos(nwx+@y), Apsin(nwx+¢,) | neN\{0}, AgeR, Ay, 20,9, € —1,7},

esse sono dette armoniche elementari. Le famiglie Ag e Ag sono composte da funzioni reali di variabile
reale, pertanto sono dette armoniche reali, mentre la famiglia .A¢ € composta da funzioni complesse di
variabile reale, e pertanto verra spesso indicata come armoniche complesse.

Si considerino ora i seguenti tre spazi vettoriali
n=1

N . .
(Ar), (Ar), Be:= {co + ) cne™ 4 e o ER, cneC, N€ N}. 2.1

Notiamo che gli spazi vettoriali in (2.1I) sono costruiti a partire da elementi di basi che sono esattamente le
armoniche elementari definite in Definizioni Abbiamo il seguente risultato



Lemma 2.13. Ogni elemento appartenente ad uno degli spazi vettoriali in (2.1) é una funzione reale di
variabile reale.

Dimostrazione. E immediato per (Agr) € (.fl@ in quanto sono combinazioni lineari finite di funzioni reali
di variabile reale. Notiamo ora che

Cn plnwx 4 Cn e inox — Cn plwx 4 Cneinwx = 2Re (Cn elmux) ,
che e ovviamente una funzione reale di variabile reale, pertanto ogni elemento di B¢, che dunque si puo

scrivere nella forma
N
co+ ) 2Re(cne),

n=1

¢ una funzione reale di variabile reale. O

Osservazione 2.14. Linsieme B¢ definito in Eq. (2.1) € 'insieme di funzioni reali di variabile reale che si
possono generare a partire dalla famiglia di armoniche elementari Ac.

Proposizione 2.15. Si ha che (Ag) = (Ar) = Bc.

Dimostrazione. Proviamo dapprincipio che (Ar) = B¢. Innanzitutto basta definire

a
_0 = CO) (2'2)
2

per identificare le componenti costanti. Usiamo le formule di Eulero date in Eq. (1.5) ed otteniamo che

elnwx + e—lnwx emwx _ e—lnwx a, — lbn a + lbn

a, cos (nwx) + b, sin (nwx) = a, 5 +b, > = 5 x4 — elex
i
—_——— —_———
=cp, =C_p

ed ovviamente abbiamo che c_;, = ¢,, pertanto (Ar) < Be. Per dimostrare B¢ < (Ag) basta invertire il
sistema lineare

a, —ib,
Cn =
2
) 2.3
a, +iby, 2.3)
C_n = 2
ossia
an=Cp+cC
n ' n n , 2.4)
by =i(cn—c_n)
pertanto otteniamo che
@ 4 c_, e % = (¢, + c_py) cos (Mwx) +i(cpy — c_py) Sin (nwx),
e quindi B¢ < (Ap).
Dimostriamo ora che (Ag) = (Agr). Usando le formule di prostaferesi ottengo che
Apcos(nwx+@p) = Apcos@, cos(nwx)—A,sing, sin(nwx),
——
=ap :=b,
pertanto (Ag) < (Ag). Possiamo dunque invertire la trasformazione definita sopra
ap = Apcosgy,
b, =—-A;sing,
ottenendo
Ap=1/a%+b?
¢n=—atan2 (by, a)
il quale implica (Ar) © (A[R), concludendo. O

10



Definizione 2.16 (Polinomio trigonometrico). Dato N € N definiamo come Polinomio Trigonometricoun’e-

spressione della forma

Py (x)= ? + Z [a;,, cos(nwx) + by, sin (nwx)],
n=1

N .
Qn(x) = ) cpe™ .
n=—N

Osservazione 2.17. Alternativamente, un polinomio trigonometrico € una combinazione lineare finita di

armoniche elementari.

Lemma 2.18 (Energia di un polinomio trigonometrico). Si hanno le seguenti identita

2

T|a;s X
IPNIZ, = — | 2+ Y (a+D2)
n=1
N
IQnIZ =T Y lcal®.
n=—N

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando (2.6). Si ha che

T/i2 N
f Z cn elnwx Z Cme —imwx dx

TI2 p=—N m=-N

Q%
L

N T2
> cném/ el (1mMOx 5
n,m=—N -T/2

Se n # m ho che

TI2 ei(n—m)wx
[ el(n—m)wx dx = i
~T/2 im—-mwx

tuttavia siccome e*'” = —1 ottengo

T/2 ei(n—m)n _ e—i(n—m)n

»

—_T/2 i(n—-m)wx

T2
f e MO qx = T & pm,
~T/2

dove §,,;,, € la delta di Kronecker. Pertanto
2 3 N 2
1QnNIIT2 = Z cnCmT 6pm =T Z lenl”.
n,m=—N n=—N

Per dimostrare (2:5) usiamo Proposizione[2.15/ed in particolare otteniamo che
N .
Pyx)= ) cpe?,
=—N

doev i coefficienti ¢, soddisfano Eq. e (2.3). Applichiamo ed ottengo

T

a N
—70 Za+b2

n=1

N T| N n
2 2 : 2 2 : 2
||PN||L2:T Z lenl” = — Z|an_1bn| +a0+Z|an+1bn|
n=-N 4 n=1 n=1

(2.5)

(2.6)

2.7)

O

Definizione 2.19 (Serie trigonometrica). Si dice serie trigonometrica (o di Fourier) un’espressione della

forma
ap X .
—+ Z (ay cos (nwx) + by, sin (nwx)), ag, an, b, €R,
2 4
S .
Y cpe™, ¢, €C.
n=—oo

11
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y=x"forn=1,...,10

0.6 !
///I//I T X

0.4

0.27 /////// ----X

-Z-227%

Figura 8: Esempio di convergenza puntuale ma non uniforme

Definizione 2.20 (Ridotta N-esima). Sia N € N, denotiamo come ridotta N-esima di (2.8) il polinomio

trigonometrico

N
Sy (x):= % + Z (ay cos (nwx) + b, sin (nwx)),
n=1

mentre la ridotta N-esima di (2.9) & il polinomio trigonometrico
N .
Sy (%) := Z cpe*,
n=-N

Definizione 2.21 (Convergenza puntuale e uniforme). Sia f € L% (T), diciamo che una serie trigonometrica

come in Eq. (2.8) e (2.9)

* Converge puntualmentea f in R se

lim Sy (x) = f(x), VxeR,
N—o0

e Converge uniformementea f in R se
lim sup (Sy (x) — f(x)) =0.

N—0o xeR

Osservazione 2.22. Se una successione converge uniformemente ad una funzione target allora converge
pure puntualmente, mente non & vero il contrario, si veda la Figura Se una successione converge uni-
formemente ad una funzione target allora i grafici delle funzioni della successione dovranno stare in un

intorno tubolare del grafico della funzione target, come in Figura[9}

2.1 Richiami di risultati di analisi
Notazione 2.23. Dati X c R e Y = R,C denotiamo con C* (X; Y) I'insieme delle funzioni k volte derivabili
con continuita in X a valori in Y. Linsieme C° = C denota lo spazio delle funzioni continue. Se X = Y

scriveremo C* (X).
Teorema 2.24 (M-Test di Weierstrass). Sia{f,} una successione di funzioni definite su un insieme E C R e sia

M,, una successione di numeri reali positivi. Se per ogni n si ha

L | fa(®)] = My,

12



Uniform Convergence to f(x)

1.5 T T
— fx)
1 | |
~ 05 .
0 | |

—05 \ \ \ \ \ \

Figura 9: Esempio di convergenza uniforme

2. ) Mp<oo,
n

allora la serie di funzioni)_, f,, converge uniformemente su E.

Esercizio 2.25. Quale ipotesi del Teorema fallisce per la successione (x"),>; in [0, 1] come illustrato in
Figura([8R

Lemma 2.26 (Continuita del limite). Sia (f,)
allora f € C (E;C).

nen € C(E;C), ECR. Se Y yen fn converge uniformemente a f

Lemma 2.27 (Integrazione termine a termine). Sia f, : [a,b] < R — C, integrabile in [a,b], Vn. Se ) , fn
converge uniformemente a f in [a, b] allora f e integrabile in [a, b] e

b b b
f f(x)dx= Zf(x)dszf f(x)dx.
a a n nJa

Lemma 2.28. Sia (f,) neny ©C L(la,b];C), se ¥, fn converge puntualmente a f e ¥, f converge uniforme-
mentea g in [a,b] allora f € C' ((a,b];C) esi ha f' = g, ossia

d d
ax o= 2 g
Esempio 2.29. Provare che la serie

X sin(nx)
>

=ont

) (2.10)

converge uniformemente in R e stabilire la regolarita della funzione limite.

Definisco M,, := n~* e posso applicare il Teorema|2.24/ottenendo la convergenza uniforme di (2.10) and
una funzione target che denotiamo con f. Le successioni

)

OZ‘Z’ cos (nx) i sin (nx)
3 - 2
n=1 n n=1 n

che sono ottenute derivando termine a termine (2.10), convergono uniformemente grazie al Teorema|2.24]

Applico i Lemmi e ed ottengo che f € C?(R).

Lemma 2.30. Si consideri una serie trigonometrica come in Eq. (2.8) e (2.9), se essa converge puntualmente a
finRallora f e T-periodica.

13



Proposizione 2.31. 1. Se l”;—"' + Z‘,’f’zl (lan| +1byl) < oo allora la serie trigonomentrica ([2.8) converge uni-
formemente inR,

2. Sey. lcnl < oo allora la serie trigonomentrica (2.9) converge uniformemente inR.

[eo]
n=-00

Dimostrazione. Eun’applicazione diretta del Teorema O

2.2 Analisi di Fourier

Una domanda che sorge spontaneamente € la seguente: esiste una relazione tra i coefficienti di una deter-
minata serie di Fourier e la funzione target alla quale eventualmente essa converge? Si si, di che natura e
tale relazione? Tale domanda viene risposta dalla seguente Proposizione:

Proposizione 2.32. i Consideriamo una serie trigonometrica come in Eq. (2.9) e supponiamo che essa
converga uniformemente ad una funzione target f, allora si ha che

1 T/2 .
Cp = T . f(x)e " dx. (2.11)
—T/2

ii Consideriamo una serie trigonometrica come in Eq. (2.8) e supponiamo che essa converga uniformemente
ad una funzione target f, allora si ha che
T/2 2 T2
a,=— f(x)cos(nwx)dx, n=0, b, =— f (X)) sin(nwx)dx, n=1. (2.12)
TJ-7/2 TJ-Tr2

Dimostrazione. i Siccome supponiamo una convergenza uniforme della serie (2.9) ad f ho che, puntual-

mente _
f (x) — Z Cnelnwx_
nez
fissiamo ora k € Z e calcoliamo
) T/2 : T/2 )
< f ’ e‘k“"> - [ y f (x) etkoxdx = f y Y cpehexdy. (2.13)
- - nez

Siccome supponiamo che Lemma ed ottengo

T/2 o e
f Y cp e x =Y ¢, e'mRexgy,
-T2 pez nez -T/2

applico ora e deduco

T/2 )
Y dR%dx = Y ¢, T i = Tey. (2.14)
-T/2 pez nez

Inserisco (2.14) in (2.13) e ricaviamo

1 T2 X
k== f(x) e Foxqy,
T J-1s2

ii Le relazioniin Eq. (2.12) sono una conseguenza diretta di (2.11) grazie alle relazioni fornite in Eq. (2.4).
Infatti usando le formule di Eulero (1.5) nel casoincuin>1
T/2 9 TI2

ap=Cp+C_p=— £ ) (e70% 4 gl X) dx = — f (x)cos (nwx) dx.
TJ-T/2 TJ-1s2

Similmente si deduce la relazione per b, ed ay.
O

Definizione 2.33 (Coefficienti di Fourier). Le quantita (c;) ez € do, (an, by) 1= definite in Eq. (2.11) e (2.12)
sono detti, rispettivamente, coefficienti di Fourier della serie in Eq. (2.8) e (2.9).
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1l procedimento che associa ad una funzione f una serie trigonometrica (della forma in Eq. (2.8) e (2.9),
indipendentemente) € detto Analisi di Fourier, ossia

f(x) — Z Cneinwx.

nez

Le Proposizione ci indica una maniera naturale per definire una serie trigonometrica a partire da
una determinata funzione, in particolare abbiamo il seguente risultato

Lemma 2.34. Sia X € {R,C} e f € L3, (T) allora i coefficienti di Fourier in Eq. (2.11) e (2.12) sono ben definiti,
pertanto e possibile associare canonicamente una serie trigonometrica alla funzione f.

Dimostrazione. Supponiamo X = C e dimostriamo il Lemma in questo caso. Sia ¢, come in Eq. (2.11),
si ha dunque, visto che f € L¢ (T), che

1 T2
Icnls—f |f ()| dx < oo,
TJ-1r2
e quindi i coefficienti di Fourier sono be definiti. O

Osservazione 2.35. Notiamo che Proposizione[2.32|e Lemma|2.34|sono fondamentalmente diversi. In Pro-
posizione[2.32|si assume la convergenza della serie di Fourier alla funzione target e si deduce una relazione
dei coefficienti, mentre nel Lemma|2.34]si parte da f e si deriva una serie trigonometrica, la serie dedotta
dal procedimento descritto in Lemma(2.34| non é tuttavia detto che converga, tantomeno alla funzione f.

Definizione 2.36 (Spettro di una funzione). Sia f € L§ (m

1. Se X = C alloral'insieme (¢;) ez = (¢n (f))
di f,

2. Se X = R allora I'insieme {ay, (an, bp) p=1} = {a0, (f) (@n (f), bn(f)),=,} definito grazie alla relazione
in Eq. e detto spettro di f.

Il processo di Analisi di Fourier consiste nel definire una serie trigonometrica data una funzione, ossia

f'—’ Z Cn (f) einwx’

nez

nez

definito grazie alla relazione in Eq. 1| e detto spettro

mentre il concetto di Sintesi di Fourier ¢ il procedimento inverso. Partendo da una successione di va-
lori complessi ¢ = (¢,), : Z — C si definisce canonicamente, attaverso la relazione in Eq. (2.9), una serie
trigonometrica, e si studia la convergenza di tale serie

; ?
(Cn)nez — Z cpe"t — I
nez

osiia ci si chiede se esiste una funzione f per la quale la successione c sia lo spettro.

Ovviamente il processo di analisi e di sintesi non & detto che sia commutativo, uno degli obbiettivi
principali del presente corso e quello di identificare condizioni necessarie e/o sufficienti affinché, data una
funzione f € L% (T), sia possibile ricostruire f dalla sua serie di Fourier, ossia il procedimento di sintesi ridia
la funzione f di partenza.

Esempio 2.37. Consideriamo la funzione

1 se x € [0,7],

f(x)={

-1 sexe(-m,0).

Ovviamente f € L[%& (2m) e pertanto possiamo calcolarne i coefficienti di Fourier. E immediato che a,, ( f) =
0 Vn = 0, mentre i coefficienti b,;, n = 1 sono esplicitamente calcolabili (per casa). Abbiamo dunque

ottenuto la serie trigonometrica
o0

Sx) = by sin(nwx). (2.15)

n=1
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Notiamo che non abbiamo nessuna informazione riguardo alla convergenza della serie in (2.15) per x # 0,
tuttavia non ne abbiamo bisogno in questo contesto, infatti otteniamo immediatamente che

S0)=0#£1=/f(0),

pertanto abbiamo un esempio canonico di come il processo di analisi e sintesi di Fourier possano generare
una funzione diversa da quella di partenza.

Esempio 2.38. Determinare le serie di Fourier delle seguenti funzioni definite periodicamente per x €
[—m, 7]

L f(X)=Y[-z,1) (%),

2. f(x)=x,
3. f)=Ixl,
4. f(x)= x>

3 Convergenza puntuale delle serie di Fourier

Domanda. Sia f € Ldl: (), fissiamo xo in R, sia (¢, (f)),,c, come in Eq. 1| Definiamo

N

Sn()= Y culf)e™,

n=—-N
quando si ha che
liz{fnSN (x0) = f (x0)?

Abbiamo visto che I'esempio da un esempio canonico, triviale di una successione di Fourier che
non converge puntualmente in zero a f (0). Possiamo tuttavia costruire controesempi pitt complessi come
il seguente

Teorema 3.1 (Du Bois-Reymond 1813). Esiste una funzione f € C (T;R) tale che

N .
sup Y cp(f)e"t| =00

" n=-N x=0

Posponiamo la dimostrazione del Teorema[3.1]alla fine della sezione, essendo tecnicamente un po’ pit
delicata.

Il risultato principale che dimostreremo nella presente sezione € il teorema di Dirichelet-Weierstrass,
che stabilisce una condizione necessaria e sufficiente per la convergenza d’'una serie di Fourier ad una
funzione target.

Teorema 3.2 (Dirichelet-Weierstrass). Sia f € L}E (1), esia xo € R. Supponiamo che esistono finiti i 4 limiti
unilaterali

f)-f(xg)
m 7S %)

lim_f(x)=:f(x5), lim = f'(x3), (3.1)
X=Xy X=Xy X— X0
allora esiste il limite .
X))+ flxy
I\llim Sy (xp) = M (3.2)

Osservazione 3.3. 1. Si noti come i limiti in Eq. (3.1) sono di tipo unilaterale, dunque non si richiede
nemmeno la continuita della funzione di partenza, tuttavia si richiede derivabilita unilaterale.
2. L'esempio sfrutta esattamente la mancanza di continuita della funzione in zero e vediamo che il
limite € dunque coerente con I'enunciato del Teorema|3.2
L _ . N—
3. IL Teoremac1 assicura dunque che se consideriamo una funzione f € C! (T;C) allora Sy (x) ——
f(x)perognixeT.
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3.1 Risultati preliminari alla dimostrazione del Teorema[3.2|

Per dimostrare il Teorema|3.2|avremo bisogno di alcuni risultati preliminari

Lemma 3.4 (Disuguaglianza di Bessel). Sia f € L2 (T), si ha che

B l 2_1]7"/2 9
Y lenl® < TIIfHZ— - _mlf(x)| dx. (3.3)

ne”zZ

Dimostrazione. Sia Sy (x) = Z],Y:_ N Cn e"®* Calcolo

T/2
0<||f-Sn|?= f_T/2|f(x)—SN(x)|2dx

T2 - @

= fm (f(x)=Sn(x) (f (x) = Sy (x))dx (3.4)
T/2 T/2

= 1P+ Sl f () Sy 0 di - f Sy (0 Fdx.

=-T/2 T/2

Notiamo che
T/2 N T/2 N

(x) Sy (0)dx = ¢ (x) e "X qx =T lenl?,
T/2f N n:Z_N n\—T/zf ) n:Z_N "

=Tcy,

e similmente si ottiene che
T/2 N )
f / SN@) f)dx=T ) lcal”,
~-T/2

n=-N

inoltre usando Eq. l) otteniamo che ||S NII% = TZJX:_ N lc,|?, sostituendo in Eq. 1| otteniamo

N ) 1 9
Y el == |15 (3.5)
n=-N T
Notiamo che il lato destro di (3.5) € indipendente da N, pertanto possiamo passare al limite per N — oo nel
termine sx di (3.5) concludendo la dimostrazione. O
. . 2 . 2 a+b?
Osservazione 3.5. Notiamo che se f € Ly, (T) allora usando Eq. l) otteniamo che |c¢;|® = = 1 pertanto

diventa
1 & 1
2@+ X (@) < 112
n=1

Osservazione 3.6. Notiamo che i calcoli svolti nella dimostrazione del Lemma [3.4] danno il risultato addi-
zionale di

ISnIB+ [ f=Snla= [ £I5,

pertanto otteniamo che le funzioni f — Sy ed Sy sono ortogonali rispetto al prodotto scalare canonico di
2 .
L& (T), cf. Osservazmne

Corollario 3.7 (Lemma di Riemann-Lebesgue in I2). Sia fe quj (T) esiacy, = cy ( f ) come in Eq. li allora

[n|—o0

cn(f) ——0.
Dimostrazione. La dimostrazione € un'immediata conseguenza di (3.3). O

Definizione 3.8 (Nucleo di Dirichelet). Sia T >0, w = ZT” definiamo il nucleo di Dirichelet di ordine N € N la
funzione

1 .
Dy (x):== ) "
TInISN

Lemma 3.9 (Prime proprieta del nucleo di Dirichelet). Sifissi T >0 e N €N. Si ha che
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1. Dy éT-periodica,
2. la funzione Dy e una funzione pari.
.o .
Dimostrazione. 1. Dy(x+T)=T 'Y<y 7D =771y |y (0420 = Dy (x),

2. Dy(=x) = T_IZInISN einw(—x) =71 Z\—nISN ei(—n)wx =Dy ().
O

Definizione 3.10 (Convoluzione di funzioni periodiche). Sia T >0, f,g € qu: (T). Definiamo con convolu-
zione (periodica) di f e g la funzione

frgx) =f_i//22f(x—y)g(y)dy-
Lemma 3.11 (Proprieta fondamentali della convoluzione). Sia T > 0 fissato. Si ha che
1. Sef,ge LL(T) allora f % ge LE(T),
2. fxg=g*f,
3. feLl(TegeCr([-%,2);C) allorafxgecCk([-1,1);C).

Definizione 3.12 (Funzione caratteristica). Sia A < B un insieme, denotiamo con 14 : B — {0, 1} la funzione
caratteristica di A definita come
1 sexeA
Ta(x) =

0 sex¢A
Definizione 3.13 (Funzione semplice). Sidice funzione semplice o funzione a scalini una funzione del tipo

L
@) =) a;lg,p) ),
j=1

dove LeN, a;€Ce [aj, bj) disgiunti. Definiamo I'insieme delle funzione semplici periodiche con

FSX(T)Z{(/): >

— X ‘ ¢ funzione semplice, T-periodica },

Osservazione 3.14. Una funzione semplice € una funzione costante a tratti.

Notazione 3.15. Sia Y < X con (X,dy) spazio metrico. Denotiamo con Y" la chiusura di Y nella topologia

di X, ossia
n—oo

?Xz{chX | El(J/n)neNcYsuchthatdx(x,yn) _,0}‘

1 seguente risultato puo essere utilizzato come definizione alternativa di funzioni L? integrabili, noi lo
enunciamo solamente.

Proposizione 3.16. Sia T >0, p € [1,00), X € {R,C} allora

- 7P
L2(T) =FSx () .

Osservazione 3.17. L'enunciato della Proposizione ci dice che I'insieme delle funzioni semplici & denso
nello spazio normato LQ (7).

Definizione 3.18. Definiamo con ¢*° = ¢*°(Z;C) come lo spazio delle successioni n € Z — z, € C tali che

| zll g0 = SUP| 25| < 00.
nezZ
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Lemma 3.19. Loperatore

F=Fxen : Le(T) — °(Z0)
1 T2 .
f — c(f)== f(x)e "*dx
TJ-1/2

¢ un operatore lineare continuo tra L}: (T) el>® (Z;C).
Dimostrazione. 1. Linearita: siano f,g € quz (TN eAeC, hoche

T/2 T/2

1 . 1 )
Cn (f) +A(3n (g) = ? _T/Zf(x) e—lnwxdx-i—ﬂ?/;ﬂzg(x) e inwx 4,

1 T/2 .
= ?f_m (fx)+Ag(x)) e " dx=c,(f+Ag).

2. Continuita: calcoliamo

1 Iz —iwnx
175~ gl =suplen () -cn (@ <sup 1 [ 70 -g @ [e™]ax
nez nez -T/2 T

1 T2
=7 ], lre-gwldr=]r-el,.

Pertanto notiamo che se f — g in L! allora F f — Fg in ¢*, che ¢ la definizione di continuita.
O

Lemma 3.20 (Lemma di Riemann-Lebesgue in L!). Sia f € Lclt (T) esiacy = cn(f) comein Eq. lb allora

|n|—o0

cn(f) ——0.
Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in steps
Step 1. Sia f =Tj4p), [a,b) € [‘TT,%] Si ha che

—-inwb _ ,—inwa

1

cn(f) = _fbe‘i”‘“xdx— LA — o(n™1) ni=co
T e T T(-inw) '
Step 2. Sia ora f = ¢ funzione semplice,

e~ inwb; _ ,-inwa;

L
_ , _ , — (-]
Cn((P)—Zl“]Cn(ﬂ[aj,bj))— ) aj T Cing) =0(n™).

Step 3. Consideriamo ora f € L}: (T) generica e fissiamo &y > 0. Dalla Proposizione sappiamo che
I'insieme delle funzioni semplici € denso in qu: (T), pertanto per ogni § > 0 esiste un @5 € FSc (T) tale che

los=fll <.

Lapplicazione F : L' — ¢ ed & continua, quindi Ve > 0 esiste un § > 0 per il quale se ||f — Qs ||L1 < 6 allora
sup|cn (f) —cn(@s)| <e. (3.6)
nez

Sia ora & il modulo di continuita dell’applicazione F : L! — ¢ associato a &9 /2. Otteniamo che

|en ()] = len (£) = en (@5, +[en (@5,)] -

Da ho che |c, (f) = cn (¢s,)| < €0/2, € dallo Step 2| so che |c, (¢s,)| = O(Inl™!), pertanto esiste una
costante C > 0 tale che |c, (¢s,)| < C/In| per ogni n € Z e dunque

C
|Cn(f)|<%+m» VneZ

E dunque sufficiente scegliere |n| = ng > % ed otteniamo che |cn ( f )| < gg. Siccome €( > 0 arbitrariamente
concludiamo la dimostrazione.
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Proposizione 3.21 (Formule di Dirichelet). Sia f € Lclt (T) ed N €N, allora

. T/2 T/2
su= Y e(f)e™ = [ plx=n)Du()dy= [ flx+y)Dy(y)dy

Inl=N ~T/2 -T2
dove Dy e definito in Definizione[3.8

Osservazione 3.22. Notiamo che Sy = f x Dy.

Dimostrazione. Si tratta di svolgere dei calcoli diretti

Sy (x) = Z Cn (f) einwx

|n|l<sN
— l 1z f(_)/) e—inwydy einwx
InISNT -T/2
-T/2 T In|l<N
T/2
= [, )y lx-y)ay
T/2

f(x—2)Dn(z)dz
/2

dove nell'ultima identita si & usato il cambio di variabile z = x — y e la T-periodicita delle funzioni f e Dy.
La seconda identita la si ottiene con un cambio di variabile e sfruttando la parita di Dy. O

Lemma 3.23. SiaNeNeT >0 -

1
DN(x)deE.

Osservazione 3.24. Siccome Dy € pari si ha immediatamente che f_TT/?Z Dy (x)dx=1.

Dimostrazione. Siha che
T/2 1 T/2

Dy(x)dx=—= ) ¥ dx,
/2 InjlsNJ-T/2

e usando (2.7) ottengo f_TT/?Z e"*dx = Ty, dal quale ottengo che f_TT/?Z Dy (x)dx = 1. La tesi segue per
parita della funzione Dy. O

Lemma 3.25. SiaNeNeT >0, si hache

1 ei(N+1)wx_e—inx
— " x#kT, keZ,
T x=kT, keZ,

Osservazione 3.26. Notiamo che usando le formule di Eulero (1.5) otteniamo che nel caso x # kT, k € Z,
. . 2% . in((N+2
raccogliendo a fattor comune al numeratore e al denominatore e'2*, si ha che Dy (x) = %% Da

2

tale espressione possiamo quindi dedurre che Dy € continua in k7.

Dimostrazione. Se x = kT la dimostrazione & immediata. Sia ora x # kT, e fissiamo z = ¢/“* € S!, si ha che

-N 2N Z—N 1- Z2N+1 1 ZN+1 _ Z—N 1 el(N+1)wx _ e—lex

1 z
Dy== Y 2"=2-Y z"= =— = :
N ) T Sy T = T 1-z T z-1 T elox _ ]
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3.2 Dimostrazione del Teorema[3.2]

Dobbiamo dimostrare (3.2). Fissiamo N e N e xo € [~ 2, 2], grazie alla Proposizione ho che

T/2
S (x0) = f_ i (x0+y) Dn (y)dy,

calcoliamo ora

f(x3)+ fxg T2 f(xd)+ f(xg
SN(x())_ (0) (O)Zf f(xo+y)DN(y)dy— (O) (0)
2 —T/2 2
0 f XA T/2 f (x+)
[ rtavenosmiar-L80 [ p ) iy ay - L)
-T/2 2 0 2
pertanto usando Lemma|3.23|e la linearita dell'integrale ottengo
flxg)+f(xg) _ © _ 1
S () = == = L/Z [f (x0+y) = f (xg)] D (¥) dy+f0 [f (xo+y) = £ (x)] Dn (v) dy.
Applico ora il Lemma(3.25ed ottengo
0 B 1 0 Nty _ p-iNox
f [f(xo+y)—f(xO)]DN(y)dy=—f [f (xo+y) = f (x5)] > dy,  B.7a)
~T/2 TJ-112 elvy —1
T/2 . 1 T/2 . ei(N+1)wy _ e—inx
fo [f(xO+y)—f(xo)]DN(y)dy=7f0 [ lo+y) S —m— - 37D
Uso l'identita €Y —1 = (cos (wy) — 1) +i sin (wy) e la funzione ausiliaria
flxo+y)-f(x) y LT 0)
) y (cos(wy)—1) +i sin(wy) Y 2’ 58
g\y)= .
flxo+y)-f(x) y . OZ)
y (cos(wy)—1) +i sin(wy) M
prolungata periodicamente in R. Usando e calcoli espliciti & semplice vedere che
! xi
lim g(y) = M , (3.9)
y—0%* 1w

pertanto g € limitata localmente vicino a zero. Dimostriamo ora il seguente risultato

Lemma 3.27. Sia g come in Eq. (3.8), esiste un 8y > 0 tale che per ogni 6 € (0,0¢), esistono due constanti
C;j(6) >0, j =1,2 finite tali che

Ple= [ leWlay<ci@ 17 ()]l (o)l <eo
Vs (3.10)
Ble)=]  leWldy<C@lf )]+ ()] <00

Osservazione 3.28. Il Lemma(3.27|¢ la parte cruciale della dimostrazione, notiamo infatti che il fatto che esi-
sta finito il limite unilaterale della funzione rapporto incrementale di f in x( viene utilizzato per dimostrare
la seconda diseguaglianza di Eq. (3.10).

Dimostrazione del Lemmal3.22. Notiamo che da (3:10) ottengo che esiste un &y € (0,1) t.c. se § € (0,8¢) e
|y| <6 allora

g0l < = (17 G +1r ()],
pertanto

Is(g) < 17 G+ 177 ()]

20
w
—~—
=Cy(0)
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Notiamo ora che €'“Y -1 = (cos (wy) — 1) +i sin (wy) descrive la circonferenza unitaria di raggio uno e centro
—1 (nel piano complesso), pertanto se |y| = & ottengo che |e“¥ — 1| = §2, quindise 6 < |y| < <

1) < LotV )] 172

integrando in y ottengo

T2 (T2 T/2
1(8)= 5 |, 1 o y)ldy+ 5 (£ (33|11 (39))-

Calcoli standard mostrano che f_TT% | f(x0+ y)|dy = || f || ;1 € pertanto ottengo la diseguaglianza cercata
fissando C; () := %. O

Usando (3.10) otteniamo che g € Lé (7). Inseriamo ora g definita come in (3.8) in Eq. l) ho che

0 ‘ .
= %[T/Zg(y) [el(N+1)wy_ e—ley] dy
TI2

1 : .
= ?[ g(y) [el(N+1)a)y_ e—ley] dy
0

e quindi
+ p—
Fxg)+f(xg) l[_T/z ei(N+1)wydy_lf_T/2

S LA S L ) A
N (o) 2 T T/Zg(J/) TJ-Tr2

=cni(g)—cen(g)

g(y)eNerdy

IN|—o0

tuttavia siccome g € L¢ (T) applicando Lemma 3.20|ottengo che cy+1(g) —cn (g) 0, il che conclude
la dimostrazione del Teorema[3.2] 0

4 Regolarita di una funzione e decadimento dei coefficienti di Fourier

,1);C) e T-periodiche e supponiamo che c, (f) = ¢, (g) per ognin € z,
Dimostrazione. Notiamo che se f, g € C! ([—%, %) ;C) allora possiamo applicare il Teorema ed otteniamo
che

Lemma 4.1. Siano f,g € Cl([—%
allora f (x) = g (x) per ogni [— %

’

f(x) — Z cn (f) einwx, g(x) = Z cn (g) einwx
nez nez
perogni x€ -1, 1), tuttavia se ¢, (f) = ¢, (g) allora ottengo che f (x) = g (x) per ogni [-1, I). O

Esercizio 4.2. Dimostrare che le funzioni f (x) = 1-z,0)u0,7) (X)+T=muio; (¥) € g (X) = V—r,0)u0,m (X)=T=muio (%)
hanno gli stessi coefficienti di Fourier, ma sono, ovviamente, diverse.

Notazione 4.3. SianoneZ— z, € Ce ne Z— wy, € C due successioni complesse, diciamo che z;, = o (w,)
se

Diremo che la successione (z,) ez € un o piccolo di (wy) ;7 € scriveremo z, =0 (wy).

Esempio 4.4. e Lasuccessione a,, = (1+|n)% & odi b, = (1+|n|)? se e solo se B>a.
* Lasuccessione x, =27 & o0 di y, = (1+ n?) 112 her ogniy € R.

Proposizione 4.5. SiakeN, f e qu: (1), derivabile k volte e tale che f(j) € L}: (T), perogni j=0,...,k allora

Cn(f(f)):(iwn)fcn(f), Vnez, jefo,..., k.
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Dimostrazione. Dimostriamo tale risultato per induzione su j. Se j = 0 non c’e nulla da dimostrare, sia ora
j=1...k

. 1 T2 . . 1 T2 _ .
Cn (f(])) = _f f(]) (x) e inwx gy — _f axf(]—l) (x) e inOxX gy
TJ-1s2 TJ-1s2

integro per parti

i . . T/2 1 T/2 . )
Cn (f(])) = axf(]_l) (x) e—lnwx i _ ?[T/Zaxf(]—l) (X) ax (e—lanC) dx.

. o TI2 . . .
Notiamo che axf(f‘l) (x) e et . 0 per periodicita e che 0, (e7"*¥) = (—inw) e~ pertanto ¢, (f(f)) =

iwn ¢y ( f ( ‘1)), che & ben definito siccome supponiamo f U-De L}: (T7), ed applicando il passo induttivo
concludo O

Ricordiamo che grazie al Lemma [3.20 abbiamo che se una funzione f € L¢ (T) allora c, (f) Iz,

Supponiamo ora che f sia k volte derivabile con derivate in LQI: (), la Proposizioneci dicechesen#0

Cn(f)_ . c (f(k))»

B (iwn)k "

tuttavia se £ € L1 (T) allora c, (f®) - 0o, pertanto

-k
len ()] = o(lnl )
Quindi piix é regolare una funzione piir velocemente i coefficienti di Fourier decadono per |n| — oo.

La domanda che sorge spontanea ¢ dunque la seguente: dato che una certa regolarita di una funzione
implica un certo rate di decadimento dei coefficienti di Fourier, e per caso vero pure il contrario, ossia un
certo decadimento dei coefficienti di Fourier implica che una funzione & derivabile un certo numero di vol-
te?

Una risposta, parziale, vine fornita dal seguente risultato:

Lemma 4.6. Sia T >0, k € N, consideriamo la serie trigonometrica

Z Yneina)x’ (4'1)

nez
che converge puntualmente ad f in [-T/2, T/2) e supponiamo esiste un p > k + 1 tale che
[yal =0(Inl™),
allora f € C*([-T/2,T12);C).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su k. Se k = 0 allora p > 1 e per il Teorema(2.24|otteniamo che la
seriein Eq. (4.1) converge uniformemente ad f ed applicando il Lemma|2.26|ottengo che f € C ([-T/2,T/2);C).
Sia ora k > 0 e considero il passo induttivo verificato per j =0,...,k—1e p>k+1. Se & cosi ho che

Y (inw)yn, j=0,....k 4.2)

nez

converge assolutamente, pertanto uso Teorema ed il passo induttivo ed ottengo che la serie in Eq. (4.1)
converge uniformemente a f () per j=0,...,k—1 mentre converge uniformemente a g se j = k. Applico il
Lemma ed ottengo che g = f® inoltre f* & continua grazie al Lemmam O

Domanda. Supponiamo che p = k + 1, tale ipotesi e sufficiente a verificare il risultato del Lemmal4.6?

Larisposta & no, vediamo il perché.
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Figura 10: Estensione periodica della funzione x?

2

Dimostrazione. Sia f |'estensione 2r-periodica della funzione x~, sivedala Figura La sue serie di Fourier

e datada

(D"
)

2 00
)= % + Zl cos (11x). 4.3)

Usando le formule in Eq. (I1.5) possiamo scrivere I’espressione in (4.3) come serie di exponenziali complessi,
in particolare ottengo

2 n
b/ (=1
Co(f)=?, Cn(f)ZW, n#o0,

pertanto ¢, (f) = 0(InI™2) quindi p =2 e k = 1, tuttavia la funzione f non & derivabile in 2I+1)7, [ € Z,
pertanto f ¢ Cl(R). O
Esempio 4.7. Consideriamo la serie

X sin(nx)

> : (4.4)

n=1 n!

la serie in Eq. (4.4) converge ad una funzione target f? Se si, che regolarita ha f?

Dimostrazione. La serie € ovviamente assolutamente convergente (uniformemente in R) applicando il Teo-

rema2.24]

(o] 1 (oo}
Z sin (nx) - Z l —eo1,
n=1 n! n=1 n!
inoltre 1/n! = 0(2™"*) = o(n~P) per ogni p > 0, pertanto f € C¥ (R) per ogni k € N e quindi f € C* (R). O

5 Convergenza in energia, o in LZ (T)

Definizione 5.1. Fisso T > 0. Una serie trigonometrica come in Eq. <| converge in Lé (T) ad una funzione
limite f se, data Sy laridotta N-esima della serie (cf. Definizione|2.20), si ha che

1
. . T/2 9 2
Jmr=sulizen = Jm ([ Ifw-sywfar] <o

Teorema 5.2 (Identita di Parseval). Sia f € Lé (T), N € N e si consideri la ridotta N -esima Sy associata ad f

con coefficienti come in Eq. li . Allora || i N|| 12 M=, 0 se e solamente se

1 (T2
> |Cn(f)|2=—f_T/2|f(x)|2dx. 5.1)

ne”z T
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Dimostrazione. Nella dimostrazione del Lemma[3.4]abbiamo visto che

I£=svlf = ||f||iz—T|n|Z<N|0n(f)|2- 52

2
= Notiamo che se Sy NL—> f allora da Eq. (5.2) deduciamo che Eq. (5.1) & verificata.
—00

N—oo

< Analogamente se Eq. (5 .b & vera da Eq. (5 .| deduciamo che || f - Sy — 0.

enunciamo, senza dimostrazione, il seguente risultato:

LE(T)
Teorema 5.3 (Convergenza in L?). Sia f € L2 (T) allora Sy I\;—» f.
—00

Osservazione 5.4. Notiamo che il Teorema5.3|ci garantisce che ogni funzione localmente quandrato inte-
grabile e periodica é approssimabile in L? dalla sua serie di Fourier.

6 Brevi accenni di analisi funzionale
6.1 Cenni di teoria dell'integrale secondo Lebesgue
Motivazione : Colmare alcune debolezze della teoria di integrazione secondo Riemann.

Definizione 6.1 (Funzione integrabile secondo Riemann). Sia f: I:=[a,b) c R — R limitata, J € N e consi-
deriamo la partizionedi I

J b
I=1]1, Ij:=|a+
consideriamo le somme parziali superiori ed inferiori definite come

Xyi= Z|I]|supf(x)

xel j
= I;|inf f(x
% nling e
Se esiste, finito, il limite
limoj;=lim%;=7,
J—o0 J—o0

allora f & R-integrabile in [a, b) e sia ha che

b
f fx)dx:=1.

Esempio 6.2. 1. Se f e continua allora & integrabile.
2. Lafunzione di Dirichelet Igno,1) non ¢ integrabile.

Definizione 6.3 (Insieme di misura nulla secondo Peano-Jordan). Siad =1, e sia T < R4, diciamo che T ha
PJ-misura nulla se pero ogni € > 0 esiste un N € N e N rettangoli R,, n=1,...,Ntc. T c Ufyzl R, e tali che
Z],,\[:l |IR,| < €. Linsieme Ry, n=1,...,N édetto ricoprimentodi T.

Osservazione 6.4. N puo dipendere da € ma € sempre una quantita finita.

Esempio 6.5 (Esempi di insiemi con PJ—misura nulla). 1. Ai={x,€R|n=1,...,N}. Fissiamo € > 0econ-
sideriamo i rettangoli R, := [xn ,Xp + ﬁ], essi formano un ricoprimento di A ed abbiamo che
Z _1|Rul=€/2 <e.

4N
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2. B:= {% | neN\0}. Fisso € € (0,1) e definisco Ry := [-£/8,¢/8]. Definisco N := max{neN\0| %> &}

eR,:=|1 - 1+%] pern=1,...,N. Oviamente ho che R,, n=0,...,N & un ricoprimento di B
ed inoltre
N €
Rol + 3 IRyl = <.
n=1 2
=€/d4 e —

Definizione 6.6 (Insieme di misura nulla secondo Lebesgue). Siad = 1, e sia T < R¢, diciamo che T ha L-
misura nulla se pero ogni € > 0 esiste una successione di rettangoli (Ry),en che € un ricoprimento di T e
tale che

@

T< |JRn Y IRyl <e.

neN neN

Esempio 6.7 (Esempi di insiemi con misura nulla secondo Lebesgue ma non secondo Peano-Jordan). No-
tiamo dapprincipio che ogni insieme numerabile (x,) ,en © R ha L-misura nulla. E infatti sufficiente definire

il ricoprimento
£ £

Ry = x”_2n+1’xn+2n+1 :

Una semplice generalizzazione puo venire formulata in piti dimensioni. Pertanto

1. Linsieme N ha L-misura nulla, ma ovviamente non esiste ricoprimento finito di misura arbitraria-
mente piccola,

2. Linsieme Q N [0, 1] ha L-misura nulla e ammettera ricoprimenti finiti, ma la cui misura €, al minimo,
uno.

Definizione 6.8 (Proprieta verificate quasi ovunque). Si dice che una proprieta (o predicato) p ¢ verificato
quasi ovunque (q.0.) in E < R? se p (x) & verificata per ogni x € E' c E e tale che |E \ E’| =0.

Esempio 6.9. * p(x):=(xirrazionale), E:=[0,1]
o T -nx? _ -
p(x):= (nh_{goe —0),E.—[RZ,
e p(x,y):=(xy#0), E:=R%.

Definizione 6.10 (Convergenza puntuale q.0.). Sia d =1 e sia (fy),,cp Una successione di funzioni f,, : E c
R¢ — Cesia f: EcRY — C diciamo che f; converge ad f g.o. se

r}ggofn (x)=f(x) g.o.in E.

Esempio 6.11. o fu(x):= e % converge q.o.a f(x)=0in E=R,
e g, (x):= x" converge q.o. a g(x) =0in F:=10,1],
Definizione 6.12. Siad =1, E cR% e X € {R, C}. Definiamo con FS (E; X) I'insieme delle funzioni semplici (cf.

Definizioni[3.13) da E in X, i.e. funzioni della forma

N
®=> anlg, a,€X,
n=1

con (Ry), c E rettangoli disgiunti.

Definizione 6.13 (funzioni integrabili secondo Lebesgue). Sia d = 1, diciamo che f : R? — C ¢ integrabile

secondo Lebesguein R? se esiste una successione (¢,), o, € FS(R%;C) tale che

n—oo

L. ¢n(x) f (x) L-q.0. in RY;

n,m—oo

2. fRd |(pn - (pm| 0 (condizione di Cauchy integrale);
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in tal caso si pone

ff:zlimf ©n. (6.1)
R4 n R4

Osservazione 6.14. Una prima osservazione che puo esser fatta é la seguente: siamo sicuri che il membro
a destra in Eq. (6.1) esista? Definiamo con J,, := fpa ¢, € C, siha che

n,m—o0

I]n‘]m'sf |(pn_(Pm| 0)
R4

tuttavia (C, |»|) € uno spazio normato completo, e pertanto il limite in Eq. (6.1) esiste.

Definizione 6.15 (Funzioni L-misurabili in R%). Diciamo che f : R — C & L-misurabile se esiste una succes-
sione (), € FS(R%C) tc. @ (%) %, f(x) L-q.0.

Definizione 6.16 (Insiemi L-misurabili in RY). Diciamo che E c R? & L-misurabile se la funzione 1y & L-
misurabile, in tal caso si ha che |E| := [pa IE.

Definizione 6.17 (Funzioni L-integrabili in sottoinsiemi di RY). Sia f:Ec RY — C con E L-misurabile. Si
dice che f & L-integrabile in E se I'estensione

f(x) sexeE

) (6.2)
0 sex¢ E

Jo(x):= {

e L-integrabile.

Definizione 6.18 (Funzioni L-misurabili in sottoinsiemi di ). Diciamo che f:Ec RY — C & L-misurabile
in E se 'estensione in Eq. (6.2) lo & in R%.

Teorema 6.19 (di convergenza dominata di Lebesgue). Sia E < R® un insieme L-misurabile in R? e sia (fy)
una successione di funzioni con f;, : E — C misurabile ¥ n, convergente L-q.o. in E a una funzione f : E — C.
Se esiste una funzione g : E — R* integrabile e tale cheV n

|fn(x)|<gx) gqo.inE

allora f, é integrabile ¥V n e pure il limite puntuale q.o. f e integrabile e si ha che

tim [ fu= [ 1

Esempio 6.20. Calcolare, se esiste il limite limy_ o, fR e~"*' Dimostriamo V1 > 1,1a funzione f,(x) = e '
continua (infatti € C*°) e quindi & una funzione misurabile.

¢ Notiamo che

lim e”
n—o0

nx4_{0 sex#0

1 sex=0

Questo limite (puntuale) risulta uguale per la funzione target, denotato come f(x) numerato del
teorema di convergenza dominata di Lebesgue. Ossia f(x) = 0.

. |fn(x)| - |e—nx4

Abbiamo selezionato un candidato per essere adoperato come funzione g nell’enunciato del teorema
di Lebesgue, ossia

4
< ‘e‘x

x4

gx)=e"

Sappiamo che la funzione g € integrabile su R. Applichiamo il teorema di convergenza dominata di
Lebesgue:
lim f fo= f f=0
n—oo R R
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Osservazione 6.21. Non ¢ cosi banale il fatto che esista un limite degli integrali dell’esempio sopra. Infat-
ti, stiamo integrando una funzione che si converge a zero (puntualmente), ma che viene integrato su un
dominio illimitato (RY).

Esempio 6.22. Siano:

1/n sexe€]|0, nz]
0 altrimenti

(;bn(x) = {

Rappresentando graficamente, la funzione & un rettangolo di altezza n e larghezza n?

funzione su RY &:

. Lintegrale della

6.2 Un Primer in Analisi Funzionale

Definizione 6.23 (Spazio normato). Sia V uno spazio vettoriale sul campo X € {R,C}. Un’applicazione
I-1:V—R

si dice norma se le seguenti condizioni sono verificate Vx,ye Ve l e X:

1. lxll=0 x=0 (non-degeneratezza)
2. |Axl =|Alllxll (omogeneita)
3. lx+yl<lxll+llyl (subadditivita)
In tal caso, la coppia (V, || - II) si dice spazio normato.

Osservazione 6.24. Se definiamo la funzione dy : X x X — R* come

dx (%) =[xy
otteniamo che (X,dx) & uno spazio metrico. Pertanto ogni spazio metrico ¢ normato.
Esempio 6.25. Sono spazi normati:
* R ]e])

* (CleD

[ ]
=

RN, Je],), dove |x]p = (Zﬁ\il x?)

Cla, b)), Il ¢ loo), dove || flloo = SUP ye(q 5y | ()]
(CY(1—a,b]),R), [ * 1), dove

b
I71,= [ 1reol dx

Definizione 6.26 (Successione di Cauchy). Sia (X,dx) uno spazio metrico e sia x := (x,), < X, diciamo
ch e la successione x & di Cauchy se per ogni € > 0 esiste un rng € N tale che per ogni n,m = ng si ha che
dx (Xp, Xm) <e€.

Osservazione 6.27. La Definizioni € equivalente a dire che
lim dx (x,,x;)=0.
yN—00

m

Lemma 6.28. Ogni successione convergente e di Cauchy.
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Figura 11: Esempio di funzioni vicine rispetto alla metrica indotta dalla |/ ¢|;; ma lontane nella topologia
uniforme.

Osservazione 6.29. Bisogna fare attenzione perché il contrario, in Lemma non e vero. L'esempio cano-
nico di una successione di Cauchy non convergente é il seguente: Consideriamo lo spazio normato (@, |-]).
Consideriamo la successione

1
qneB(\/E,;)mQ), n=1,
tale successione e ben definita per denista di Q in R. Ovviamente si ha che
|dn = | <4(l+l) e
n m| — n m

n

Per costruzione, tuttavia, si ha che g, 2. \V2¢ Q, pertanto la successione (qn) 2>1 on convergein Q.

Esercizio 6.30 (Costruzione di successioni di Cauchy non convergenti). Dimostrare che le seguenti succes-
sioni di Cauchy non sono convergenti negli spazi metrici indicati:

1. up(x):=max{-loglx|,1/n}, n =1 nello spazio metrico (C ((-1,11);Il-l 11 );

2. Sia (qn)nel\l :=QnI0,1] esia vy, (x) := 1]Un,_0{qn,} (x), dimostrare che la successione (v;) ey € di Cauchy

ma non & convergente nello spazio della funzioni Riemann-integrabili con norma L.

Definizione 6.31 (Spazio metrico completo). Uno spazio metrico (X,dx) si dice completo se ogni succes-
sione di Cauchy é convergente.

Definizione 6.32 (Spazio di Banach). Uno spazio (B, ||+l g) normato e completo si dice spazio di Banach

Definizione 6.33 (Prodotto scalare). Sia X € {R,C} e sia V un o spazio vettoriale su X. U'applicazione binaria
(o] ¢): V2 — X si dice prodotto scalarese x,y,z€ Ve Le X

1. (x| x)=0e (x| x)=0implica x =0;

2. (x1y)=(y|x)
3. (x+Ay| 2)=(x1 2+ A(y] 2).

Osservazione 6.34. Notiamo che si ha che

(xly+Az)=(y+2Az| x)=(y| x)+/im:(x| y)+A (x| 2).

Analogamente possiamo facilmente vedere che x = 0 implica (x | x) = 0 per linearita.
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Esercizio 6.35. Sia (¢ | ¢): V2 - X un prodotto scalare, definiamo ||v|y := v/ (v | v), dimostrare che [le||y &
una norma.

Lemma 6.36 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia V uno spazio vettoriale e (¢ | *) un prodotto scalare
definito su V. Allora per ogni vy, v2 € V si ha

(v1l v =lvilyilvzlly.

Definizione 6.37 (Spazio di Hilbert). Sia H un insieme, e sia (e | *) ; un prodotto scalare definito su H ta-
le che (H, (o | -)H) & di Banach. Allora (H,(e | e)y) € detto spazio di Hilbert. Denoteremo con |e| g :=

Vieley.

Osservazione 6.38. Ricordiamo le seguenti importanti implicazioni
Hilbert = Banach = spazio metrico completo.

Definizione 6.39 (Ortogonalita). Sia H uno spazio di Hilbert, un famiglia (ey),c4, A < R si dice ortogonale
rispetto al prodotto scalare (e | ®) i se

(ea | ep) =dapleals|ep| ;-

La famiglia (eq)qec 4, A < R sidice ortonormalese |leqll iy =1 per ogni a € A.

6.3 Glispazi di Lebesgue

Definizione 6.40 (Spazi di Lebesgue). Siad =1, pe[l,00) esia E c R4 un insieme L-misurabile. Definiamo

L1717 <co}.

Hf”LF’(E;C) = (fE|f|p);,

LP (E;Q) := {f : E — C L-misurabile

Lo spazio L” (E;C) dotato della norma

€ uno spazio di Banach.

Definizione 6.41 (Lo spazion L*°). Con le stesse ipotesi della Deﬁnizionedeﬁniamo
L*®(E;C):={f: E — C L-misurabile | 3K >0 t.c. | f (x)| = K L-q.0. in E}.

Lo spazio L*° (E;C) dotato della norma

|1l o) = Inf{K >0 | | f (0)] < K L-q.0. in E} := esssup | f ()],
X€E

& uno spazio di Banach.

Proposizione 6.42. Sia p € [1,00) ed E come in Definizione|6.40, sia (f,), e tna successione convergente a f
in LP (E;C). Allora esiste una sottosuccessione ( fn, ) .o, che converge puntualmente L-q.0. a f in E.

Osservazione 6.43. Notimao che, solo nel caso p = 2, possiamo definire canonicamente il prodotto scalare

(f18)rzwe ::Lf(x)g(X)dx.

Pertanto lo spazio L% (E;C) & uno spazio di Hilbert.

Lemma 6.44 (Disuguaglianza di Holder). Siano p,p’ € [1,00] t.c. L + L =1, si ha che

1
p P
(f| g>L2(E;C) = ”f”LP(E;C) ”g”LP’(E;C)

Osservazione 6.45. Notiamo che se p = p’ = 2 in Lemma otteniamo la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz per il prodotto scalare in L? (E;C).

Lemma 6.46. Sial < p < q < oo esia E L-misurabile e con misura finita, allora si ha che LY (E;C) c LP (E;C)
ed in particolare si ha che

“»
1Al 2o e < TEVP (| £l oy -

Dimostrazione. E sufficiente notare che || 7, z.c, = (|f]” | 1) 2z, ed applicare il Lemmacon espo-

nentir=q/per'=q/(q-p) O
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7 Latrasformata di Fourier

Problema: Definire la trasformata di Fourier per funzioni non periodiche definite in tutto R.

Notazione 7.1. Sia p € [1,00] denotiamo con L? := LP (R; C).

Ur’introduzione euristica Consideriamo la serie di Fourier di una funzione di periodo T e facciamo ten-
dere T — oo, abbiamo che

T/2

f)= Z Cn (f) e, Cn (f) = _f f(y) e—inwydy_

nez -T/2
Se T € molto grande ho che
T/2 » . R
[ rwermeray= [ (e ray=:f oo,

pertanto

fx) =~ 2— > of (nw) ™~

ne”zZ

Pertanto denotando w := d¢, nw := ¢ nel passaggio al minite possiamo trasformare la somma discreta
nell’'integrale

1 [ .
~ iéx
F = an';f(é)e dé.

Definizione 7.2 (La trasformata di Fourier). Sia f € L! definiamo la trasformata di Fourier come la funzione
Ff:=f:R— C definita come

f©:= \/% fR f(x) e dx. (7.1)
Lemma 7.3. Sia F l'operatore f € L' — F f = f definita in Eq. , si ha che F € L(L'; L*).
Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a quella proposta per il Lemma[3.19]e pertanto € omessa. [
Esempio 7.4. Primi esempi di trasformata di Fourier per funzioni L':

1. f(x):=T4p (x). Sihachese #0

. 1 (b . i e i¢h_gita
f@= —f e dx= :
V2n Ja V2m ¢
mentre, chiaramente, per & = 0 si ha che f (0) = Notiamo dunque che la funzione f & continua in

\/7
Zero.

2. g(x):=e ¥ a>0 calcoliamo

1 0 . 1 +00 X
n (f f —x(asgnx+i¢) dx = f ex(a—l{)dx " f e—x(a+1€) dx.
& V271 JR V2 J-co V2mr Jo

Si ha che

x(a— 1{) dx = 1 1 1 f+oo e—x(a+i§)dx: 1 1

\/E/ Vo a—ié’ Var o V2r a+ié’

e quindi g (§) =

7 a2+€2
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7.1 Integrali dipendenti da parametri

Teorema 7.5 (di continuita). SiaIcReh:Rx I — C tale che
1. h(e,t)€ L' (R;C) perognite I;
2. h(x,9)eC(I;C) perg.o. xeR;
seesiste g € L' (®;R.) tale che
lh(x,0)l<gx) Vtel, perq.o. xeR, (7.2)

allora la funzione H : I — C definita come

H (1) ::f h(x,t)dx,
R

econtinuainI.

Dimostrazione. Notiamo che grazie a siha che |H ()] <oco Vte 1. Siaey >0 ed € € (0,€p), definiamo
K. (?):= H(t+¢€) — H(t), vogliamo dimostrare che per ogni t € I

lim K, (£) = 0.
e—0

Notiamo che K, (t) = [ ke (x, t) dx dove k. (x, 1) := h(x,t+€) — h(x,t). Da si ha che |k (t,x)| < 2g(x)

ed inoltre k; (e, x) %0 per q.o. x € R grazie al punto 2 nell’enunciato del Teorema pertanto possiamo
applicare il Teorema ed otteniamo che

lim K, (¢) = limf ke (x,)dx =0,
e—0 e—0JRr

concludendo. O
Esempio 7.6. L'esempio canonico in cui si applichera il teorema Teoremaé quando h (x,¢) = @m)~1/2 fx) e ix,
Teorema 7.7 (di derivazione sotto segno di integrale). Siah:R x I — C tale che
1. h(e,0) € L' (®R;C);
2. h(x,#)eC (I;C) perq.o. xeR;
e due funzioni g; € L'(R;R,), 1=1,2 taliche
|h(x, Ol =< g (x), 10:h(x, D] < g2 (x),

allora la funzione
Hm:fhmnm€dmm,
R

e si ha che
atH(t) = / ath(x, t) dx.
R

7.2 Prime proprieta

Proposizione 7.8 (Proprieta della trasformata di Fourier). Sia f € L' (R;C) e sia f definita come in Equazio-
ne (7.1). Si ha che

i feCnL®®;C) esiaha che ||f||Loo <|fl.
ii (Lemma di Riemann-Lebesgue) f (&) — 0 per|é] — oo,

iii (Traslazione in x) sia xg e R e g (x) := f (x—Xp), si hache g ({) = e‘ixﬂ‘(f &);
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iv (Traslazione in &) siaépeR e g (x) := eifoxf(x) allorag (&) = f (E—=¢&p);

v (Cambio di scala) sia A € R\0 e g (x):= f(x/A) allora g (§) = 1Al f (A&);
vi (Coniugio) sia g (x) := f (x), si ha che g (¢) = f (—&);

vii (Derivazione in x) sia f € C' n L' (R;C) esia f' € L' (R;C) allora % @ =i f(©&);

viii (Derivate successive) siakeNe f € Ckn LY (R;C) con f(j) e L' (R;0) perj=1,...,k allora

—_

J

d N
2J 5y = (ig) - .
T ) =3¢y f, j=1..,k;

ix (Derivazionein ¢) Sia f € L' (R;C) e g (x) := xf (x) tale che g € L' (R;C) allora si ha che

df
d_cf ) =-ig ) =

xf(x) e *dx

\/_

Dimostrazione. i 1l fatto che f € L™ e la diseguaglianza || |, =< || f||,; & una conseguenza diretta del

Lemma Resta da dimostrare che f € C. Definisco h (x, &) := \% f (x) e”*¢ e noto che |k (x,&)| < %
per ogni ¢ € R, pertanto K (s,¢) € L! (R;C), inoltre & — h (x,&) & continua per ogni x € R tale che |f(x)|
00, 0ssia q.0. Posso dunque applicare il Teoremaﬁ ed ottengo che f € C (R;C), concludendo.

ii La dimostrazione & del tutto analoga al caso periodico, con le opportune modifiche, si veda il Lem-

ma[3.201

iii Calcoliamo
A 1 —ix¢ 1 f —ix¢ 1 f —i(y+x0)¢ —ixgé £
= — dx = — — dx = — y oJody = 06 .
8 \/ﬁfmg(’”e X= o J R0 e = L T ()e y=e m @

iv Calcoliamo

. 1 —ixé 1 f —ix(—¢o) £
= — d e — S SOd — _ .
g mng(x)e x=— | fue x=fE-&)

v Calcoliamo

5 1 —ix X\ _ix
g(€)=Eng(x)e fdx = — )e Cdx,

\/Efmzf

fissiamo y := x/A e con tale cambio di variabile otteniamo

+sgnl oo 2
9 (1dy) =

—ly/'l.{)
g mfsgnm f(y)e @ff dy= 1117 (A).

vi Calcoliamo

1 [—— . 1 . -—
5 () — - gy = f ix$dx = f (=&).
g —@Af(x)e X T Rf(x)e x=f(=¢§

vii Siccome f’ € L! allora posso calcolare la trasformata di Fourier di f’, pertanto si ha che, dopo un'inte-
grazione per parti

f/ )= \/%fRaxf(X) e ¥dx = \/%f(x) e

- +iff(x) e ¥dx.
X=—00 ‘\/271 R )
=i f©)

|x|]—+00

=0, ossia che | f (x)| ——— 0.
Supponiamo per assurdo che non sia cosi, esiste dunque une>0edun M > 0 tale che perogni x=M o

E sufficiente dunque a questo punto dimostrare che —— f (x) e‘”‘f ~
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—u=0,0=1
—pu=2,0=1

0.4 +

Figura 12: Funzione Gaussiana al variaredi a¢ > 0

x <—M sihache | f (x)| = e. Supponiamo che tale condizione si verifiche per gli x = M (nell’altro caso si
ragiona in maniera strettamente analoga). Si ha dunque che

1= d = )
Iflo= [, [re]dr=co

=€

che & ovviamente un assurdo in quanto assumiamo f € L'. Abbiamo pertanto ottenuto che f'(¢) =

i€ f (©).
viii Si prova per induzione seguendo i passaggi logici del punto precedente. E lasciato per esercizio.
ix Usiamo il Teoremal7.7]definendo la funzione ausiliaria
h : RxR —C

(x,8) H\/%f(x) e X

Usiamo come funzioni dominanti le funzioni

g1 () :=1h(x,&l=|f )], g (x):= |0§h(xf)|—‘ f(x)e“'fx‘=

Possiamo dunque applicare il Teorema ed otteniamo che f € C! (R;C) e si ha che

df

G \/_fagh(x £)dx = —ig (©).

O

Definizione 7.9 (Funzione Gaussiana). Sia o >0 e u € R, una funzione Gaussiana & una funzione del tipo

2
e_%(%)

1
ovV2an ’

Go,pu(x) 1=

si veda Figura[12]

Proposizione 7.10 (Trasformata di Fourier di una Gaussiana). Siao >0 e u € R e G5, come in Definizio-
nil7.9, si ha che

GU,M (x) = —e ((m +1”"r) (7.3)

V2m
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Dimostrazione. La dimostrazione viene suddivisa in tre passaggi:

Step 1. Caso in cui (a,u) = (1,0). Notiamo che G; € L! cosi come x — xGro(x) € L pertanto possiamo
applicare la Proposizione[7.8}ix ed otteniamo

0:Gr (&) = - xGy o (x) e %¥dx. (7.4)

i
V2 JR

Ovviamente Gy g€ C® e G’L0 € L! pertanto possiamo applicare Proposizione ed otteniamo
N —_ 1 . 1 .
i€ Gio) =Gy = —f G, (x)e *¥dx = ——f xGy 0 (x) e %*dx. (7.5)
1o Verdr M0 V2 Jr

Definiamo ora A(¢§) := \/%7[ fR xGip(x) e ¥*dx, usando le Equazioni 1i e 1i possono dunque leggersi
come

0:Gr o = —iA, i Gro=—A4,
ossia otteniamo 1'’equazione differenziale
0:Gro = —EG. (7.6)
LODE € a variabili separabili e pertanto e esplicitamente risolvibile e si ottiene che
Gio (@) =Ce t'/2, @7

per una costante C > 0 che dobbiamo ancora identificare. Calcoliamo ora (A?Lo 0)

1
Go(x)dx=—, (7.8)
1,0 (X)dx o

pertanto le Equazioni l) e l) cidanno C = \/%7 ed otteniamo quindi Gl,o &)= \/%76_ &2,

N 1
G1,0(0) = Efu@

Step 2. Caso (o, 1) € (0,00) x {0}. Notiamo che G, (x) = 071Gy 9 (x/0) pertanto
Goo &) =0""'Gro(x/0) (@),

ed applichiamo Proposizione|7.8/vlottenendo che G o (x/0) (&) = 0G ¢ (0¢), quindi

A 1 2
G (6) = —= e @9/2,
U,Oé,t \/E

Step 3. Caso (o, u) € (0,00) x R. Ovviamente si ha che G, ;, (x) = Gg,0 (x — ) pertanto applico Proposizio-

ne e deduco (7.3).
O

7.3 Relazioni tra integrali doppi e integrali iterati

Domanda: quando si ha che

f)(xyf(x’y)d(x’y):fy(/Xf(x’y)dx)dy:fx(fyf(x’J’)dJ’)dX?

Ossia quando possiamo scambiare I'ordine di integrazione senza modificare 'integrale?
Teorema 7.11 (di Fubini). Sia he L' (R%;C) allora
1. perq.o. x€R sihacheh(x,e) € L' (R;C);

2. perq.o. yeRsihacheh(s,y) € L' (R;C);
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3. sihache [gh(e,y)dy€e L R;C);

4. Vale la seguente identita

fRZh(X'Y)d(x'J’)=fR(th(x,y)dy)dx=fR(th(X»y)dx)dy.

Teorema 7.12 (di Tonelli). Sia h:R? — R misurabile e tale che
e h(x,y)=0gq.0. inR?;
e perq.o. x€R si hacheh(x,e) € L' (R;R);
e sihache [yh(e,y)dye L (R;R);

allora h € L' (R%;R) e si ha che

szh(x’y)d(x'y):fR(th(x,y)dy)dx.

Osservazione 7.13. Esiste una versione del Teorema(7.12|con x e y invertiti.

Definizione 7.14 (Convoluzione di funzioni). Siano f, g:R — C tali che, posto
h(x,y)=f(x-y)g(y) (7.9)
sihache h(x,) e L (R;C) per g.o. x € R. Definiamo come convoluzionedi f e g la funzione data da
feg@i= [ £x-y)gl)dy

Osservazione 7.15. In analogia a quanto visto per la convoluzione di funzioni periodiche (si veda Defini-
zioni[3.10) si ha che f * g = g * f. La dimostrazione di tale fatto & lasciata come esercizio.

Teorema 7.16. Siano f, g € L! e sia h definita come in Eq. , sihacheh(x,) € L' per q.o. x € R e si ha che

I =gl =fl gl
Dimostrazione. Dimostriamo che la funzione |k (s, ¢)| € L' (R%;R.). Si ha che

e per q.o. y € Rlafunzione |h(s,y)| € L' (R;R,). Infatti
[[1nenlax= [ |rx=2llg 0l ax= g0l <oao.,
o Jglh(x,®)ldxe L' R;R.,), infatti definendo H (y):= [z |k (x,y)| dx siha che

i = [ ([ 1 G-lleWlax)ay= [ g0l [ I (-l ax)ay= D71, el

Possiamo quindi applicare il Teorema e Osservazioneottenendo che h e L' (R?%C). 1l Teore-
ma ci garantisce inoltre che h(x,) = f(x—e)g(s)e L' e fxg= [o f(*—y)g(y)dy € L'. Inoltre

si ha che
78l = [ [ [ 1rGe-nllg]as]ay

=fR|g(y)|UR|f(x—y)|dx)dy

=fR|g(y)|UR|f(t)|df)dJ’ t=x-y
:fR|g(y)|dyfR|f(l‘)|dt = £l gl
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1 -05 05 1

—— Characteristic function of [-1/2,1/2]
— [[-1/2,1/21n[x—-1/2,x+1/2]|

Figura 13: Grafico della funzione p; e p; * p;

O
Un’applicazione diretta del Teorema ci da il seguente risultato
Proposizione 7.17 (Trasformata di Fourier della convoluzione). Siano f,g € L', si ha che
Fxg®=v2r f©8©.
Dimostrazione. Grazie al Teorema[7.16ed alla Proposizione[7.8Hisi ha che
S 1 .
* (f):—f(/ X— d )e_ledx
fre@=—= [ |JS(x=1)g)dy
1 —ixé )
= _ X — e dx d y
Js0) = [ s y
ed applicando Proposizioneottengo che \/szn Jof(x-y) e X dx = e IV f (&), pertanto
fxg©=1© fR gy e dy=varn f§©),
concludendo. O

Esempio 7.18 (Proprieta regolarizzanti della convoluzione). Consideriamo la funzione p; (x) := -
calcoliamo

] (x))

1
2

(NI

m*m(x)=me(x—y)m (y)dy=f2 p1(x—y)dy.

_1
2

Calcoliamo ora la funzione

1 1
l se—=-=x-y=-

pir(x-y)= 2 2,
0 altrimenti

pertanto p; (x— y) # 0 se e solamente se x — % Sysx+ % Sostituendo nell’integrale sopra otteniamo che

1 1 ’
Nnix——,x+-||.
2

2

pl*pl(x):/ )

[—%,%]ﬂ x—%,x+2

11
dy=||-=,=
] Y ‘ [ 22
Notiamo che la funzione p; non e continua mentre la funzione p; * py lo &, si veda Figura[13]
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Proposizione 7.19 (Proprieta della convoluzione). Siano f,g,he L', AeC, si hache
1. frxg=gxf;
2. (f+g)xh=f*h+gxh;

(f*g)xh=fx*(g=h);

- (Af)xg=A(f*g);

se, addizionalmente, f' € L' sihached,(f+g)=f"*g.

]

[N

S

7.4 Lanti-trasformata di Fourier

Definizione 7.20. Sia f € L' definiamo come anti-trasformata di Fourier |’ operatore
% 1 e
Gf=f(x):= —f () e""ds.
To=10=Tg kI

Domanda. Quando vale I'identita G (Ff) (x) = f (x) g.0.2

Osservazione 7.21. Notiamo che g (x) = g (—x), pertanto dalla Proposizione ne deduciamo che g €
C N L. Quindi, supponiamo che esista una funzione f € L' t.c. G (Ff) = f g.0., allora esistera una funzione
heCnL® con h= f q.o. (basta definire g := F f ed applicare Proposizione[7.8Hia G g).

Il risultato principale della sezione attuale ¢ il seguente:

Teorema 7.22 (di inversione). Sia f € L' tale che f € L allora per q.o. (x,&) € R? si ha che
1 e . 1 A . L x A
o ([ r ey eac=reo, o ([ Fmeman)eiax=fo.
21 Jr\Jr 21 Jr \JR

Corollario 7.23 (Conseguenze del Teorema. Siano f, g, f, g,fge L:
i Formula di dualita: (F o F) f (x) = f (—x) g.0. inR;
ii Teorema di unicita: se f = g inR, allora f = g g.o. inR;

iii Trasformata di Fourier del prodotto di funzioni: fg\= \/%71 fxg.

Dimostrazione. 1primi due punti sono immediati, dimostriamo il punto fiiifsolamente. Siccome per ipotesi
f,& € L! applicando il Teorema ottengo che f = g € L!, pertanto G (f * §) & una funzione ben definita
ed appartiene allo spazio C n L*°. Possiamo dunque applicare Proposizione el punto[ied otteniamo

G(f+8=F(f*8)(-x)=V2n Ff(-x) F§(-x)=V2n f (x) g (x).

Pertanto possiamo applicare 'operatore F ad entrambi i lati dell'identita sopra ed applicando il Teore-

maotteniamo che f+ g =v2n F(fg). O

Domanda. Come possiamo estendere la trasformata di Fourier a funzioni che non sono in L'? Un setting
naturale nel quale possiamo lavorare & quello delle funzioni ad energia cinetica finita, ossia L?, tuttavia,
quando il dominio é illimitato come nel caso di R, esistono funzioni che sono quadrato integrabili ma non
assolutamente integrabili, come ad esempio le funzioni x — (1+|x))~! e x — %

Notazione 7.24. Sia p € [1,00], d’ora in poi denotiamo con L” I'insieme delle funzioni L” (R;C) nella varia-
bile z, ossia
LY :={z— f(2) | fe P ®&O)}.
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Teorema 7.25 (di Plancherel). Loperatore trasformata di Fourier F : L'NnI%2 — [®NC si estende ad un
operatore F : [2 — L? lineare, continuo e biiettivo che verifica per ogni f, g € L

(FIIFegh:=(fl&

ed in particolare

La dimostrazione del Teorema richiede una minima conoscenza della teoria delle distribuzioni,
pertanto € omessa.

Osservazione 7.26. * 1l punto principale del Teorema [7.25| ¢ il seguente: come estendere il dominio
dell’operatore trasformata di Fourier? Notiamo ch eil prezzo da pagare € quello di estendere il codo-
minio, ossia possiamo dire che la trasformata di Fourier di una funzione L? & "solamente" L? e non
pit L*nC.

* Notiamo che l'operatore F nel Teorema e definito in modo implicito, ossia non € piu esprimibile
attraverso la formula (7.1), in quanto non siamo sicuri che 'operatore integrale sia ben definito per
funzioni in L2.

Proposizione 7.27 (Formule di approssimazione di Plancherel-Carleson). Sia f,g € L? con g = Ff, sia

inoltreG : L? — Li l'operatore definito come Gh(x) = Fh(-x). Si ha che

1. Ff© = llm —f fx)e” 1’“’(dxmL?‘eqo inR;

2. f(x)=Gg(x):= hm —f g(€)e”“‘?d(,r inl? eq.o. inR.

Dimostrazione. Ricordiamo che per K > 0 abbiamo pyx := -k k). Sia fx := f p2x, notiamo che se f € L2
allora grazie al Lemma 6/ho che fx € L!, pertanto Proposizione|7. I i| ci assicura che fK € una funzione
ben definita in L™ che si puo esprimere esplicitamente come

-~ 1 K .
©)= —f (x) e " dx.
Jx Vanm —Kf
Definiamo ora la famiglia di funzioni

dx (0= | f )~ fe @) = |f @ [pax 0 -1)%,
si ha che

* Pk (x) K=

%, 0 per ogni x € R;

o |¢K(x)| < |f(x)| perogni K >0e xeR;

1
posso pertanto applicare il Teoremal6.19ed ottengo che ¢k KL—> 0, ossia
—00

Jm [ |fiew - foofax=o - fe L.

K—o0

Notiamo ora che l'operatore F: 12 — L2 €& continuo, pertanto

Fh K -7: f
tuttavia F & un’estensione di F, pertanto siccome fx € L! ho che F fi = F fx, quindi ottengo che

Ff,

Ff —Lfo(x)e_i'xdx L
K \/ﬁ -K K—o00

dimostrando il primo punto. Il punto 2 si dimostra in maniera analoga. O
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Definizione 7.28 (Nucleo di convoluzione). Sian € L' (®R;R,) e tale che ||17 || L®RR,) = 1 allora 7 si dice nucleo
di convoluzione.

Esempio 7.29. Nuclei di convoluzione standard:

1. G(x):= \/LT” e~ ¥ /2 , la Gaussiana normalizzata detta anche nucleo di Gauss;

2. P(x)i= = 1 +1x2 detto nucleo di Poisson;

3. Sia

1 1
c0:=f e 1-2dx,
-1

e definiamo

1,

Cop e 12 selx|<1

M (x) :={

0 selxlzl'

Notiamo che lim M (x) =0, pertanto M e continua in +1. Addizionalmente risulta che (dimostra-
x—+1F

zione omessa) M € C*® (R;R).

Osservazione 7.30. Notiamo che M nell’esempio € 'unico nucleo con supporto compatto, ossia M &
identicamente nulla al di fuori di un compatto (in questo caso particolare I'insieme [-1,1]).

Osservazione 7.31. Notiamo che, dato k € N\ 0 e definendo 1 (x) := kn (kx) otteniamo che 1 & nucleo di
convoluzione secondo la Definizioni infatti

fnk(x)dx:kfn(kx)dx:fn(y)dy:1.
R R R

Lemma 7.32. Sian un nucleo di convoluzione come da Definizioni[7.28, sia f € C n L® (®;C), siny definita
come in Osservazionel|7.31|, si ha che

klim f*ne(x)=f(x), g.o. xeR.

Dimostrazione. Siha, usando Proposizione 1} che

f*nk(x)=nk*f(x)=fRnk(x—y)f(y)dy=kfRn(k(x—y))f(y)dy=fRn(z)f(x—%)dz, (7.10)
considero ora la successione
z-—»n(z)f(x—%), VxeR, keN\O, (7.11)

indicizzata da k € N\ 0, di funzioni di variabile indipendente z. Si ha che

*n2f (x - %) Koo, 71 (2) f (x) per ogni (x, z) € R2 grazie al fatto che f € continua in R;

* [n@2 f(x—%)| < |n@|supseg | f Q)| =n(2) || ]|, pertanto la funzione z — 7 (z) || |, domina (in
modulo) ogni elemento della successione definita in Equazione uniformemente in k € N\ 0,
inoltre

fR”(Z) 1£ 1l dz = Il 2 [ ] < o0
per ipotesi;

possiamo quindi applicare il Teorema ed otteniamo che

) z
hmfn(z)f(x——)dz=f17(z)f(x)dz=f(x), (7.12)
k—ooJR k R
per q.o. x € R. Combiniamo le Equazioni (7.10) e (7.12) ed otteniamo il risultato cercato. O
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7.4.1 Dimostrazione del Teorema[7.22]

Osservazione 7.33. Ricordiamo che nell’enunciato del Teorema richiediamo f € Lé in maniera che G f
sia ben definita.

Supponiamo, per semplicita, che f € CnL® N L!. Tale scelta non & un’ostruzione findamentale nella
dimostrazione del Teorema ma solo una scelta pedagogica attuata per semplificare la dimostrazione.
Vogliamo dimostrare che

1 A o 1 cor :
- ixé - —iyé ixé
) _anRf(é)e d¢ zﬂfm(fRf(y)e dy)e dé. (7.13)
Per ogni k € N\ 0 definiamo
ve@i=e ) = kvam G @), (7.14)

e consideriamo la serie di operatori

Grf (x):= F@Ve(©e™de =G (fvi) (),

Vb

e vogliamo dimostrare le seguenti identita (q.o.)

Jim Grf ()= f (x) (7.15)
N 1 ~ .

li = f X6 d 7.16

kggogkf(x) T Rf(f)e ¢ (7.16)

ed ovviamente combinando le Eq. (7.15) e (7.16) otteniamo (7.13) q.o. in R.
Step 1 (Dimostrazione di (7.15)). Notiamo che
. 1 B .
Gief (0= f ( f fly)e dy) Vi () € dg,
21 Jr \Jr
posso dunque definire, per ogni x € R, la funzione

b (1:€) = f(¥) vie @) V),

ovviamente si ha che |y (3,¢)| < | f (¥)|Ivk (€], pertanto, visto che f € L}, e vi € L per ogni k € N\0 ottengo

che ¢, € L! (R%y, &) C) per ogni x € R. Possi dunque applicare il Teorema|7.11(alla funzione ¢, ed ottengo che

Gif =5 [ [[¢:reacay
= % fR () ( fR Vi (O e V4dg| dy

Notiamo che

fR V(e dE = VanFe Vi (©) (v - ),
inoltre usando Equazioni e otteniamo che

kX%

Feox @) (X)=ke "z,

quindi, usando la notazione introdotta in Osservazione|7.31

f Vi (6) N84 = kv2m e
R

K2 (x-y)?

=k 27 Gio(k(x—y))=271(Gro), (x—y),

pertanto usando Proposizione|7.19H1|e Lemma|7.32

Grf (x) =[R(G1,0)k(X—J/)f(J’) dy=f*(Go); (%) ]H—oo’f(x),

per g.o. xeR.
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Step 2 (Dimostrazione di (7.16)). Osserviamo che (cf. (7.14))
lim f (&) vi(© e = f & e,
k—o0

per ogni (x,¢) € R2. Inoltre

[FOve@ | <|F @),

quindi possiamo applicare il Teorema[6.19|ed otteniamo che
Hmff@w@wm&=fﬂaﬁwa
k—oo JR R

per g.o. x € R, dimostrando (7.16).

Mettiamo assieme i risultati dimostrati nelle Equazioni (7.15) e (7.16) ed otteniamo il risultato enunciato
nell’Equazione (7.13), concludendo. U
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