PROPRIETA’ DEL VALORE ATTESO E DELLA VARIANZA

Definizione operativa di valore atteso di una variabile aleatoria discreta (v.a.d.):

EX)=u= 2 xip(x;) = x10(x1) + x30(x2) + -+ + x,0 ()

i=1
Proprieta:
E(c)=c
E(c)=cx1=c
E(cX) = cE(X)

E(cX) = ) cxip(x) = crap(ey) + cx,p(eg) + -+ Cxp () =
i=1
= cBap(en) + 2ap(E) + -+ xup(v)] = CE(X)
E(c+X) =c+EX)
E(c+X) = ) (c+xp(x) = ) [ep(e) + xip ()] =
i=1 i=1

= c;p(xi)+;xip(xi) =cxX1+EX)

E(XY) = ECOE(Y)

Con Y e X indipendenti avremo che il loro verificarsi congiunto sara dato da: P(X NnY) = P(X)P(Y).

Scriveremo quindi la doppia sommatoria di tutte le coppie di valori (xl-,yj) moltiplicate tra loro:

E(XY) = zn: zn:(xiy,-)p(xi)p(yj) = zn: Zn: xip(x)y;p(y;)

i=1j=1 i=1 j=1

fissando i=1...i=2..i=n

e x1p () y1p (V1) + 210 () Yo (v2) + o + 2y p(x) v () =

= x;p(x1) [Z yip(y;)
=1

e X20(X2) Y10 (V1) + X20(x2) Y20 (v2) + -+ X0 (X2) Y0 () =

= x,p(x2) [Z yip(y;)
=1
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e Xy (X)) Y10 (V1) + X0 0 (X)) Y20 (V2) + -+ + X0 p () v () =

= xnp(xn) [Z yip(y;)
=1

Possiamo dunque riscrivere la doppia sommatoria dei prodotti xl-p(xi)yjp(yj), scomponendola nel
prodotto di due sommatorie dei fattori con indici i e j rispettivamente:

n

= xip() [zn: yip()
j=1

i=1

ossia E(XY) = E(X)E(Y).

E(X+Y)=EX)+EQY)

Per quanto visto sopra, possiamo scrivere |'equivalenza nei termini di una doppia sommatoria di coppie
(xi,yj) questa volta pero sommate tra di loro:

n n

EX+Y)= Z (xi + y)p(xDp(y;) = z Z[xm(xi)p(yj) +y;p(y;)p(x)]

i=1j=1 i=1j=1

n n

z xp(x)p(y;) + z": z": yip(y;)p(x)

= i=1 ]=1

p—k

~

scomporre la doppia sommatoria per gli indici i e j nel prodotto di due sommatorie:

zn:p(Xi)]
i=1

n

= zxip(xi) [Zn:p(yj) + Zn:yfp(yf)

i=1

dato che la somma delle probabilita di tutti gli eventi possibili in uno spazio campione & 1, avremo infine

n

N Z xip(xi) + Zyﬂ?(yj) =EX) +E).
j=1

i=1

In modo analogo si dimostra I'equivalenza

E(XX-Y)=EX)—-E().
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Definizione operativa di varianza di una variabile aleatoria discreta (v.a.d.):
n
V(X)=0?= E[Xi —EXOPp(x) =[xy — ulPp(ey) + [z — pl?p(x2) + -+ [x — u]?p(xn)
i=1
Formula alternativa:
n

[x; — ul?p(x) = Z[xiz + p? = 2ux;]p(x;) =
=1 i=1

L

= Z[xizp(xi) + sz(xi) — 2ux;p(x;)]

=1
n n n

= D xPp) + a2 ) p(r) = 20 ) xip(x)
i=1 i=1 i=1

Il primo addendo ¢ il valore atteso dei valori della v.a.d. X elevati al quadrato (la funzione quadratica non
altera le proprieta aleatorie del numero su cui viene calcolata). Gli ultimi due termini si semplificano invece
cosi:

=E(X?) + u?1 —2uu = E(X?) — u?.
Quindi possiamo riscrivere come
V(X) =EX?) - [EX)]?
Proprieta:
V(ic)=0
E(c®—-[EQ©)]?=c?*-c?=0

V(cX) = c?V(X)

E(c?X?) — [E(cX)]? = c’E(X?) — [cE(X)]?
= c?E(X?) — c*’[E(X)]?

= c{E(X?) - [EX)]*} = c*V (X)

V(ic+X) =V(X)

E[(c+X)?]—-[E(c+X)]?=E(c®*+X?>+2cX) —[c+EX)]? =

=2+ E(X?) + 2cE(X) — ¢ — [E(X)]? — 2¢cE(X) = E(X?) — [E(X)]?
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VIX+Y)=VX)+V()
con X e Y indipendenti.

E[X+Y)? - [EX+YV)]?=EX?+Y2+2XY)-[EX)+EY)]? =
=EX®)+EXY?»)+2EXY) - [EX)]* - [E(V)]? = 2E(X)E(Y) =
Riorganizzando gli addendi:

=EX?) - [EXPP+EY?) —-[EXY)]*+2|E(XY) —EX)E(Y)]|.
V(X) V() =0

L'ultimo termine essendo uguale a zero con X e Y indipendenti: infatti

E(XY) = E(X)E(Y)

(Vedi Pagina 1).

A questo punto é facile verificare che:

VX -Y)=VX)+ V()
con X e Y indipendenti.

E[X-Y)?]-[EX -VI?=EX?+Y%2-2XY)—-[EXX) - E(]? =
=EX?)+E(Y?) —2EXY) — [EX)]? = [E(V)]? + 2E(X)E(Y) =

Riorganizzando gli addendi:

=EX?) - [EXPP+EY?) —-[EXY)]?—2|EXY)—EX)E(Y)]|.
V(X) V() =0




