Lezione 6 Assiomi di separazione

Assiomi di separazione T7; e T»

Def. Uno spazio topologico X é:

TisevVz,ye X, xzF#y= 33U,V C X aperti t.c. c‘a

zelU—-—VeyeV —U. U v

T-> o di Hausdorff seVz,y€ X,z F vy = 33U,V C X aperti t.c.

TEU, YEVeUNV =0. @@
Oss. T = T;.
<£

U %
Esempio. # X 2> 2 = Xpan nON T7.
H#X =00 = Xcof T1 NON To.
T1:VZT #Y € Xeot > U =X —{y}, V=X—{z}.

Non T>: VU,V C Xef aperti non vuoti = 3 A, B C X finiti t.c.
U=X—-AV=X—-B=UnNV=X-—(AUB) #0.

Xdis To V X.

—d(a;' v) > 0

Oss. Metrizzabile = To: Vz # vy € (X,d) ~vw»1r =
T €U :=Bylx,r), yeV  =By(y,r) = UNV =0.

Oss. R", C™" e i Loro sottospazi sono T, in quanto metrizzabili.
In particolare B™ e S™ sono T».

Oss. T, é precisamente La proprieta che serve per dimostrare L'unicita del
Limite per funzioni e successioni.

Teor. X € T, & Vzx € X si ha {z} chiuso in X.
In altre parole uno spazio &€ 77 < i punti sono chiusi.

Dim.[=] Vz € X,Vy € X —{z}, AU,V C X aperti t.c.
zelU—-VeyeV-U=yeVCX-—{z} = X—{z} aperto.

Ve #ye X~ U:=X—{y}, V:=X—{z} aperti =
zelU—-VeyeV —U. O

Prop. f,g: X — Y continueeY T, =
A={zeX|f(z)=9(x)} CX
chiuso.

Dim.Vz € X — A= f(x) # g(xz) = 3 U,V CY aperti t.c.
fx) elU,glzx)ev,UnNnv=0=W=FfYU)Nng (V) C X aperto t.c.
zeWCX—A= X — A aperto. O
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Proprieta topologiche ereditarie

Def. Una proprieta topologica P € ereditaria se valendo per uno spazio X
vale anche per tutti i sottospazi topologici di X.

~

Oss. La metrizzabilita & una proprieta topologica ereditaria.

Prop. 71 e T> sono proprieta topologiche ereditarie.

Dim. Dimostriamolo per T>. T; é lasciata per Esercizio.

| T2 proprieta topologica| X T, e X 2Y = 3f: X — Y omeo.

Vyr# Yy €Y 3U,V C Xapertitc. f7(wy) €U, fT () €V, UNV =0
= f(U), (V) CY aperti, y1 € f(U), v2 € f(V), F(U)N F(V) = 0.

| T2 ereditaria| X T» e Y C X sottospazio. Vz,y € Y, 3U,V C X aperti
tcczelU,yevVvV,UNV=0=UNY eV NY aperti disgiunti in Y. O

Immersioni, immersioni Locali e omeo Locali
Def. Un'applicazione tra spazi topologici f: X — Y & detta

(1) immersione se fisxy: X — f(X) omeo, dove f(X) C Y ha la
topologia di sottospazio. In simboli f: X < Y e diciamo che X si
immerge in Y.

(2) immersione localeseVz € X,3U C Xintornodiz t.c. fiju: U =Y
€ un'immersione. Diciamo che X si immerge loc. in Y.

(3) omeomorfismo locale se Vo € X, 3U C X intorno di z t.c.
f(U) C Y intorno di f(z) e flu: U — f(U) omeo.

N. B. In inglese: immersione = embedding; immersione Loc. = immersion.
Oss. X C Y sottospazio topologico <& 1x : X <— Y immersione.
Oss. f: X — Y immersione = f continua e iniettiva.

£
X <> Y & X omeomorfo ad un sottospazio di Y € a meno di immersione
possiamo considerare X C Y.
f: X — Y immersione Loc. = f continua e Loc. iniettiva (Vz € X, 3U C X

intorno di = t.c. fiu: U — Y iniettiva).
Immersione = immersione Loc.

<&
f: X =Y omeo Locale & f: X — Y immersione Locale aperta.
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Esempio. V k < . consideriamo Le immersioni canoniche
Rf < R" CF—C"
T —r (CC, ORn—k) T —r (CC, Ocn—k).

Abbiamo anche: B «— B™, Sk <y S7,
Possiamo considerare R* C R®, CK C C"*, Sk C S*, BK C B™", Vk < n.
Queste immersioni sono chiuse.

Oss. Se X ha una proprieta topologica ereditaria P e Y «— X = Y ha P.
In particolare vale per T, T-, metrizzabilita.

Lavoro di gruppo. f: [0,27[ — S!, f(t) = (cost,sint), € omeo?
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