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Esercizio 1. Consideriamo su RY la norma euclidea || - ||. Dimostrare che
vx,y € RV si ha

Il = 1] < llx =1L
Suggerimento: scrivere x = y+ (x—y) e applicare la disuguaglianza triangolare.

Esercizio 2. Consideriamo su R¥ le tre distanze

N
dl(x7y) = Z |xk - yk|
k=1

da(x,y) =

N
Z |2k — yk|?
k=1

doo(X,y) = max{|zy —yx| : k=1,2,..., N}.

Dimostrare che

Indichiamo con B'(zg,) la palla di centro xq e raggio r nella distanza d;, con
B?(x0,7) la palla di centro zg e raggio r nella distanza dy e con B>®(zq,7) la
palla di centro xg e raggio r nella distanza d..

Dimostrare che

B> (g, —) € BY(xg,7) C B*(20,7) C B®(0,7).

Esercizio 3. Dimostrare che
A, ={z" 2 €Q}
& denso in R se e solo se n ¢ dispari.

Esercizio 4. Trovare punti interni, punti esterni, punti di frontiera, punti di
accumulazione, punti di aderenza, e punti isolati dei seguenti sottoinsiemi di R?:



(i) {(z,y) €eR*:y>a®}
(i) {(z,y) eR®:—2<y<1—|z|}

(iii) {(z,y) € Q?: 2? + 2y* = 6}

(iv) DO B ((—n, n), \2)

n=1

Esercizio 5. Consideriamo gli intervalli aperti |a,b[ e Je,d[ con a < b e ¢ < d.
1) Dimostrare che
Ja, b[Ne, d[

¢ un sottoinsieme aperto di R.

2) Dimostrare che 'unione, anche infinita, di intervalli aperti & un aperto.

3) Dimostrare, fornendo un controesempio, che invece l'intersezione numerabile
di intervalli aperti non e detto che sia un aperto.

4) Dimostrare che l'intersezione, anche infinita, di intervalli chiusi & un chiuso.
5) Dimostrare, fornendo un controesempio, che l'unione numerabile di intervalli
chiusi non ¢ detto che sia un chiuso.

Esercizio 6. Sia f : R — R una funzione continua e sia A C R un sottoinsieme
aperto.

1) Dimostrare che f~1(A) & un sottoinsieme aperto di R.

2) Dimostrare che f(A) non & detto che sia un sottoinsieme aperto di R.



