
Lezione 9 Proprietà delle matrici

Proprietà delle matrici
Abbiamo visto le seguenti operazioni sulle matrici: somma, moltiplicazione
scalare, prodotto righe per colonne.
La somma di matrici è associativa, commutativa e ha l’elemento neutro,

la matrice nulla 0 2 Mm;n(K) le cui entrate sono tutte nulle. Ogni matrice
A 2 Mm;n(K) ha la matrice opposta `A le cui entrate sono gli opposti
delle entrate di A, e soddisfa A` A = 0. Queste proprietà sono di verifica
molto semplice e simile al caso già visto per i vettori di Rn.
Il prodotto righe per colonne abbiamo visto che non è commutativo (non

solo, se AB è definito non è detto che lo sia anche BA).

Prop. Il prodotto righe per colonne, quando è definito, è associativo e
distributivo rispetto alla somma, ovvero per tutte le matrici A;B; C per cui
le operazioni indicate abbiano senso si ha

A(BC) = (AB)C

A(B + C) = AB + AC

(A+ B)C = AC + BC:

Dim. Dimostriamo la proprietà associativa. Consideriamo tre matrici

A 2 Mm;n(K); B 2 Mn;‘(K); C 2 M‘;r(K):

Possiamo fare i prodotti AB, BC, A(BC), (AB)C. Vogliamo dimostrare

A(BC) = (AB)C:

Due matrici sono uguali, sono dello stesso tipo e hanno uguali le entrate
corrispondenti. A(BC) è di tipomˆr, come (AB)C. Mostriamo che queste
due matrici hanno uguali le entrate corrispondenti.

“
A(BC)

”
ij
=

nX
k=1

Aik(BC)kj =
nX
k=1

Aik

0B@ ‘X
h=1

BkhChj

1CA = nX
k=1

‘X
h=1

AikBkhChj

“
(AB)C

”
ij
=

‘X
h=1

(AB)ihChj =
‘X

h=1

0B@ nX
k=1

AikBkh

1CAChj = nX
k=1

‘X
h=1

AikBkhChj

)
“
A(BC)

”
ij
=

“
(AB)C

”
ij
8 i = 1; : : :m; 8 j = 1; : : : ; r:

La proprietà distributiva si dimostra con un calcolo analogo, lasciato
come esercizio volontario (non è necessario conoscerlo). □
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Matrice trasposta.

Def. Data A 2 Mm;n(K) chiamiamo trasposta di A la matrice tA 2 Mn;m(K)
ottenuta da A scambiando le righe con le colonne, ovvero t.c.

(tA)ij := Aji 8 i = 1; : : : ; n; 8 j = 1; : : : ;m:

Oss. A 2 Mn(K) ) tA 2 Mn(K).

Prop. t(A+ B) = tA+ tB, 8A;B 2 Mm;n(K).

La dimostrazione consiste di un calcolo diretto, che saltiamo per brevità
(chi vuole può provarci).

Prop. t(AB) = tB tA, 8A 2 Mm;n(K), 8B 2 Mn;‘(K).

Dim. t(AB) e tB tA sono di tipo ‘ˆm.
“
t(AB)

”
ij
= (AB)ji =

nX
k=1

AjkBki

“
tB tA

”
ij
=

nX
k=1

(tB)ik(
tA)kj =

nX
k=1

BkiAjk

)
“
t(AB)

”
ij
=

“
tB tA

”
ij

8 i = 1; : : : ; ‘; 8 j = 1; : : : ;m:
□

Def. Data una matrice quadrata A 2 Mn(K) chiamiamo diagonale princi-
pale il vettore

(A11; A22; : : : ; Ann) 2 Kn:

Matrice identica. Per ogni intero n ⩾ 1 consideriamo la matrice identica
(o matrice identità) di ordine n

In :=

0BBBBBBBBBB@

1 0 ´ ´ ´ 0
0 1 ´ ´ ´ 0
...

... . . . ...

0 0 ´ ´ ´ 1

1CCCCCCCCCCA
2 Mn(K)

avente 1 sulla diagonale principale e 0 altrove.

Def. Per ogni i; j 2 N interi non nulli, si pone

‹ij :=

8><>:1 se i = j

0 se i 6= j
(‹ di Kronecker):

Esempio. ‹11 = 1, ‹12 = 0, ‹33 = 1, ‹41 = 0.

Oss. ‹ij sono le entrate della matrice identica, ovvero (In)ij = ‹ij.
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Prop. Sia A 2 Mm;n(K). Allora
A In = Im A = A:

In altre parole la matrice identica è elemento neutro per il prodotto righe
per colonne.

Dim. Dimostriamo A In = A.

(A In)ij =
nX
k=1

Aik‹kj = Aij‹jj = Aij

dato che per k 6= j, ‹kj = 0, mentre ‹jj = 1.
La dimostrazione di Im A = A è simile. □

Matrici invertibili.

Def. Sia A 2 Mn(K). Diciamo che A è invertibile se esiste una matrice
B 2 Mn(K) t.c.

AB = BA = In:

In questo caso scriviamo A`1 := B e chiamiamo A`1 l’inversa di A.

Se A è invertibile si ha quindi AA`1 = A`1A = In.

Oss. L’inversa se esiste è unica. Infatti se B;B0 2 Mn(K) sono inverse di
A, si ha

B = B In = B(AB0) = (BA)B0 = InB
0 = B0:

La matrice nulla 0 chiaramente non è invertibile dato che 0B = 0.

Esempio. In è invertibile e si ha I`1n = In, dato che InIn = In.

Esempio.

A =

0BB@1 0
0 0

1CCA
non è invertibile, infatti se

B =

0BB@x y

z t

1CCA
fosse l’inversa di A si avrebbe

AB =

0BB@x y

0 0

1CCA =
0BB@1 0
0 1

1CCA
che è impossibile.

Pertanto esistono matrici quadrate non nulle non invertibili.
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Esempio. 0BB@1 2
1 0

1CCA
è invertibile e si può determinare l’inversa0BB@x y

z t

1CCA
risolvendo un sistema di equazioni0BB@1 2

1 0

1CCA
0BB@x y

z t

1CCA =
0BB@1 0
0 1

1CCA
8>>>>>>><>>>>>>>:

x+ 2z = 1

y + 2t = 0

x = 0

y = 1

8>>>>>>><>>>>>>>:

z = 1
2

t = `1
2

x = 0

y = 10BB@1 2
1 0

1CCA
`1

=

0BB@0 1
1
2
`1
2

1CCA:
In seguito capiremo esattamente quali matrici quadrate sono invertibili e

vedremo metodi più efficienti per determinare l’inversa.
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