Capitolo 3

Matrici

3.1 Matrici: prime definizioni

Definizione 3.1.1. Siano m,n € N e sia mK un campo. Una matrice m x n a coefficienti in K & una tabella
rettangolare di m - n elementi di K del tipo

ailp a2 Ain
a1 a22 e agn

)
Am1 Am2 ceo Qmn

dovea;; € Kperognii € {1,...,m} eperognij e {l,...,n}.
Verrd usate anche la seguente notazione per denotare una matrice:

A = (aij)1<i<m,1<j<n-
Perognii=1,...,m, lariga i-esima di A e la matrice 1 x n

Ay = (ai1 @iz - .. ain).

Per ogni j = 1,...,n,la colonna j-esima di A e la matrice m x 1
aij
Qo
AW — ?]
Amj

L’elemento a;; & detto elemento di posto i, j; tale elemento verra indicato anche con

(A)ij-

Osserviamo, infine, che i & I'indice di riga e j I'indice di colonna.
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Definizione 3.1.2. Se m = n, cioe il numero di righe & uguale al numero di colonne, la matrice si dice matrice
quadrata di ordine n.

Definizione 3.1.3. L'insieme di tutte le matrici m x n a coefficienti in K si denota con M, ,,(K). L'insieme delle
matrici quadrate di ordine n a coefficienti in K si denota con M, (K).

Definizione 3.1.4. Siano A = (a;;), B = (bi;) € M »n(K), e sia ¢ € K. La somma di A e B si definisce come
la matrice A + B € M,, »,(K) il cui elemento di posto i, j & a;; + b;; perognii € {1,....,m}ej € {1,...,n};
possiamo scrivere:

(A+ B)ij = (A)ij + (B)ij-
Il prodotto di A per lo scalare c € la matrice ¢ - A € M, ,,(K) il cui elemento di posto 4, j & dato da ¢ - a;;, per
ogniie{l,...,m}eje{l,....,n}

Proposizione 3.1.5. M,, ,(K) con le operazioni di somma e prodotto per scalari definite sopra, & uno spazio vettoriale

sul campo K. Il vettore nullo & la matrice nulla, cioé la matrice con 0 € K al posto i, j, per ogni i € {1,...,m} e
jed{l,...,n}
Dimostrazione. Esercizio. O

Esempio 3.1.6. Una base per lo spazio vettoriale delle matrici M,, ,,(K) & data da

1 0 ... 0 01 ... 0 00 ... 0
00 ... 0 0O 0 ... 0 00 ... 0

En=1 . . | Br= L e Em= L e
0 0 ... 0 0O 0 ... 0 0 0 ... 1

ovvero dalle matrici £;; che hanno il coefficiente 1 nella posizione 4, j e zero altrove.
Infatti, ogni matrice A = (a;;) si puo scrivere in modo unico come

m n
A=aiEii+anbi+ -+ amnFEmn = ZZGMEU'
i=1 j=1

Anche questa base viene detta base canonica dello spazio delle matrici.
Osservazione 10. Analogamente agli spazi R possiamo definire gli spazi
&1
C2
K" = . €1,C2,-..,Cn EK 3,
Cn

detto prodotto cartesiano del campo K per se stesso n volte. I suoi elementi sono sequenze ordinate di n scalari
di K.

Come nel caso reale, in K" possiamo definire una somma e una moltiplicazione per uno scalare, che lo
rendono uno spazio vettoriale su K:

c1 dy c1+di

Co d2 C2 + d2

. + . = . b
Cp, dn Cn + d’n

24



C1 a Cq
C2 a Cg
Cn a Cp,

Osservazione 11. Possiamo vedere gli elementi di K" come matrici n x 1 a coefficienti in K. Sotto questa
identificazione, le operazioni di somma e prodotto per scalari definite in K” coincidono con quelle di M, 1 (K),
quindi possiamo identificare

K" = M, 1(K)

come spazi vettoriali.

3.2 Matrice trasposta
Definizione 3.2.1. Sia A € M,, ,,(K). La matrice trasposta di A & la matrice
*A e M, m(K)

il cui elemento di posto i, j & I'elemento di posto j,i di A, perognii € {1,...,n}ej e {1,...,m}, ovvero:

Proposizione 3.2.2. Siano A, B € M,, ,,(K). Allora si ha:
1. "(A+B)="A+"'B;
2. (*A) = A
Dimostrazione. 1. Dimostriamo che per ognii € {1,...,m} e perogni j € {1,...,n}, gli elementi di posto
i,jdi‘(A+ B) edi'A+ !B coincidono; si ha:
("(A+ B))ij = (A+ B)ji = (A)ji + (B)i
inoltre:
(‘A+"B)i; = ("A)ij + ('B)i; = (A)ji + (B)ji,
quindi 'uguaglianza della tesi vale.

2. Siha
("A))i; = ("A)ji = (A)ij,

quindi 'uguaglianza e verificata.
O

Definizione 3.2.3. Sia A = (a;;) € M, (K). La diagonale principale ¢ quella parte di A composta dagli elementi
di posto 4,7, perognii =1,...,n.

A e detta diagonale se a;; = 0 per ogni ¢ # j.

A & simmetricase A = "A.
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La matrice unita n x neé la matrice I, € M,,(K) il cui elemento di posto i,j ¢ datoda lsei =je0sei # j.
Useremo spesso il simbolo di Kronecker 4;; cosi definito:

§ii e lsei=
U Osei# g

La matrice unita ha quindi al posto %, j I’elemento d;;.

3.3 Il prodotto righe per colonne

Definizione 3.3.1. Siano
b1

b21
A:(a11 a12...a1n) EMl)n(K>, B = : EMnl(K)

bus
Il prodotto A - B ¢ lo scalare definito come segue:
A B =aj1bi1 + a12bo1 + - - + a1pbn € K
Pit in generale, se A € M,, ,(K) e B € M, ,(K), il prodotto righe per colonne
A-Be M, ,(K)

¢ quella matrice m x p il cui elemento di posto 7,; & dato dal prodotto della i-esima riga di A e la j-esima
colonna di B: 4
(A-B)ij = Ay - BY = ajibij + aisba; + -+ + ainbnj.

Notiamo che nel prodotto righe per colonne, il numero delle colonne della matrice a sinistra A deve coincidere
con il numero delle righe della matrice a destra B.

Osservazione 12. Osserviamo che se A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine:
A, B € My(K),

& sempre possibile moltiplicare A - B, ma in generale siha A - B # B - A; si vedano gli esercizi assegnati per
esempi e controesempi.

Proposizione 3.3.2. 1. Siano A, B € M, »(K), C, D € M, ,(K), ¢ € K. Allora valgono le sequenti uguaglianze:
(A+B)-C=A-C+B-C, A-(C+D)=A-C+A D,
A-(c-C)=c-(A-C)=(c-A)-C, AL =1L, - A=A

2. Siano A € M, »(K), B € M,, ,(K), C € M, (K). Allora vale la sequente uguaglianza:

(A-B)-C=A-(B-0).
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3. Siano A € My, »(K), B € M, ,(K). Allora vale la sequente uguaglianza:
“(A-B)='B-'A.
Dimostrazione. Dimostriamo solo 1'uguaglianza 3). Si ha
("(A-B))ij = (A-B)ji = Agjy - BY =
= aj1bi + ajobo; + - + ajnbn;.
D’altra parte si ha

(tB . tA)ij = (tB)(Z) . (tA)(j) = bh—ajl —+ bgiajg 4+ -4 bm-ajn = ajlbli -+ anbQ»L' + e+ ajnbni-

3.4 Matrice inversa

Definizione 3.4.1. Una matrice quadrata A € M, (K) si dice invertibile, se esiste una matrice quadrata dello
stesso ordine M € M, (K) tale che sono verificate le seguenti uguaglianze:

A-M=M-A=1,.
Proposizione 3.4.2. Sia data una matrice quadrata A € M, (K).

1. Se A ¢ invertibile, allora esiste un’ unica matrice M € M, (K), taleche A- M = M - A = 1,,. Tale M si dice
matrice inversa di A e si indica con A~

2. Se A e invertibile e M € M,,(K) ¢ tale che
A-M=1,,

allora M = A1,

Lo stesso vale se M - A =1,,.
3. Se A, B € M,,(K) sono invertibili, allora anche A - B ¢ invertibile, e
(A-B)y'=B"1.A7"
Dimostrazione. 1. Se esistesse un’ altra N € M,,(K) taleche A- N = N - A = I,. Allora sfruttando il fatto

che N-I,, = N, chel,, = A-M,la proprieta associativa del prodotto righe per colonne, e che I, - M = M,

abbiamo:
N=N-1,=N-(A-M)=(N-A) -M=1,-M=M,

quindi le due matrici sono uguali.

2. Dobbiamo dimostrare che anche M- A = I,,. Ma siccome A & invertibile, esiste la sua inversa A~'. Quindi

M-A=1, M- A=A " A) - M- A=A (A-M)- A=A 1, - A=A A=1,.
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3. E sufficiente osservare che
(A-B)-B'-A'=A.(B-B') A t=4-4"1=1,,

eche B - A7t. (A - B) =1,.

Osservazione 13. Notiamo che A # 0 non implica che A sia invertibile. Si consideri ad esempio la matrice

(180

Osserviamo che A non ¢ invertibile. Infatti, se esistesse

tale che A - M =1, allora si avrebbe

a+b= 1
a+b= 0
c+d= 0
c+d= 1,

ma il sistema non ha soluzione.
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