Lezione 9 Spazi compatti

Spazi compatti

Def. Un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X € una famiglia
U = {Us}aca di aperti di X, con A insieme arbitrario, t.c.

U Ua = X.
acA

Un sottoricoprimento di U per X €& una sottofamiglia U’ = {Uqx}aca, CON
A’ C A, che sia a sua volta un ricoprimento aperto, ossia

U Ua = X.
acA’

Def. Uno spazio topologico X & compatto se ogni ricoprimento aperto di
X ammette un sottoricoprimento finito.

Oss. X compatto <& VU = {Ux}aea ricoprimento aperto di X,
dn eN, day,...,a, € A t.C.

n

U Ual- - X

=1
Oss. X non compatto <& IU = {Uqx}aca ricoprimento aperto di X t.c.
vVneN, Vai,...,an € Asi ha

n
U Un G X.
=1

Oss. Xpan COMpatto V X.

X finito = X compatto.

Xais compatto < Xyis finito: {{x}}zex,. ricoprimento aperto di Xgis.

R™ non compatto Vn > 1: {B(0, k) }ken non ha sottoricoprimenti finiti.
R, non compatto: {[—k, k[}ken NON ha sottoricoprimenti finiti.

La dimostrazione della Proposizione seguente € Lasciata per Esercizio.
Prop. La compattezza é una proprieta topologica.

Def. Sia B base per X. Un ricoprimento aperto U = {Uy}taca di X é basico
se Uy, E BVa e A.

Prop. Sia B base per X. Allora X é compatto < ogni ricoprimento basico
di X ammette un sottoricoprimento finito.

Dim. Banale.
VU = {Uy}aca ricoprimento aperto di X ~»
v={BeB|dae Atc. BC Uy}

ricoprimento basico di X n~» {Bj, ..., Bp} sottoricoprimento finito di V =
vie{l,...,.n}, Ja, € At.c. B C Uy, = {Uq, ..., Uy, } sottoricoprimen-
to finito di U. U
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Teor. [0, 1] é compatto come sottospazio di R.

Dim. Gli intervalli del tipo [0, b[, ]a, 1], ]a,b[, VO < a < b < 1 sono base
per [0, 1], ottenuta intersecando La base di intervalli aperti di R con [0, 1].
VU = {Uy}aca ricoprimento basico per [0, 1] consideriamo

n
T = {te [0, 1] ‘ dneN,Ja;...,an, € Atc. [0,t] C U Ual}.
=1
In altre parole: t € T < [0, t] finitamente ricoperto da aperti di U.
Ja<btc U =1[0,a[elU; =1]b,1] €U = U C T #0.

S:=supT > 0. Mostriamo che s = 1. Se per assurdo s < 1 =
da€ Atc.s€ Uy =3It €T NUy, A8 >stc. s €Uy
[0,f] C Uy, U---UUy, = [0,8] =[0,t]U[t, 8] C Uy, U---UUgy, UUy =
s’ € T contraddizione. Pertanto s = 1.

IteTNU; ~»[0,1] =[0,t]J]Ut, 1] CUp, U---UUy, WU, =1 €T =
T = [0, 1] = U ammette sottoricoprimento finito. O

Oss. [0,1] C R, non é compatto nella topologia di Sorgenfrey.
n—1 n
U= , U {1}
{ |: n n + 1 |:}n€N { }
ricoprimento mediante aperti disgiunti = non ha sottoricoprimenti propri.
Teor. X compatto e Y C X chiuso = Y compatto.

Dim. VYV = {V4}aca ricoprimento apertodi Y = Va € A, 3U, C X aperto
t.c. Vo =UsNY = U = {UstacaU{X — Y} ricoprimento aperto di X s>

{Uys,, ..., Uq,, X — Y} sottoricoprimento finito di U per X =
{Va,, ..., Vu,} sottoricoprimento finito di V per Y. O
Oss. Non vale implicazione inversa: Rpyn compatto, ¥ = {0} C Rpan

compatto non chiuso.
Teor. X compatto e f: X — Y continua e suriettiva = Y compatto.

Dim. V'V = {Va}aca ricoprimento aperto di ¥ = Uy := f~1(V4) aperto in
X e Vo, = f(Uy) perché f suriettiva. U = {Uqy}aca ricoprimento aperto di
X "~y {Uqy, - - ., Uy, } sottoricoprimento finito di 4 per X = {V4,, ..., Va, +
sottoricoprimento finito di V per Y = f(X). O

Cor. X compatto e f: X — Y continua = f(X) C Y compatto.
Oss. In altre parole: l'immagine continua di un compatto € compatta.

Lavoro di gruppo. S!' é compatto? Si!
f:[0,1] —» st
f(z) = (cos(2mx), sin(2mx))
continua e suriettiva.
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