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 Conservazione della massa
 Conservazione dell’energia (teorema di Bernoulli)
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Leggi di conservazione

1) (Conservazione della massa)
In un sistema chiuso la massa totale del sistema si conserva dm/dt=0   
In un volume di controllo la somma dei flussi attraverso le facce del
volume è uguale alla variazione di massa all’interno del volume 
stesso (equazione di continuità)

2) (Conservazione dell’energia)
La quantità di energia scambiata dal sistema è pari alla variazione di  
energia del sistema.
Il flusso di energia attraverso le superfici di un volume di controllo è pari 
alla variazione dell’energia all’interno del volume stesso

3)   (Conservazione della quantità di moto)
L’accelerazione di un sistema è pari alla somma delle forze applicate   
diviso la massa del sistema.
La somma delle forze applicate su un volume di controllo è pari al flusso        

di quantità di moto attraverso le superfici e alla variazione della 
quantità all’interno del volume stesso
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Portata massica è la massa che attraversa
una superficie in un’unità di tempo (kg/s):

Integrando sulla superficie A:

Definiamo tubo di flusso, un volume che ha
la superficie laterale composta da linee di corrente.
Una sezione trasversale è una sezione normale al 
vettore velocità.

Portata massica 
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Portata volumetrica è il volume di fluido che 
attraversa una superficie in un’unità di tempo (m3/s).
Utile quando la densità è costante

Integrando sulla superficie A:

Se consideriamo una velocità media sulla sezione

Portata volumetrica

 

 

VAQVAQ

vdA
A

V

dAvdAnvQ

dAvdAnv
dQ

dQ

m

A

A

n

A

n
m

















       

1







Equazione di continuità: (approccio Euleriano, integrale)

Il bilancio tra massa uscente e massa entrante in un 
volume di controllo deve essere uguale alla 
variazione di massa all’interno del volume stesso

Passando alle portate massiche
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Equazione di continuità (2)
Se applico il teorema del Trasporto con volume di controllo fisso?
B=m, b=1


  0

controllo di
  volumedel superficie la

 attraverso massa di Flusso

spazio
nello fisso controllo di

  volumenel Variazione
sistema nel

massa della
Variazione

 




 AW

dAnvdW
dt

d

dt

dm 



Equazione di continuità (3)
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Possiamo suddividere i flussi, in flussi uscenti e flussi 
entranti e tenere conto del segno delle velocità uscenti 
ed entranti

Quindi, utilizzando il formalismo sulle portate 
massiche:



Nel caso di moto permanente la derivata temporale è nulla e ne segue che per 
ogni istante di tempo il flusso entrante eguaglia il flusso uscente

Se il flusso è incomprimibile, l’equazione si riduce 
ad un bilancio delle portate volumetriche, sia che 
il moto sia permanente (stazionario) che vario 
(instazionario) 

Equazione di continuità per :
a) moto permanente ; b) flusso incomprimibile
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Equazione di continuità per una corrente

In molte applicazioni il flusso è convogliato lungo linee di corrente 
essenzialmente parallele (moto nei fiumi o in condotte).
In questi casi si può assimilare il moto a una corrente 
unidirezionale considerando la velocità media lungo la sezione 
trasversale:

Se il flusso è incomprimibile:
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Energia meccanica nei fluidi

Definiamo energia meccanica in un fluido quella forma di energia 
che può essere convertita in lavoro meccanico completamente e 
direttamente mediante una macchina ideale:
- Energia cinetica
- Energia potenziale 

Dimensionalmente notiamo che:

Ed inoltre, la pressione per unità di massa ha le dimensioni di 
energia per unità di massa
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Energia meccanica nei fluidi

In condizione idrostatiche la somma dei primi due termini è 
costante, che equivale a dire che l’energia potenziale del sistema 
non varia

Se dividiamo per g otteniamo un’energia specifica espressa in 
metri, che chiamiamo CARICO TOTALE

La quota piezometrica rappresenta l’energia potenziale contenuta 
nella colonna di liquido, espressa in metri
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Energia disponibile e rendimento

Si definisce rendimento di una macchina il rapporto tra la potenza (o 
l’energia) disponibile alla macchina e la potenza (o l’energia) ricevuta 
dalla macchina stessa.
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Rendimento di una turbina idraulica:

Siano Hm e Hv rispettivamente il carico totale subito a monte e subito a 
valle della turbina di figura:
Il carico utile sarà:

La portata massica che transita attraverso la turbina NON VARIA. Se 
chiamiamo la portata in peso:

Otteniamo la potenza disponibile

dove Pu è la potenza all’albero
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Rendimento di una
ventola (o elica)

In questo caso la potenza 
fornita è quella all’albero, 
mentre quella disponibile è 
quella cinetica
fornita al fluido



Rendimento di una pompa

In questo caso, la potenza che la pompa 
cede al fluido è pari al salto di carico 
totale subito a monte (Hm) e subito a valle 
(Hv) moltiplicato per la portata in peso.

Il salto (Hm - Hv ) sarà pari alla somma di:

- Carico geodetico Y
- Carico perso per dissipazione 

all’interno della condotta Hd

Se Pp è la potenza fornita alla pompa,

il rendimento sarà quindi :



Teorema di Bernoulli

Il teorema di Bernoulli esprime la conservazione dell’energia meccanica 
lungo una traiettoria di un elemento fluido nelle seguenti ipotesi:
- Fluido non viscoso
- Forza di massa di tipo gravitazionale (conservativa)

Il TdB è in generale valido anche per flussi comprimibili

Il teorema di Bernoulli dice che sotto le ipotesi di cui sopra:

Il carico totale si mantiene costante lungo la traiettoria di una particella 
fluida

Se, inoltre, il flusso è irrotazionale:

Il carico totale si mantiene costante nel campo di moto



Dimostrazione del Teorema di Bernoulli (1):

L’accelerazione tangenziale di una particella di fluido, 
scritta lungo l’ascissa curvilinea s lungo la quale si muove la particella di 
fluido è:

In moto permanente la derivata
temporale è nulla.
Adesso applichiamo la legge di Newton, 
lungo la direzione s, alla particella di fluido
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Dimostrazione del Teorema di Bernoulli (2)

Considerando che :

Sostituendo i termini sopra nell’equazione precedente e dividendo tutto
per gdAds, ottengo:

Nell’ipotesi ulteriore di flusso incomprimibile posso raccogliere i tre 
termini a sn:

Se il moto è permanente 
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Teorema di Bernoulli: Correnti non-lineari per traiettorie curvilinee 
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Teorema di Bernoulli: Correnti non-lineari per traiettorie curvilinee 

Interpretazione fisica: un cambiamento nella direzione del moto di una particella 
fluida (traiettoria curvilinea) è accompagnato da una appropriata combinazione di (a) 
gradiente di pressione e (b) componente del peso della particella lungo la normale alla 
traiettoria
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l’interno della linea di corrente curva, per cui dp/dn < 0)

Se trascuro la gravità (flusso di gas), oppure se il flusso è orizzontale
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Teorema di Bernoulli: Correnti gradualmente variate o lineari 
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Teorema di Bernoulli: limiti di applicabilità

L’equazione di Bernoulli

rappresenta un mezzo di calcolo molto potente ma è soggetta a limitazioni:

- Moto permanente 

- Fluido non viscoso (assenza di perdite di energia per effetti dissipativi)

- Assenza di scambi di energia (Non è applicabile a traiettorie tra le quali 
sia presente una sorgente (i.e. pompa) o un pozzo (i.e. turbina)

- Fluido incomprimibile 

- Assenza di scambi termici

- Moto irrotazionale
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s
A

B

C

zA zB
zC

pA


pB


pC



V2
A

2g
V2

B

2g
V2

C

2g

Linea dei 
Carichi Totali

Linea 
Piezometrica

z = 0

H = energia specifica (energia per unità di peso) = CARICO TOTALE

 z energia specifica posizionale  lavoro dell’unità di peso
ALTEZZA GEODETICA
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Teorema di Bernoulli: interpretazione fisica



Tracciamento della piezometrica e della linea dei carichi totali

Dove la velocità aumenta, aumenta la distanza tra la piezometrica e la linea 
dei carichi totali

Da notare che la variazione di
velocità lungo la direzione del moto
è controllata dall’equazione di 
continuità
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Tracciamento della piezometrica e della linea dei carichi totali: 
(pompe o turbine)

In presenza di una pompa o di una turbina

Bisogna considerare il H

fornito dalla pompa o sottratto
dalla turbina

Essi sono rappresentati da:

- Brusco innalzamento

- Brusca riduzione

del carico lungo una condotta
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Tracciamento della piezometrica e della linea dei carichi totali: 
condotte in depressione

Nei sistemi serbatoio condotta:

Linea dei carichi totali si traccia a 
Partire dal pelo libero del serbatoio

La piezometrica si traccia a partire 
dalla sezione di sbocco a pressione
relativa nulla

In una condotta a sezione costante le due linee sono parallele 
e distanziate di V2/2g.
Nella figura, il tratto di condotta al di sopra della linea dei 
carichi totali è in depressione.

Nota: H non è costante nella figura a causa di perdite di 
attrito



Tracciamento della piezometrica e della linea dei carichi totali: fluidi 
reali

Nei fluidi reali si sviluppano sforzi di attrito tra fluido e pareti solide che 
riducono il carico avanzando lungo l’ascissa curvilinea della condotta

Procedendo verso valle, la velocità varia in virtù della variazione di 
sezione; la pressione decresce a causa delle perdite di carico
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PROCESSI DI EFFLUSSO: tipi di luci

Luce:
- A battente se una quantità di liquido insiste su di essa
- A stramazzo se la luce arriva alla superficie libera

- In parete sottile se il bordo è a spigolo vivo
- In parete grossa se il contrario



PROCESSI DI EFFLUSSO: condizioni di applicazione del teorema di 
Bernoulli (TB)

Possiamo supporre il flusso nelle condizioni di applicazione del TB (fluido 
non viscoso, flusso incomprimibile, irrotazionale, moto permanente)
Conviene applicare il TB da un punto sulla superficie libera dove V=0 e un 
punto sulla sezione contratta, dove le traiettorie sono rettilinee

Alla sezione contratta la 
corrente è lineare e la 
pressione va con legge 
idrostatica

Quindi la pressione lungo la
sezione orizzontale è pari
a quella atmosferica

Sezione contratta



PROCESSI DI EFFLUSSO- calcolo della velocità

Sezione contratta:

traiettorie rettilinee    p2  0
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PROCESSI DI EFFLUSSO :Efflusso da paratoia

VBe = (0.98 – 0.99) VB = Cv VB
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Velocità effettiva: Coefficiente di efflusso  0.6

Ac = Cc A

Cc = coefficiente 

di contrazione



hgHHgVt 2)(2 21 
g

vp
z

g

vp
z BB

B
AA

A 22

22









dcd

zB

pB/

B

A

zA

pA/

z = 0

H1





H2

p

V

2

2

V
h

g


PROCESSI DI EFFLUSSO : Vena sommersa

Q =  Ad Vt
H2

H1



distribuzione parabolica
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Moto stazionario su piano orizzontale (z = costante); linee di corrente circolari (raggio di 

curvatura  = r); fluido ideale, incomprimibile
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Integrando rispetto ad r, 
partendo da una pressione 
nota, p0, in r = r0
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Esempio: distribuzione di pressione in presenza di traiettorie circolari 
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tempo necessario a spillare un volume W=4 l



Fluido comprimibile: Effetti della comprimibilità
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Flusso di un fluido pesante lungo una traiettoria

Hp: Moto stazionario
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Da integrare nota le 
legge di stato =(p)

In un flusso barotropico, cioè tale che i gradienti di densità siano 
allineati ai gradienti di pressione:





Flusso comprimibile: esempio fluidi ideali

Flusso stazionario di un gas perfetto
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Si integra la pressione fra i punti 1 e 2 sulla traiettoria
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z1 = z2 = 0; V2 = 0
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Esempio

Ma1 = V1 / c1

Flusso comprimibile: esempio trasformazione isoterma (n=1)
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Flusso comprimibile: trasformazione politropica (n1)
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Es Aria ( R= 8.314472 J/(mol K); 
Mm = 28.97 g/mol; T= 293.15 K)

n = 1
c1  290 m/s  1044 km/h
V1 = c1 Ma  87 m/s  313 km/h

n = 1.4
c1  343 m/s  1235 km/h
V1 = c1 Ma  103 m/s  370 km/h

p2 – p1

p1

Ma1

Adiabatica
(n = 1.4)

Isoterma
(n = 1)

Confronti flusso comprimibile e incomprimibile su punto di ristagno

Hp flusso incomprimibile:

1
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


Con linea tratteggiata è 
riportata la soluzione 
di fluido 
incomprimibile

Ma < 0.3 il fluido 
può essere 
considerato 
incomprimibile 
(diff < 2%)
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Teorema di Bernoulli per correnti

Potenza di una corrente

dA

dQ = V dA

Tubo di flusso
dP = ( dQ)  H; H = carico totale (energia meccanica)

2

2Q A A

p V
P H dQ H V dA z V dA

g
  


 

        
 

Fino a qui è tutto vero per qualunque tipo di corrente.  Adesso, vediamo cosa 
succede per correnti lineari

La potenza, P, di una corrente di fluido ideale, incomprimibile, 
in condizioni di moto permanente, si mantiene costante, cioè 

assume lo stesso valore su tutte le successive sezioni trasversali.

Per ogni tubo di flusso, fluido ideale:
H = costante

 dQ = costante
dP = costante



Corrente lineare (gradualmente variata): z + p /  = costante
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In generale, V  costante su 
di una sezione trasversale

Potenza cinetica

Coefficiente di ragguaglio, a, della potenza 
cinetica (coefficiente di Coriolis)
Moto uniforme turbolento : a  1 (1.06 – 1.08)

Moto uniforme laminare  : a = 2 (vd in seguito)
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Hmedio = Energia Specifica Media
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= costante

Per una 
corrente lineare 
di fluido ideale:

P = costante

Q = costante
Hmedio = costante

Vm
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h
V

Vm

m

Q
V

A
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Venturimetro

1. Teorema di Bernoulli 
esteso a corrente 
lineare con a  1 
(Vm  V)

2. Corrente lineare 
piezometrica unica, 
convenzionalmente 
riferita all’asse, 
L.C.T. unica


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Linea dei carichi totali

Linea piezometrica

Perdita di carico 
trascurabile nel 
convergente
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VA AA = VB AB = Q = costante
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V2
1/2g V2

1/2g
V2

2/2g

Linea dei Carichi Totali

Linea Piezometrica

Diaframma Boccaglio

Venturimetro

 KQ

Taratura 
(laboratorio)

: lettura manometro 
differenziale tra monte 
e valle

N.B.: In generale, un aumento di velocità 
è accompagnato da una diminuzione di 
pressione (cavitazione)



Esempi di tracciamento linee piezometriche e linee dei carichi totali
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Da notare che in assenza di perdite 
si potrebbe sollevare l’acqua di 9.37 
metri in più rispetto al caso
reale



Legge di conservazione della quantità di moto

La somma delle forze (superficiali e di volume) agenti su un elemento di 
fluido è pari alla massa del fluido per l’accelerazione a cui lo stesso è 
soggetto:

Nell’approccio Lagrangiano, può anche essere espressa come:
La variazione della quantità di moto di un sistema è pari alla risultante 
delle forze applicate. 

Come per le leggi precedenti, scriviamo la legge di conservazione per un 
volume di controllo di ampiezza finita (approccio Euleriano e integrale)

 
dt

vmd

dt

vd
mF 



Volume di controllo

Dipende dal problema specifico che si affronta,
Il volume di controllo può essere:

- Fisso

- Solidale al corpo in movimento
(In questo caso bisogna considerare le velocità
relative attraverso le superfici del volume di 
controllo)

- Di dimensioni variabili nel tempo
(in questo caso bisogna considerare la velocità 
relativa tra quella assoluta e quella
delle superfici del volume di controllo)



Forze agenti sull’elemento di fluido

Forze di massa (il vettore g è una forza di massa 
per unità di massa, e non necessariamente la gravità)

Forze di superficie

Dove Fn rappresenta lo sforzo sull’areola dA di 
normale n





F



A

ns

W

m

dAF

dWgF 



Legge di conservazione applicando il teorema di Reynolds:

B=mv   ; b=v
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Equazione Globale della Quantità di 
Moto (equazione vettoriale!)



CQM in moto permanente

I=0
Ipotizziamo volume di controllo fisso

Se =cost possiamo esprimere la portata massica come:

Con V velocità media sulla sezione e, nell’ipotesi di velocità 
quasi uniforme il flusso di quantità di moto sarà:
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Coefficiente di ragguaglio della quantità di moto

In generale la velocità non è costante lungo la sezione. Si 
introduce quindi un coefficiente di ragguaglio b:

Se la densità è costante: 

 
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AV

dAv

VVA

dAnvv
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2
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


b

b




)1(31  baIl legame tra i coefficienti di 

ragguaglio è il seguente
Sezione 
circolare

Regime 
laminare

a=2
b=4/3

Regime 
turbolento

1.04a<1.11
1.01<b<1.04Regimi

Turbolento; laminare



CQM: una forma pratica

Conviene distinguere le sezioni di ingresso e uscita:

L’equazione diventa quindi:

La legge di conservazione è spesso applicata per la 
determinazione della spinta dinamica sulle pareti solide del 
volume di controllo
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CQM: Applicazioni a casi particolari
Assenza di forze esterne

In alcuni casi la gravità è trascurabile e le 
Forze di pressione sono assenti 

la variazione della quantità di moto
nel tempo è pari al flusso netto di 
quantità di moto nel volume di controllo.

Da notare che per quanto i moduli dei 
flussi di quantità di moto siano spesso 
uguali, la loro somma va eseguita 
vettorialmente

b
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