Lezione 10 Spazi compatti

Proprieta degli spazi compatti

Teor. X spazio di Hausdorff, Y C X sottospazio compatto, c € X —Y =
JUV CXapertitcczelU, Y CVeUNV =0.

Dim.Vy €Y, 3Uy, V, C X apertit.c. x €Uy, Yy EVy, UyNVy =0 s
{V, N Y }yey ricoprimento aperto di Y ~» {\V,, NY,...,V,, NY} sottorico-
primento finito

n n
apertiin Xtc.zeU,YCV,UNV =10. O

Teor. X spazio di Hausdorff e Y C X sottospazio compatto = Y chiuso.

Dim.Vx € X —Y,3U,vVC Xapertitc.zelU,YCVelUNV=0=
zelUCX—-VCX-—-Y=X—Y aperto. O

Teor. f: X — Y continua e biiettiva con X compatto e Y di Hausdorff =
f omeomorfismo.

Dim. Basta far vedere che f é chiusa. VA C X chiuso = A compatto =
f(A) C Y compatto = f(A) chiuso in Y. O

Cor. f: X = Y continua e iniettiva con X compatto e Y di Hausdorff =
f immersione.

Dim. f(X) C Y di Hausdorff (T, ereditaria), flsx): X — f(X) continua e
biiettiva quindi omeo per il Teorema. O

Def. Uno spazio X é localmente compatto se Vo € X, 3J C X intorno
compatto di z in X.

N. B. In genere Le proprieta Locali sono espresse in termini di basi di intorni
che hanno tali proprieta. Localmente compatto € un’'eccezione: anziché una
base d'intorni compatti si richiede L'esistenza di almeno un intorno compatto
per ogni punto. IL motivo sara chiaro tra poco.

Oss. Compatto = Loc. compatto.
Prop. X compatto di Hausdorff = X é Ts.

Dim. X é T1 in quanto 7>. VY C X chiuso = Y compatto, Vo € X —Y,
U,V C Xapertitc.zeU,YCV,UNV =0. O

Cor. X compatto di Hausdorff = Vx € X, 3 T, base di intorni compatti di
x in X.

Dim. Ogni punto ammette base di intorni chiusi, quindi compatti
(vedi caratterizzazione di T3 mediante basi di intorni chiusi). U
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Cor. X localmente compatto di Hausdorff = Vx € X, 3 J, base di intorni
compatti di x in X.

Dim. Vx € X, 3J C X intorno compatto di z in X = 3 7, base di intorni
compatti di £ in J e quindi in X. O

Cor. X localmente compatto di Hausdorff = X é Ts.

Teor. X localmente compatto di Hausdorff, A C X chiuso, ¥ C X com-
patto t.c. ANY = @0 = 33UV C X aperti t.c. A C U, Y C V e
unv =a0.

Dim. Vy €Y, Uy, Vy C X apertit.c. AC Uy, Y E VY, UyNV, =0 s
{Vy N Y }yey ricoprimento aperto di Y ~» {V,, NY,...,V,, NY} sottorico-
primento finito

n n

=1 1=1
apertiin Xtc. ACU,YCV,UNV =20. O
Cor. X compatto di Hausdorff = X &€ T,4.

Dim. X € Ty in quanto 7T,. VA, B C X chiusit.c. ANB = @ = B compatto
= 3JU,V C X apertitc. ACU, BCVeUNV =10. O
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