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Esercizio 1

Sia V' un R-spazio vettoriale. Dimostra, usando le otto proprieta che definiscono
gli spazi vettoriali, che per ogni vettore v € V esiste un unico vettore opposto —wv.
Ricorda che la definizione di spazio vettoriale richiede solamente che un vettore
opposto esiste, ma non richiedono 'unicita di tale vettore opposto.

Risoluzione. Supponiamo che per un certo v € V valga che esistano due elementi
w1y, wq € V che soddisfano la proprieta di essere opposti di v, ovvero

v+w =w;+v=0 (%)

v+ws=ws+v=0 (A)

Mostriamo ora che w; = ws; cosi facendo, avremo provato cio che vogliamo di-
mostrare.

Abbiamo che

el. neutro associativita (*)

JAN *
T —— w1+0(:)w1+(v+w2) = (w1 +v) +wy = 0+ ws

el. neutro
= w2

Quindi wy = wy per la transitivita dell’'uguaglianza, come volevamo mostrare.

Esercizio 2
Ricorda che R? & l’insieme delle terne ordinate di numeri reali:
R® = {(z,y,2) | 2,9,z € R}.

Abbiamo visto che (R3,+,-) & un R-spazio vettoriale, dove + e - sono definite

componente per componente.

Considera il sottoinsieme W C R? dato da:
W={(z,y,2) ER* | 2 +y+2=0 e 20—y—2z=0}.
Dimostra che W & un sottospazio vettoriale di R3.

Risoluzione. Per mostrare che W & un sottospazio vettoriale di R® dobbiamo

mostrare tre cose:

(1) (0,0,0) € W;
(2) per ogni v,w € W vale che v+ w € W;
(3) per ogni A\ € R e per ogni v € W vale che A -v € W.

Dimostriamo ciascuna delle proprieta
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Vale che (0,0,0) € W se e solo se la terna (0,0, 0) soddisfa le due equazioni
che definiscono gli elementi di W, ovvero se sostituendoxz =0,y =0ez =0
nelle due equazioni x +y + 2z = 0 e 2 — y — z = 0 esse sono soddisfatte.
Questo ¢ vero, dal momento che 0+04+0=0e2-0—0—0 = 0. Pertanto
(0,0,0) e W.

Siano v, w € W, dobbiamo mostrare che v +w € W. Se scriviamo

v=(v1,v2,v3) e w=(wi,wsz,ws)
allora sappiamo che

{v1+v2+v320 {w1+w2+w320
€

2111—’02—113:0

(1)

2wy —wy —wz =0
Ora, dalla definizione di somma in R3 abbiamo che v +w = (v1 +wy,v9 +
wa,v3 + w3). Vale che v+ w € W se e solo se
(v1 +w1) + (v2 +w2) + (v +w3) =0
{2(01 +w1) = (v2 + w2) — (v3 +ws) =0

Per dimostrare che le precedenti due equazioni sono soddisfatte usiamo cio
che sappiamo, ovvero il fatto che le equazioni (1) sono soddisfatte. Vale
dunque che

(v +w1) + (V2 +w2) + (v3 +w3) = (v1 +v2+v3) + (w1 +w2 +w3) =0+0=0

(&)

2(’01 +’LU1)*(’U2+U)2)*(’03+U)3) = (2’0171]271)3)%’(210171027103) :O+O =0.

(3)

Concludiamo quindi che v +w € W.
Sia A € R e sia v € W, dobbiamo mostrare che A - v € W. Se scriviamo

v = (Ula V2, U3)
allora sappiamo che

(2)

U1+U2+U3:0
201 —vg —wv3 =10

Ora, dalla definizione di moltiplicazione per uno scalre in R3 abbiamo che
A-v = (Av1, Avg, Avsg). Vale che A-v € W se e solo se

()\’01) + ()\’02) + ()\1)3) = 0
2()\’()1) — ()\’Ug) — (/\’03) =0

Per dimostrare che le precedenti due equazioni sono soddisfatte usiamo cio
che sappiamo, ovvero il fatto che le equazioni (2) sono soddisfatte. Vale
dunque che

()\’U1) + ()\’Uz) + (Avg) = A(v1 + v2 -‘1-1)3) =A-0=0

2()\1}1) — ()\UQ) — ()\Ug,) = )\(21]1 — Vg — U3) =X-0=0.

Concludiamo quindi che A -v € W.
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Esercizio 3

Calcola quattro diverse soluzioni del sistema

—zr+2y—2z=0
3xr+2y=20

Crea poi una matrice A in modo che le colonne di tale matrice siano date dalle
quattro soluzioni che hai calcolato precedentemente. Scrivi poi le tre righe A(y),
A(g) e Ags) della matrice A.

Risoluzione. Quattro soluzioni distinte del sistema sono date da:

r=-1l,y=1,2=3
r=0,y=12=2

La matrice che otteniamo disponendo le soluzioni come colonne ¢

1 -1 0 1
A= 1 1 1 0
1 3 2 -1

Questa e dunque una matrice 3 x 4, le cui righe sono
Apy=01 —10 1)
Agy=(1110)
Az =132 —1)

Esercizio 4
Ricorda che I'insieme dei polinomi in una variabile a coefficienti reali, che denotiamo
con R[z], & l'insieme delle espressioni del tipo:

Anx™ + ap_12" P 4 a1z + ag

dove ag,ai,...,an_1,a, € R. I numeri ag, a1, ...,a,_1,a, sono detti i coefficienti
del polinomio; in particolare, per ogni i € {0,...,n}, il numero a; & detto il co-
efficiente di z°. In questo caso si dice che il polinomio ha grado n se a, # 0 (al
polinomio 0 non si assegna grado). Sono quindi esempi di polinomi:

322 + 42 —1, oppure z'?— m, oppure zt—2z% 4+ 1 +3.
Tali polinomi hanno rispettivamente grado 2, 12 e 4.
Definiamo la somma tra polinomi nel modo seguente:
+: Rlz] xRz] — Rz
(pg) = ptgq

dove il polinomio p + g € definito nella maniera seguente. Se

p=an2" +an_12" '+ tartag e ¢=bpa" +bu_12™ !+ + bz +by
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per qualche n,m € N e per ag,a1,...,a,_1,a, € R e by,b1,...,bn_1,b,n € R,
allora:

sen=m:
p+q:=(an +by)x" + (an_1 +bp_1)x" 1+ -+ (ay + b))z + (ag + bo)

sen > m:

PHq = ant™+ A a1 (b)) 2™+ (- 1+ —1) 2™ - (a14b1) 2+ (ag+bo)
sen < m:

p+q = b+ -+bn+1x"+1+(an+bn)x"+(an_1+bn_1)z"71+~ -+ (a1+b1)z+(ap+bo)

Ad esempio, abbiamo che

(323 4 22 + 1) + (—4a? + 32 + 2) = 32® — 42? 4+ 52 + 3.

Definiamo la moltiplicazione per uno scalare tra un numero reale e un polinomio
nel modo seguente:

+: RxR[z] — R[z]
(Ap) = A-p
dove il polinomio A - p & definito nella maniera seguente. Se
p=anz" 4+ an_ 12" '+ -+ a1z +ag,
allora definiamo
Api=(Aan)z" + Nap_1)z" 4+ (Nay)z + (Nag) .
Ad esempio abbiamo che
2 (2% +22° — 1) = 22° + 42% — 2.

Verifica che (R[z],+, ) soddisfa le proprieta V3, V4, V7 e V8 degli R-spazi vetto-

riali. Invero, vale che (R[z], +,-) soddisfa tutte le proprieta degli R-spazi vettoriali
e quindi & un R-spazio vettoriale.

Risoluzione. Verifichiamo le quattro proprieta.

V3: Mostriamo che il polinomio 0 gioca il ruolo di elemento neutro della somma di
R[xz]. Per farlo, mostriamo che per ogni p € R[z] vale che p+0=0+p = p.
Se scriviamo p = apz™ + ap_12"" L + - 4+ a1x + ag, allora

p+0=(anz" +an_ 12" '+ a1z +ag) +0
= a2 +an_12" 4+ Fajz+ (a0 +0) = an,z™ + 12" T taztag=p
e analogamente

0+p=0+(az" +an 12" '+ +ayx +ap)

=apt" + an_ 12" '+ Fayz+ (a0 +0) = ana™ + 12" 4 taztag=p
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V4: Mostriamo che per ogni polinomio p € R[z] esiste il suo opposto rispetto alla
somma. Per farlo, mostriamo che se p = apz™ + ap_12" '+ -+ a12 + ag,
allora il suo opposto & dato da ¢ = (—a,)z" +(—a,_1)z" 1+ -+ (—ay)z+
(—ap), ovvero che p 4+ ¢ = ¢+ p = 0. Infatti

p+q=(anz" +an_ 12" '+ Fayx +ag) + ((—an)z"™ + (—an—1)z" '+ + (—a1)z + (—ag))
= (an — ap)x" + (ap_1 — ap_1)z" ' 4+ (a1 — ay)x + (ag — ag) = 0
e analogamente
g+p=((—an)z" + (—an_1)z" "+ + (—a1)z + (—ao)) + (anz" + ap_12" " + -+ a1z + ag)
= (=ap +ap)r" + (—ap—1 + an-1)z" "+ + (—a1 + a1)x + (—ag + ag) = 0
V7: Siano A\, u € R e p € R[z]. Mostriamo che (Ap)-p = A- (- p). Per farlo,
scriviamo p = apx™ + ap_12" "t 4+ - + a1z + ag. Allora
(Ap)-p=Ap)-(ana" +anaa" "+t arw +ag) =
= ((Ap)an)z™ + (Ap) ap—1)z" '+ + (Ap) ar)z + (Ap) ao) =
= (A(an))z” + (A(pan-1))z" '+ + (A(par))z + (A(pag))
D’altro canto
A (u-p) = A (p- (2" + ap—12™ ' 4+ a1z +ag)) =
= A ((pan)2™ + (pan-1)z" "+ + (par)z + (Lao))
=(A(pan))z™ + (A(pan—1))2" '+ + (Apar))z + (A (rao))

Per la proprieta transitiva dell’'uguaglianza, questo mostra che (Au) - p =
A (pp).

V8: Mostriamo che se p € R[z], allora 1-p = p. Per farlo, scriviamo p = a,z™ +
An_12" "' + -+ + a1z + ag. Per la definizione della moltiplicazione di un
polinomio per uno scalare, abbiamo

L-p=1-(anz" 4+ ap_ 12" "+ -+ a1z + ap)
=(lap)r" + (Lap_1)x" 4+ (1ay))x + (1ag)

-1
=apx" +an_12" "+ -+axt+ag=p

Esercizio 5

Ricorda dall’Esercizio 4 che (R[z],+,-) & un R-spazio vettoriale. Considera il sot-
toinsieme W C R[z] dato da:

W :={p € R[z] | p =0 oppure p ha grado minore o uguale a 2}.
In altre parole, gli elementi di W sono tutti e soli i polinomi della forma
a2x2 + a1z +ag con ag,a1,az € R.

Dimostra che W & un sottospazio vettoriale di R[x].

Risoluzione. Per mostrare che W ¢ un sottospazio vettoriale di R[z] dobbiamo
mostrare che

(1) 0 e W;

(2) per ogni p,q € W vale che p+ q € W;
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(3) per ogni A € R e per ogni p € W vale che A-p € W.
Dimostriamo tutte e tre le proprieta.

(1) Per definizione, abbiamo che 0 € W.
(2) Siano p,q € W, allora p e ¢ sono della forma

p= agxz + a1+ ag
q=box® + bz + by
dove ag,a1,a2 € R e by, by,by € R. Allora
p+q = (a2 + arz +ag) + (b2 + bz +bo) = (az + ba)x? + (ay + b1)z + (ag + bo)

il quale ¢ ancora un elemento di W, dunque p +q € W.
(3) Sia A € Resia p € R[z]. Allora p & della forma

p= a2x2 +a1x + ag
dove ag,aq,as € R. Allora
Ap=A- (a2x2 + a1z + ag) = (A ag)xQ + (Aar)z+ (Aaog)

il quale & ancora un elemento di W, dunque A -p € W.



