Lezione 14 Compattificazione di Alexandrov

Compattificazione di Alexandrov

Def. Una compattificazione di uno spazio non compatto X & un'immersione
di X come sottospazio denso di uno spazio compatto Y.

Teorema di ALexag\drov. X spazio topologico T, localmente compatto
non compatto = I X = X U {oco} compattificazione T, di X, con co & X.
Inoltre X é unico a meno di omeomorfismi.

Def. X & detto compattificazione di Alexandrov o compattificazione con
un punto di X. oo é il punto all’infinito di X e Lo indicheremo anche cox.

Dim. Poniamo X := X U {0}, dove oo indica un punto t.c. co € X.

— — qwr | (@) U C X aperto in X, oo & U
Topologia di X. U C X aperto <
(b) X — U C X compatto, oo €U

GLli aperti di X sono gli aperti di X e i complementari dei compatti di X.
Verifichiamo che € una topologia.

(1) @ e X aperti rispettivamente (a) e (b).
(2) V{U;}ier famiglia di aperti di X ~w U = |J U; = Ug U Uso.

. 1€l ua u(b)
In:={i€I|o0 €U} ~» Ki=X — U; CX compatto Vi € I
X e T
K := N Ki C K; C X chiuso = K compatto
1€
Uo=UX—-—K)=X—-—N K, =X — K aperto (b).
i€l i€l

Io =0 = U = Uy C X aperto (a).
I Z D= X —U=(X—U) N(X —Uxo) C X = U aperto (b).

chiusg in X K cor;patto
(3) VU,V C X aperti. Entrambi (a) = U NV aperto (a).

U tipo (a) e V tipo (b) = K := X — V C X compatto e
Wo:=XNV=X—Kapertoin X ==UnNV =UnNVW aperto (a).

Entrambi (b):>X—(UﬂV):(X—U)U(X—V2:>UﬂV ap. (b).

compatto compatto

X compatto. V {U;}ier ricoprimento aperto di X = Jie € I t.c. 00 € U,

N> K= X — U, C X compatto v K C U, U---UU;, =
{U,,, ..., U, U} sottoricoprimento finito.

X denso in X. VQ # U C X aperto. U tipo (a) = UNX = U # 0.
Utipo (b)) v Ki= X —UG X = 3z€X-—K=>c€UNX#0D.

cpt
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T,.Vze#y e X.z,y € X=3U,Vaperti(a)t.c.z €U,y €V, UNY = 0.

reXey—=00=> EIWCLX intorno compatto di £ "~
OC.
cpt

U:=IntxW,V =X—-—Wapertiin Xtc.z€eEU, coEVelUNV =0.
Unicita. X’ = X U {o0’}, 0o’ & X, altra compattificazione T, di X A~

g: X =X, g(z)= {:c,/ T 7 00
0/, T =00
VV C X" aperto. o’ ¢ V = V C X = g~ (V) = V aperto (a).
' €V = K=X —V C X compatto = g~(V) = X — K aperto (b).
g continua e biiettiva, X compatto, X’ T» = g omeomorfismo. O

Oss. X C X aperto denso.

Teor. X, YA s;ggzi 7:% loc. compatti non compatti, f: X — Y continua e
propria = f: X — Y estensione di f t.c. f(cox) = ooy continua.

Dim. f: X =Y, f(z)= {JO:(;E) z i zi

VV CY aperto. VCY = (V) = f~1(V) C X aperto (a).

V aperto (b) = K =Y —V =Y —V C Y compatto =2

FUK) = F~Y(K) C X compatto = (V) = X — f~1(K) aperto (b). O
Cor. f: X — Y omeomorfismo = f: X — Y omeomorfismo.

Cor. X compatto Tz, a € X t.c. Xo = X — {a} non compatto = Xy = X.
Cor. R" = S™, vn > 1.

Dim. Proiezione stereografica ~» R™ = S™ — {(0,...,0,1)}. O

Oss. f:R—R continua~. . _
Lim f(z) =a € R< 3 f: R— R estensione continua di f t.c. f(c0) = a.

Lim f(z) = 00 <« f propria ~» F R—=R, f(c0) = 0.
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