Lezione 17 Dimensione

Dimensione

Sia V un K-spazio vettoriale. Dalla lLezione precedente sappiamo che V
finitamente generato <& V ammette base finita e inoltre ogni insieme di
generatori contiene una base (vedi dimostrazione del Teorema).

Teor. Sia B = (v1,...,vUn) base per V.
VUi, ..., ug €V linearmente indipendenti = k < n.
Dim. Per assurdo supponiamo kK > m. Coordinate rispetto a B >
a1 . A1k ’
U = v, Uk =
Olni Ongk

TiU1 + -+ + TeUk = Ov
deve avere come unica soluzione quella nulla. In coordinate equivale a
a1 A1k
Ti| P |+ FTe| P | =0k

Ani Onk

01Ty + -+ - + AnTx = 0
sistema omogeneo di m equazioni in k incognite.
n < kK = 3 soluzione non nulla = wui,...,Uur Llinearmente dipendenti,
contraddizione. Pertanto si deve avere k < n. U

Teor. Due basi qualsiasi di uno spazio vettoriale finitamente generato hanno
Lo stesso numero di vettori.

Dim. B = (u1,...,Um), C = (vV1,...,vn) basi di V. Per il teorema m < n
dato che uq, ..., um sono Linearmente indipendenti. Analogamente, n < m.
Quindi m = n. O

Def. IL numero di vettori di una base per V si chiama dimensione di V e si
indica con dimV. Se V non € finitamente generato si pone dimV = oo0.

Oss. K" ha La base canonica € = (e1,...,ep) = dimK" = n.

Oss. V finitamente generato & dimV < oo.

Oss. dimV =0 <& V = {0} (spazio vettoriale nullo).

Oss. dimV =1 <« 3Jv € V non nullo t.c. V =span(v) ={av | a € K} e
V' é anche detto retta vettoriale.
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N. B. La dimensione € un numero naturale (oppure o0) ed € molto impor-
tante. Occorre sempre tenerne conto e imparare a calcolarla.

Oss. dimV = massimo numero di vettori Linearmente indipendenti di V.

Teor. dimV < oo e U C V sottospazio vettoriale = dim U < dim V.
Vale uguaglianza <& U = V.

Dim. B = (v1,...,vn) base per V, C = (u1, ..., Ux) base per U =
U1, ..., Uk Linearmente indipendenti = dimU =k < n =dimV.
U=V = dimU = dimV (implicazione banale).

Supponiamo dimU =dimV =n e C = (u, ..., un) base per U.
Vv eV = (v,u1,...,Un) SON0 N + 1 vettori Linearmente dipendenti ">

B’u+a1u1+---+anunj=0v.

coefficienti non tutti nulli

B # 0 perché u,, ..., uUn sono Linearmente indipendenti =
v=—F 'aiur + -+ anun) € U

= V C U e dato che U C V per ipotesi si ha U = V. 0J
Cor. SiadimV =n ewv,...,Un € V. Le seguenti sono equivalenti:

(a) (V1,...,Un) linearmente indipendenti;

(b) (v1,...,vn) generano V;

(¢) (v1,...,vn) base per V.
Dim. |(a) = (b)| dim(span(vi,...,VUn)) =dimV = span(vi,...,Un) = V.
(b) = (¢)| (v1,...,vn) contiene base con n vettori = (v1,...,Un) base.
(c) = (a)| Per definizione di base. O

Oss. Questo corollario € molto importante perché permette di stabilire se
n = dim V vettori formano una base: basta controllare che siano generatori
0 che siano Linearmente indipendenti.

Esempio. Due vettori di R? formano una base <> non sono proporzionali.
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