Lezione 18 Dimensione

Matrici
Spazio delle colonne e delle righe. A € M, n(K) ">
span(Aqy, - - ., Am)) C K™ spazio delle colonne di A.
span(A®, ..., A™) C K® spazio delle righe di A.
Rango come dimensione. rg A = dim(span(Aq), ..., Awm))) (colonne).
Si pud anche dimostrare che rg A = dim(span(A®Y, ..., AM)) (righe).

Calcoli con lLe basi

Data una base B = (v1,...,Un) per V e dati u1...,ur € V possiamo
determinare una base di

U =span(ui,...,ux) CV

considerando La matrice A € M, x(K) avente per colonne Le coordinate dei
vettori u1, ..., Uk rispetto a B. Mediante L'algoritmo di Gauss trasformiamo
A in A’ a gradini. Si ha:

dim U = numero dei pivot.

Una base di U é data da quei generatori uq,...,Ux corrispondenti alle
colonne dei pivot (potrebbero essere tutti o solo alcuni).

N. B. I vettori di K" sono lLe m-uple ordinate di elementi di K. Queste
sono anche Le coordinate rispetto alla base canonica, che spesso usiamo
implicitamente. Su K" esistono infinite basi per n > 1.

Esempio. Determinare base e dimensione di U = span(u1, U>, U3, Us) C R*,

dove

1 —1 0 0

2 0 2 1

U = y U2 = y U3z = v Us =

—1 2 1 1

1 2 3 0
1 —1 0O 1 —1 0O 1 -1 0O 1 -1 0 O
2 O 21 o 2 21 0O 1 11 O 1 1 1

N> N> AVaV 2

-1 2 1 1 0O 1 11 0O 2 21 O 0 0 -1
1 2 30 0O 3 30 0O 1 10 O 0O O O
3 pivot nelle colonne 1,2,4 = dimU = 3 e (u1, U2, U4) base per U.
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Equazione vettoriale. Dato un sottospazio vettoriale U C V, scegliamo
una base una base C = (U1, ..., Ux) per U = U = span(us, ..., Ug). Ogni
vettore v € U é combinazione Lineare unica di u, ..., Uk € POSSiamo scrivere

U: v=%tu1 + -+ teus.

Questa si chiama equazione vettoriale di U. 1 coefficienti t1,...,tx € K
prendono il nome di parametri e variano in tutti i modi possibili.

Equazioni parametriche. Scegliamo una base B = (v1,...,Un) per V.
B B
T Q1j
n n
v = ZZCEy;’Ui, U; = =Za¢jw, 7=1,...,k.
=1 =1
Tn Qnj

Poniamo anche
T Q1j
X=|:1], A=]|1|€ekK"
Ty Qn;j
L’equazione vettoriale di U si scrive come
U: X =t1A1 4+ - + thAk
da cui si ottengono lLe equazioni parametriche di U
T1 = ant: + - - + Gikts
u: <:
Tn = Anili + - - - + Anktk.

Equazioni cartesiane. Nelle equazioni parametriche possiamo eliminare i
parametri t1, ..., tt. Otteniamo Le equazioni cartesiane di U

C11Z1+ -+ CinTn =0
U: :
Cm1ZT1 + *** + CmnZn = 0.
0ssia un sistema omogeneo il cui spazio delle soluzioni rappresenta U-:
U € U & il vettore delle coordinate di «w € soluzione del sistema.
IL passaggio da equazioni cartesiane a equazioni parametriche si fa ri-

solvendo il sistema e determinando La soluzione generale, che esprime Le
equazioni parametriche.
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Esempio. Riprendiamo L'esempio precedente, U = span(u, Uo, Us) C R*.
U: X =tiur + tous + tsua equazione vettoriale

T1 =t — Lo

U: T2 =2t +13 equazioni parametriche
S |lzs = —t1 + 2t + t3
Ts =11 + 282

Per trovare Le equazioni cartesiane risolviamo il sistema col metodo di
Gauss, trattando i parametri t; come incognite e Le x; come termini noti.
Ricaveremo Le equazioni cartesiane come condizioni di compatibilita.

1 —1 0|z 1 —1 0 T1 1 —1 0 T1
2 0 1| x5 0 2 1| —2x, + o 0 1 1 1 + T3
[aVaV 3 NS

—1 2 1| x3 0 1 1 T1 + x3 0 2 1| -2z + x>
1 2 0| x4 0 3 0| —x1 + x4 0 3 O| —x1 + x4
1 —1 O T 1 —1 O T1

0 1 1 T + T3 0 1 1 T + I3

AVAV 2
0 0 —1| —4z, + To — 2I3 0 0 —1 —4x, + 5 — 223
0 0 —3 | —4x; — 33 + T4 0 0 0 81 — 3> + 373 + T4

da cui si ricava L'equazione cartesiana
U: 81 — 3x> + 33+ x4 = 0.

Esempio. W C R* sottospazio vettoriale di equazioni cartesiane

T1 — 2T Ty =

W - 1 3+ x4 =0

Ti+ZTo+x3=0

Determiniamo equazioni parametriche, una base e La dimensione di W.
(1 0 —2 1) 10 —2 1 {x1—2:1:3—|—:1:4=0
AN

11 1 0 01 3 -1 To+3x3 — T4 =0
1 = 2t1 — to 2 —1
T, = —3t t —3 1
W 2 1+t wy = W, =
T3 = t1 1 0
Ta =12 0 1

I vettori (w1, w2) sono base per W, ricavabile dai coefficienti dei parametri
o0 anche assegnando ai parametri (t1,t,) i valori (1,0) e (0, 1) risp.
La dimensione coincide dunque col numero dei parametri Liberi: dimU = 2.
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