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1 Serie numeriche

1.1 Definizione e prime proprieta.

Il concetto di serie formalizza un procedimento per sommare un’infinitd numerabile di
termini. Come sempre, trattare con infiniti numeri richiede cautela.
Esempi:

1. Sommiamo le potenze di 2:
1
1+2
1+2+4
1+2+4+8
1+2+4+8+16

Pit andiamo avanti pitt la somma diventa grande; se consideriamo l'insieme dei numeri
ottenuti cosi, cio¢ in maniera ricorsiva, sommando al risultato del passo n la successiva
potenza di due, ci accorgiamo che esso ¢ illimitato superiormente e possiamo dunque dire
che la somma delle potenze di 2 € uguale a +oc.

2. Sommiamo ora le potenze di %:

ISP I
248 P

Osserviamo che se chiamiamo S questa somma allora

1 1 1 1 1

S =4 44— . =8-1.

25 2+4+8+ +2n+ S
Da%S:SflsegueS:Z
Lo stesso procedimento applicato in maniera acritica al primo caso porterebbe a:
S=1+24+4+8+... quindi28=2+4+8+.---=5—-1eda25=S5—1segue S=-1

il che & ovviamente assurdo. L’assurdo chiaramente deriva dal aver supposto S un numero
reale.



Definizione 1 Sia (ax)r una successione. Chiamiamo serie (associata alla successione
(ar)k) la successione (Sp)n cosi definita:

So = Qg

S1=ag+ aq

So =ag+ a1 + as

Sn=ap+ar+az+---+ay

05814

So=ay e S,=S8,_1+a, perognin>1.

L’elemento ay viene chiamato termine k-esimo, S, = ZZ:O ap st dice somma parziale
n-esima.

Se esiste il limite di S, in R diciamo che la serie converge. Il limite S = lim,, S,, viene
chiamato somma della serie e si scrive:

S:thn :hmiak = iak.
" " k=0 k=0

o0

Se lim, S,, = 400 si dice che la serie diverge positivamente e si scrive E ar = +o0,
k=0
o0

se lim, S, = —oo si dice che la serie diverge negativamente e si scrive E a = —00,
k=0

mentre si dice che la serie ¢ indeterminata se il limite di S,, non esiste.

Diremo che due serie hanno lo stesso carattere/comportamento se sono entrambe conver-
genti, entrambe divergenti a +00 0 a —0o, 0 entrambe indeterminate.

Osservazione: Se il termine generale ay, risulta ben definito solo per k > kg anche S, sara
n

definito a partire da kq: S, = Z ag.

k=ko
Esempi banali: 1. Se a; = 0 per ogni k € N, allora S,, = 0 per ogni n € N quindi
S =1lim, S, =0: >.;2,0=0.
2. Se a = 1 per ogni k € N, allora S,, = n per ogni n € N quindi S = lim, S, = 4oc:
Y peol = +00, la serie diverge positivamente.
3. Se ap = (—1)¥ per ogni k € N, allora S,, = 1 se n & pari, mentre S,, = 0 se n & dispari,
quindi S, non ha limite cioe la serie ) (—1)" ¢ indeterminata.

Serie telescopiche
1
n2+n’
1 1 1"
Osserviamo che = = - - —.
n2+n nn+1l) n n+l
come calcolare le somme parziali. Infatti,
Sl = a/l = % = 1 — l

2
82:0,14-(12:1—%4—%4‘%—%:1—%

1. ap = ——,n> 1. Vogliamo calcolare Z

n2+n’

Con questa formula riusciamo a capire

Sg:a1+a2+a3:52+a3:1—%+%—%: 7%
e a questo punto l'idea & che S, =1 — n%rl Si verifica per induzione che effettivamente
oo
1
_ 1 L2 1 _ LY _
S, =1-— T e s conclude che S = lim,,_, S, = 1, cioe Z:l T rn s 1.
n=



2. Calcolare Z log(1 + 2).
——

n=1
an

Osserviamo che usando le proprieta del logaritmo possiamo scrivere
an =log(1+ 2) =log(™t2) = log(n + 2) — logn.
Allora:
S1=a; =log3
So =a1 + as =log3 +log4d — log2
S3=a1 +as+a3 =95 +a3=1log3+logd —log2+logh—log3 =log4d+logh —log?2
e a questo punto proviamo con S, = log(n + 1) + log(n + 2) — log 2.
Verifichiamo questa formula per induzione:
passo base: gia fatto sopra
passo induttivo: ipotesi del passo induttivo S,, = log(n + 1) + log(n + 2) — log 2
tesi del passo induttivo S, 11 = log(n + 2) + log(n + 3) — log 2.
Dimostrazione del passo induttivo:
Sn+1 = Sp + Gnt1 =ipotesi 10g(n + 1) + log(n + 2) — log 2 + log(n + 3) — log(n + 1)
= log(n + 2) + log(n + 3) — log 2.
Conclusione: per ogni n € N, n > 1 si ha che S,, =log(n + 1) + log(n + 2) — log 2.
Allora S = lim,, S,, = lim,, (log(n+1)+log(n+2)—log 2) = +o0, cioe Y- log(1+2) = +o0.

n=1

Esercizio: Trovare la somma delle seguenti serie:

Y T R

n=1
- 1 1
by H
— (4n —3)(4n+1) 4
oo
1 1
“ nz::l Bn—2)(3n 1 1) [5}
“+o0
Serie geometriche: sono del tipo Z a" dove a € R & un parametro (= 1+a+a?+...).
n=0

Se a =1 allora S, = n e la serie diverge positivamente;
n n+1
a —1

se a # 1 allora S,, = E at = —— per ogni n € N. Passando al limite per n — 400
a—
k=0

otteniamo:

caso a > 1: S =lim, S,, = +00, dunque la serie diverge positivamente

0 — . —1; _ =1 _ 1 ot 1
caso —1 <a<1: S=lim,S, = .= = 1=, dunque la serie converge a ;—
caso a = —1: ¢ il caso visto prima, la serie ¢ indeterminata
caso a < —1: lim Sy, = 400 mentre lim Sp,11 = —00, la serie ¢ indeterminata.
n——+o00 n—-+oo

1.2 Convergenza

In generale non si riesce a calcolare la somma di una serie, ci limitiamo a stabilire se la
serie converge o meno. Sapendo gia che la serie converge, ci sono dei metodi per trovare
in modo approssimato il valore della somma. Per determinare il carattere di una serie
(convergente/divergente/indeterminato) abbiamo a disposizione i seguenti strumenti:

e teoremi algebrici
e la condizione necessaria

e l’elenco di serie il cui comportamento € noto



e diversi criteri di convergenza: due casi

serie a termini di segno costante (a,, > 0) ‘ ‘serie a termini di segno variabile
— criterio della radice - criterio di Leibnitz
— criterio del rapporto - criterio di convergenza assoluta

criterio del confronto

— criterio del confronto asintotico

Teoremi algebrici: seguono dal fatto di essere una sommatoria
1. Sia (an)n una successione e sia A un numero reale diverso da zero. Allora

“+oo “+o0 .
> (Aan) =2 a, (inR).
n=0 n=0

2. Siano (ay,)n € (bp)n due successioni. Allora

—+00 “+o0 +oo .
Z(an +b,) = Z an + Z b, (con tutte le eccezioni viste in R).
n=0 n=0 n=0

Dimostrazione. 1. Basta ricordare che Aag + Aag + -+ + Aa, = AMag + a1 + -+ + ay).

2. Sia ¢, = an + by,. Poniamo S, = co+c1+ -+ cp, S =ap+ a1+ -+ an, €
SY =bg + by + -+ by,. Allora S = 5% + S e quindi lim,, S¢ = lim,, S¢ + lim,, S% in tutti
i casi in cui vale il teorema sul limite della somma.

N . N +oo _ +oo +o0
Attenzione: non & vero che > "7 (anbn) =3 "0 an -y, "0 b

Condizione necessaria: Se la serie ) . a, converge, allora a, — 0.
Dimostrazione. Sia S = lim S,,. Peripotesi S € R. Alloraa,, =S, —S,-.1 —S—85=0.

n——+00

Come si usa questo risultato:

Se a, NON CONVERGE A 0 allora la serie ) a, NON CONVERGE.

Se a, CONVERGE A 0 allora la serie ) a, POTREBBE CONVERGERE, ma non
sappiamo ancora se converge o no.

Serie note: Sono sostanzialmente soltanto le seguenti:

1. serie telescopiche

2. serie geometriche

3. serie armoniche generalizzate

1 diverge a +oo sea<1

ne converge sea>1.
n

(la serie armonica classica ¢ %) e loro varianti come:

Z 1 diverge a +o0  sea <1
nlog®n converge sea>1.

Vedremo piu avanti una dimostrazione.

Serie a termini di segno costante E sufficiente considerare le serie a termini positivi
(altrimenti —a,, > 0)

Osservazione sommando sempre numeri maggiori o uguali a zero, la successione S,, delle



somme parziali ¢ crescente quindi ha limite e questo limite e
- un numero reale positivo, cioe la serie converge,
- oppure +00, cioe la serie diverge positivamente.

Diciamo che una proprieta e vera definitivamente se & vera per tutti gli n maggiori di un
certo ng. Se ad una serie cambiamo un numero finito di termini, il comportamento della
serie non cambia, cambia eventualmente la somma nel caso delle serie convergenti. Quindi
¢ sufficiente che la successione a,, abbia definitivamente i termini di segno costante.

Criteri di convergenza per serie a termini POSITIVI

1. criterio della radice o
Sia a, > 0 (definitivamente). Supponiamo che /a,, — ¢ € R. Allora

e se / > 1 allora la serie diverge (non verifica nemmeno la condizione necessaria)
e se ¢ < 1 allora la serie converge.

Osservazione Se ¢ = 1, non possiamo decidere se la serie converge o meno usando questo
criterio.

2. criterio del rapporto

i — ¢ € R. Allora

Sia a, > 0 (definitivamente). Supponiamo che

an

e se ¢ > 1 allora la serie diverge (non verifica nemmeno la condizione necessaria)
e se ¢ < 1 allora la serie converge.

Osservazione Se £ = 1, non possiamo decidere se la serie converge o meno usando questo
criterio.

3. criterio del confronto
Supponiamo che a,, > b, > 0 (definitivamente). Allora valgono le seguenti due implicazioni:

+oo too
Z b, =4+0 — Z an = 400
n=0 n=0

+00 too
E a, converge — g b,, converge.
n=0 n=0

4. criterio del confronto asintotico
Supponiamo che a,, > 0 (definitivamente), b,, > 0 (definitivamente) e che

a
lim — = ¢ €]0, +oo].
n by
Allora )", a, e ", b, hanno lo stesso comportamento, cioe una converge se e solo se converge
laltra (il valore della somma potrebbe essere diverso).

Come si usa: dobbiamo studiare ) ay, cerchiamo una serie nota ) b, in modo tale che

b—n — £ con £ # 0 e { # +00; se la troviamo, allora la serie iniziale si comporta come la serie
n
Vediamo ora cosa si riesce a dire se lim,, ‘;—" = +00 o se lim,, Z—" =0.

n n
e se lim,, ‘;" = 400 allora (definitivamente) % > 1, quindi a,, > b, e possiamo usare il
criterio del confronto;
e se lim, = = 0 allora (definitivamente) §> < 1, quindi a,, < b, e anche in questo caso
possiamo usare il criterio del confronto.




Esempi di applicazione dei criteri di convergenza

n2+3n+5
L. Z FER R

An
Osserviamo che a,, > 1 quindi non e soddisfata la condizione necessaria. Si ha

n?43n45 _
n  n242 +oo.

22%
N N—_——

an

Osserviamo che a,, > 0 sempre e che a,, — 0 quindi la serie POTREBBE convergere.
Proviamo a usare il criterio della radice: /a,, = % Vn3 45— % perche Vn?+5 —1

(radice n-esima di polinomio). Siccome 1 < 1 la serie data converge.

n 3
Con il criterio del rapporto: %2+t ("+1)1+5 2" 1t 45 1
an 2n+

5. Come sopra,

%

n3+5 2 n3+5
essendo % < 1 concludiamo che la serie data converge.

™3+ 1
Osservianfo che a,, > 0 sempre e che a,, — 0 quindi la serie POTREBBE convergere.

I criteri della radice e del raporto non funzionano perche il limite e uguale al.

2
Informale: a, ~ 7= = i = % =, per cui la serie si comporta come Z che diverge

(armonica o volendo armonlca generalizzata con a = 1).
Rigoroso: confronto asintotico con la serie di termine generale b, = L.

n
n2+3n+5

i M= % €10, +00[ quindi la serie data si comporta con ) by,

lim,, $= = lim,,
. b"L.
ossia diverge.

n33 +7
Osserviamo che a,, > 0 sempre e che an — 0 quindi la serie POTREBBE convergere.
n®3 1 1

Informale: a, =~ 536 = F.3 = B ns, per cui la serie si comporta come Zn 5 -
armonica generalizzata con o = 3, quindi converge.
Rigoroso: confronto asintotico con la serie di termine generale b,, = n%
33
3 an _— 13 n 47 3 _ 1 : : :
lim,, b’ = lim,, 5o N = 5 €10, +o0[, per cui la serie data si comporta come

>, 75 quindi converge.

37L
5. ZH

an >0, a, =0

. . n+1
criterio del rapporto: 2o+t = 3 o — 0 < 1 quindi la serie converge.

an (71+1)' 3n n+1

2" +3"

an, 2 0,a, —0
Informale: a, ~ 27 = (£)" e 3, (2)" converge (serie geometrica con a €] — 1,1[).

[s)

Rigoroso: confronto asintotico con la serie di termine generale b,, = (g)"

. . n | aqn n 3" 41 5" . . .
lim,, $= = lim,, Znign - 5% = lim, % 2% =1€]0,4o00[ per cui la serie data si



comporta come ) by, quindi converge.

n+3
7. Z sin ( T 4)
a, > 0: infatti, 7?2134 — 0+, quindi O < 7?2':34 < meay,>0,sihaanche a,, - 0
Informale: a, ~ sin 2% =sin(2) ~ L e 3 a, si comporta come Y, 1 quindi diverge

Rigoroso: confronto asintotico con la serie di termine generale b, = =

1 1 1
8. ( in — —  arct f)
; sin o— — 3 arctan —
Osserviamo che lim,, a,, = lim,, (sin - e g arctan = ) 0,
quindi la serie POTREBBE convergere.

Informale: sin -~ = - L L

1 1N7.l ] ] Ni_f.l—
5 arctan - ~ =, quindi a, ~ 5. — 3 =0NO

3n 7 3n> 3 3 n
non basta, per capire il comportamento della serie dobbiamo sviluppare ulteriormente:
in L~ L _ 1, _1 ,Nl 11, 1 indi
sin 5~ & 5 — o (3n)3, 3 Larctan L ~ 3 (" 3 n3), quindi
~ Ll 1 1 1 1 ,L_l_il_ii
Un ~ 37 7 6 2703 -t =G - 67)n7 = 1w

ey, an si comporta come Z L quindi converge.

ngoroso rlprendlamo i calcoh fattl sopra tenendo conto del resto:
T3(717)

ay = 162 nd + 7"3( ), con lim,, = 0, quindi almeno per n grande

r3(1)] < 255 edi conseguenza an > 0.

Facmamo ora il confronto asmtotlco con la serie di termine generale b,

ﬁ:
lim,, §* = = lim, (sin &> — garctan L) . p3 = A0 3£ 0,# +oo per cui la serie data

si comporta come ) b, che ¢ una serie armonica generalizzata con a = 3, quindi
converge.

Serie armonica e serie armoniche generalizzate.

1 1
1. Consideriamo la serie Z —. Essa viene chiamata serie armonica perche il termine — ¢
n n
L 1
nflen+1
1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1—|—1+1+1+1+
2 3 4 5 6 7 8 9 10 13 15 16
>1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16

1 1 1

. Si ha

la media armonica dei due termini adiacenti:

2 2 2
ed ¢ chiaro che questa successione non e limitata superiormente. Quindi per confronto, la
serie armonica diverge.

Si puo dimostrare che la serie armonica e divergente anche osservando che la successione delle
1 1 1 1 1

li di Cauchy. Infatti, So,, — S, = — + ——— ——>n— ==

somme parziali non e di Cauchy. Infatti, Ss, n 2n+2n71+ -+ nr1 = "o 0%

1
2. Consideriamo ora la serie E — - Essa converge per confronto con la serie telescopica
n

2 1 2
Z ——— in quanto per ogni numero naturale n > 0 si ha — < ——
(n+1) n?2 ~ n(n+1)
+00 g
Abbiamo visto che nz::l m = 1, quindi nz::l 2 < 2. Si dimostrera piu avanti usando



= 1 2
le serie di Fourier che Z —_ = —.
n?2 6

n=1

3. Consideriamo la serie armonica generalizzata E —. Per confronto con la serie armonica
n

1 1
deduciamo che la serie Z — diverge per a < 1, mentre per confronto con Z — ottenia-
n n

n n
mo la convergenza per a > 2. Resta da capire il comportamento della serie nel caso in cui
l<a<2.
Proviamo a ripetere il procedimento usato per dimostrare la divergenza della serie armoni-
ca, confrontando la serie data con una serie ottenuta usando questa volta le potenze di 2%

Allora:
1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1+1 1+1 1+1
3" o 7o 8x 9« 10a 11« 12a 13« 14a 15« 16a
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<1_1_7_‘_7_,_7_’_7+7+7+7+7+7+7+7+7+7+7+

2 2a ' ga 4o 4o ]a ]a Ra Ra Ra |a | |
—_——
2 L 4 L 8 L
2@ 4« 8«
1 1 1
:1+2a—1+4a—1+8a—1+"'
e () () e e = e
- 9a—1 9a—1 2a—1 - 1— 2u171 - 2a—1 _ 1

1
Quindi per 1 < a < 2 la serie g — converge.
n
n

Esercizi proposti.
[A-B] esercizio 9.4: Dire se sono convergenti, divergenti, o indeterminate le seguenti serie, al
variare dell’eventuale parametro reale .

+oo en2
a. Z —an [divergente a 400]

n=1

+oo
1
b. Z Py s [convergente]

n=2

X 1+cosn

c. Z S [divergente a +00]
n=1
+oo n

d. Z ﬁ [divergente a +00]

n=1

+oo
n2

e. Z ) [convergente]
n=1

f. Z —— [divergente a +00]

1 n
g Z e [convergente]



h. Z sinn [indeterminatal

1
i. Z g 1 [convergente]

J- Z (* - *) [divergente a +0o0]

k*f 1 1 )
' nlogn  (n+1)log(n+ 1)

n=2

[convergente]

+oo

3m 45"
1. Z :L_' [convergente]

n=0

= (logn)"
m. g — [convergente]
n!
n=1

+oo

1
n. Z 1 ::2 [divergente a +00]

n=0

+i:’o\/1+n—n

o [conv. se e solo se o > 2.]
n

n=1
“+oo

p. Z n~ los(1+a) [conv. se @ > e — 1, altrimenti div.]
n=1

+oo

a’n!
q. E [conv. se a < e, div. se a > €]
nn

n=1

[G] Dire se convergono le serie seguenti

—+oo

Ly ) 1)

n=0

400 1
2. Z log (1 + ﬁ) [s1]
n=1




+oo

10. Z(sin(sin n))" [s1]

n=1

+oo n

T

12. ) = [s1]

13. Z arctan(iz) [si]

14. > [s1]

15.

[s1]

se n non € un cubo .
R [si]
se n ¢ un cubo

+oo 0
16. E ap, dove a, = { 1
n=1 Vn

“+oo
17. ) 27V [si]
n=1

“+oo

18. Z(n!)_l/" [no]

n=1

[G] Trovare la somma delle serie seguenti (tratto da Pietro Mengoli: Novae quadraturae
aritmeticae, 1651)

“+oo
1
1. nz::o (an £ D) (an +1) D)’ supponendo an + b # 0 per tutti i numeri naturali n

10



+oo

1 1
2. it
7;_0(2n+1)(2n+3)(2n+5) [12}
00 1
3. Z —— dove ai = ak + b, supponendo ay # 0 per ogni k € N
"—0 AnQp41 - - Q47
1 1 B 1 }
Taapay ...as Tab(a+)...(a+ 6a)
+oo
1 3
4.3 H
o n(n+2) 4
= bn+5 - bn

————— dove b,, € una successione crescente con b,, > 0 e lim,, b,, = b.
—0 bnbn—H s bn+s

n

]

Dimostrazione dei criteri di convergenza.

Criterio del confronto: Per ipotesi 0 < b, < a,, per ogni n (pur di modificare eventual-
mente un numero finito di termini). Allora

St=ap+a1+-+a,>bp+b1+--+b, = Sfl per ogni n € N (come esercizio, provate a
verificare per induzione).

e se S° — +oo allora, per il confronto tra limiti anche S¢ — +o00, cio¢ anche la serie Y, an
diverge a +00

e se la serie ) | a, converge, cioe S& — £ per un certo £ < +oo0, allora S non puo tendere a
+00. Siccome per monotonia S° ha limite, concludiamo che S? converge ad un certo numero
reale, cioe la serie ) b, € convergente.

Criterio della radice: Supponiamo sia a, > 0 e lim, {/a, = £ < 1. Scegliamo £ > 0
abbastanza piccolo, in modo da avere £ + & < 1. Allora per la definizione di limite, esiste
n € N tale che per ogni n > 7, cioe definitivamente, si abbia:

l—e < {/a, <l+e, quindi a, < ({+¢)". Essendo £ +¢ < 1, la serie ), (£+¢)™ converge,
quindi per il criterio del confronto anche )", a, converge.

Supponiamo sia lim,, {/a,, = £ > 1. Allora scegliamo € > 0 abbastanza piccolo, in modo
da avere 1 < £ — . Per la definizione di limite, esiste m € N tale che per ogni n > 7, cioe
definitivamente, si abbia:

1 <l—e< {fa, <l+e¢, quindi (¢ —&)" < a,. Essendo 1 < £ —¢, la serie ) (£ —¢)"
diverge a +o00, quindi per il criterio del confronto anche )" a, diverge.

Criterio del rapporto: Supponiamo sia a, > 0. Vediamo prima che

an

se esiste un numero ¢ con 0 < ¢ < 1 tale che =2 < ¢ per ogni n € N, allora la serie ), ay,
converge.

Sotto questa ipotesi si ha a; < apq, as < a1q < apq?, ..., ans1 < anq < agg™tl, per cui la

serie ) | a, ¢ maggiorata dalla serie geometrica ) ¢™ che ¢ convergente, essendo 0 < ¢ < 1.

Come abbiamo gia visto, il comportamento di una serie non cambia se modifichiamo solo

un numero finito di termini, per cui & sufficiente richiedere che la disuguaglianza = < ¢
n

sia verificata definitivamente, ossia da un certo 7 in poi.

Nello stesso modo si dimostra che

se esiste un numero ¢ > 1 tale che % > ¢ (definitivamente), allora la serie ) a, diverge
a +00.

Supponiamo ora che lim,, 221 = ¢ < 1. Allora esiste £¢ > 0 abbastanza piccolo da avere

{4+ < 1. Per la definizione di limite esiste @ € N tale che per n > 7 si abbia % <[fl+e <1,

quindi per quanto visto sopra la serie ) a, converge (confronto con la serie geometrica

Do),

11



An L1

Se invece lim,, = ¢ > 1 allora esiste ¢ > 0 abbastanza piccolo da avere £ — e > 1 ed

esiste un n tale che per n > 7 si abbia % > { — e > 1. Concludiamo come prima che la
serie ), a, diverge a 400 (confronto con la serie geometrica ) (£ —¢e)").

Criterio del confronto asintotico: Se a, >0, b, > 0 e lim,, ‘g—: =/{ # 0,# +oo allora,

dalla definizione di limite segue che
é < % < 2¢ per n abbastanza grande.

Moltiplicando per b,, > 0 otteniamo: %bn < a, < 20b, definitivamente.

Allora, per il criterio del confronto, le due serie ), a, e Y, b, hanno lo stesso comporta-
mento. Infatti,

e se » b, converge, anche ) 2¢b, = 2¢}" b, converge, dunque, per confronto, > a,
converge;

e se y b, diverge a 400, anche ) gbn diverge, dunque, per confronto, >, a, diverge.

Criteri per serie a termini di segno variabile

Definizione. Si dice che la serie ) a, converge assolutamente se converge la serie
2 lan-

Criterio di convergenza assoluta: Se ) |a,| converge allora anche ), a, converge.

Quindi se devo studiare la convergenza di una serie ), a, a termini di segno variabile, posso
provare a studiare la convergenza della serie a termini positivi ) |a,|. Per questa posso
applicare tutti i criteri studiati per le serie a termini positivi.

e Se ) . |an| converge allora per il criterio di convergenza assoluta anche )  a, converge.
e Se ) . |an| = +oo allora restano aperte tutte le quattro possibilita per la serie di parten-
za: convergente, divergente a +oo, divergente a —oo, indeterminata. La devo studiare in
qualche altro modo.

Attenzione: 'assoluta convergenza implica la convergenza, ma non viceversa.

Criterio di Leibniz (criterio per le serie a segno alterno)
Consideriamo la serie Y (—1)"a,, [cioe apn, = (—1)"ay]
Supponiamo che

a) ay > 0 (definitivamente) [la serie & a segni alterni]
b) ani1 < a, (definitivamente) [y, & decrescente (debolmente)]
c) a, —0 [y, & infinitesima]

Allora la serie ) (—1)"a, converge.

Siccome a,, — 0 se e solo se «,, — 0, la terza ipotesi ¢ semplicemente la condizione necessaria.

Esempi

nl
Ly (=)= ) X
Con le notazioni sopra: a, = (—=1)": e a, = ,-. Osserviamo che sono verificate tutte le
ipotesi del criterio di Leibniz, quindi la serie converge.

. . 1 o I g

Convergenza assoluta? No: |a,| = - e la serie ) -~ diverge.
Quindi la serie data converge, ma non converge assolutamente.

n_1
2. 3,5z
converge assolutamente

n_1
3.2 (=1)"-% cona >0
Con le notazioni sopra: a, = (71)”% e q, = n% Per a > 0 la successione n% soddisfa
tutte le ipotesi del criterio di Leibniz, quindi la serie Zn(—l)"n% converge.
Siccome |a,| = -, la serie Y, |a,| & la serie armonica generalizzata che converge per a > 1
e diverge a +00 per o < 1.
Quindi la serie Y, (—1)"-L converge assolutamente se e solo se o > 1, mentre converge per
ogni a > 0.
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4. Sk (—1)”#. Si vede facilmente che o, = > 0 e che a;, = 0. Verifichiamo la

n=1 342 n3+2

monotonia;:
o — g = 2L (D241 (2 D)(n4 1) 42) = (n+1)°+1) (0 42)

n nt+l = 32 T (nf1)342 T 3 2)(n+1)3+2)
(PP (24302 +3n+142)— (n?4+2n+2)(n°42)
B (n®+2)((n+1)3+2)
_ n5+3n4+3n3+3n2+n3+3n2+3n+37n572n272n474n72n374 _ n4+2n3+4n27n71 > 0
- (n34+2)((n+1)3+2) — (n342)((n+1)3+2)

quindi la successione a,, € decrescente e si puo applicare il criterio di Leibniz per concludere
che la serie data converge.

La serie non converge assolutamente, come si puo vedere dal criterio del confronto asintotico
con Y, L.

Per la serie iniziale non possiamo fare il confronto asintotico con Zn(—l)"% perche il criterio
del confronto asintotico & valido solo per serie a termini positivi.

Si pud comunque usare l'osservazione «, =~ % per dimostrare la convergenza della serie
>, an senza usare il criterio di Leibniz.

Possiamo infatti scrivere

an = (~)" 2 = ()L 4 (1)L = (1) (BH - L)+ ()L = ()R- )
Siccome la serie > (=1)"L & convergente, se risultera convergente la serie

Do, (=" nZZ T35, allora, per il teorema sulla somma di serie convergenti, si potra concludere
la convergenza della serie data.

Vediamo dunque quale ¢ il comportamento della serie > (—1)" ni};;ﬂ

Per usare il criterio di Leibniz, dobbiamo dimostrare la monotonia come prima.

Possiamo invece usare il criterio di assoluta convergenza:

Do l= )”nff+§n| = Zn n4+722n e questa serie converge per confronto asintotico con Y, 25
in quanto lim,, m -n° = 1.

In conclusione, la serie di partenza ) a, € somma tra una serie convergente assolutamente
e una serie convergente, quindi & convergente.

Dimostrazione dei criteri di convergenza

Criterio di convergenza assoluta: La successione delle somme parziali relative ad |ay,|
¢ convergente per ipotesi (la serie converge assolutamente), quindi ¢ una successione di Cau-
chy: per ogni € > 0 esiste m € N tale che per ogni n > 7 e per ogni k € N:

lant1| + |ante| + - + |antk] <e.

Dalla disuguaglianza triangolare segue che

|@nt1 + ang2 + -+ Gngi| < anga] + anse| + -+ langs] <e,

cioe la successione delle somme parziali relative ad a,, € di Cauchy, quindi convergente, ossia
la serie ), a, converge.

Criterio di Leibniz Sia S, r—o(—1)*ay,. Usando la monotonia della successione (v, ),
si osserva che (Sa,,), ¢ una successione decrescente (debolmente) di numeri positivi, quindi
ha un limite finito (compreso tra 0 & ap), mentre la successione (Sap,41)n € crescente (debol-
mente), quindi ha limite. Essendo So,+1 = Sa, — agnt1, siccome ag,41 — 0 concludiamo
che le successioni (Say,)r € (S2n+1)n hanno lo stesso limite finito, quindi la serie >, (—1)"ay,
converge.

Esercizi.

1. Discutere la convergenza delle serie:

1
(a) ; @1 [converge]

(b) 2% [converge]

n
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(c) Z E [diverge a +o0]

(d) Z n [converge]

(e) 2”2 30 [converge]

[diverge a +o0]

1
Z _— [converge]
— /n(n3 +1)
(h) Z 1—1—2—;—3—&—11 [diverge a +o0]

(i) Z (%)n’ [converge]
§)) Z ( TL?)H%]_)W ) [converge]

(k) Z Lz [converge]

Q) Z (27;1!)! [converge]

2. Calcolare la somma delle seguenti serie telescopiche:

Zﬁ?ﬁf

VnZ+n

+oo
(b)Y 2t 11/2)

2 2
—n*(n+1)

+o0 1
. 3/4
© > 3/4]
3. Sia x > 0. Dalla somma della serie geometrica si deduce che x4 2?4234 .- = I a
—x
e
P S S S S
x x? 23 _1—%_95—1’
quindi sommando si ottiene
1 1 1 T x
S+t -+lta+a 2t = + =0
x x x z—1 1-=x
Dove & lerrore? [La prima converge per |z| < 1, la seconda per |z| > 1]
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4. Sia (ay), una successione di numeri positivi tali che la serie Y a2 sia convergente e si

abbia
An+1

a .
< —"— per ogni n > 1.

QA Ap—1
Dimostrare che la serie ) a, € convergente.

[an, — 0, a, > 0, quindi a,, non pud essere crescente;
sia k tale che ap < ap_1. Per n > k si ha

ap Qp_1 ay ap \nk+l
. ap—1 <
Up—1 p—2 ak—1 ar—1

>, an converge per confronto con la serie geometrica. |

Ap = af—1

5. Sia ), a, una serie convergente. Dimostrare che anche la serie > a2 & convergente.
[Allora a,, — 0, quindi a? < a, e per confronto la serie Y a2 & convergente.]

E vero che se > a2 & convergente anche Y a, & convergente?
[No, si veda la serie armonica.

1.3 Riordinamento di una serie.

Le seguenti osservazioni dovrebbero far capire che c’e una differenza fondamentale tra somme
finite e serie.

Data una serie ), a, si dice che la serie ) b, ¢ un riordinamento della serie ) a, se
ad ogni termine della prima corrisponde uno e un solo termine della seconda, cioe se esiste
una funzione biiettiva ¢ : N — N tale che b, = a,(,) per ogni n € N. In altre parole, la
serie ) b, € un riordinamento della serie ) a, se le due serie hanno gli stessi termini,
eventualmente sommati in ordine diverso.

Se sommiamo un numero finito di termini 'ordine in cui vengono sommati non conta, il
risultato e lo stesso, in base alle proprieta di associativita e di commutativita dell’addizione.
Nel caso in cui si tratta di sommare infiniti numeri queste proprieta non valgono pit.

Se una serie e convergente, ma non assolutamente convergente, allora un suo riordinamento
potrebbe avere una somma diversa, come mostra il seguente esempio.

Consideriamo la serie

11 1 1 1 1 1 1 1
1l o 4 -4 4= Ntz — —1)"
2+3 4+5 6+7 8+9+ Z( ) n Z( )

3=

n n

Si vede subito con il criterio di Leibniz che si tratta di una serie convergente. Usando
le serie di Taylor calcolare la sua somma. Questa serie non & assolutamente convergente:
|(—1)”%| = % e, come abbiamo gia visto, la serie armonica e divergente.
Moltiplichiamo per % la serie data e otteniamo
1 ( 1 1 1 n 1 1 n 1 1 n 1 n )
2 2 3 4 5 6 7 8 9 7

1 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1 n 1 n
2 4 6 8 10 12 14 16 18 7
questa nuova serie € una serie convergente e ha come somma % per la somma della serie
iniziale. La sommiamo termine a termine alla serie data e otteniamo ancora una serie

convergente che ha come somma % per la somma della serie di partenza:

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l—c+o—c4o——+-——+

1
sts a5 6T sty 0Ty 2Tl WL T 1w
_|_
T L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18
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1 _|_1 g_|_1 +1 2_}_1 _|_i 3+i _A'_i 3+i +
3 4 5 7 8 9 11 12 13 15 16 17

1 +1_1+1 +1_1+1 +i_1+i _~_i_1+i +
3 2 5 7T 49 11 6 13 15 8 17

Si osserva pero che questa serie € un riordinamento della serie iniziale e come abbiamo notato
ha come somma % per la somma della serie iniziale. Vale il seguente risultato.

Teorema 1 (di Riemann) Sia ), a, una serie convergente ma non assolutamente con-
vergente. Per ogni numero S esiste un riordinamento della serie data che € convergente
con somma S. Esistono anche riordinamenti di ), a, che sono divergenti a 400, che sono
divergenti a —oo ed altri che sono indeterminati.

Questo fenomeno non si presenta nel caso delle serie assolutamente convergenti:

Teorema 2 (di Dirichlet) Se la serie ), a, é assolutamente convergente e ) by € un
suo riordinamento, allora ), b, ¢ assolutamente convergente e le due serie hanno la stessa

—+oo —+oo
somma: E ay, = E by,
n=0 n=0
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